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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ 1 êóðñà 1 ñåìåñòðà íàïðàâëåíèé
190700, 23.03.01. Â ïîñîáèè ñîäåðæàòñÿ âàðèàíòû êîíòðîëüíûõ ðàáîò è îá-
ðàçöû èõ ðåøåíèÿ.

Ñòóäåíòû çàî÷íîãî îòäåëåíèÿ íàïðàâëåíèé 190700, 23.01.01 äèñöèïëèíó

”
Ìàòåìàòèêà“ èçó÷àþò â ïåðâîì ñåìåñòðå.

Ðàñïðåäåëåíèå ÷àñîâ ïî âèäàì çàíÿòèé è ôîðìû êîíòðîëÿ

Ïåðèîä îáó÷åíèÿ
×àñû íà äèñöèïëèíó

Ôîðìà êîíòðîëÿ
îáùèå

ñàìîñò.
ëåêöèè

ïðàêò.
ðàáîòà çàíÿòèÿ

Êóðñ 1 Ñåìåñòð 1 216 194 10 12 ýêçàìåí

Îäíî ëåêöèîííîå è ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå äëèòñÿ 2 ÷àñà.
Êîíòðîëüíûå ðàáîòû

Â ïåðâîì ñåìåñòðå ñòóäåíòû äîëæíû âûïîëíèòü êîíòðîëüíóþ ðàáîòó
� 1 è êîíòðîëüíóþ ðàáîòó � 2.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà � 1 ñîäåðæèò ñëåäóþùèå òåìû. Ìàòðèöû. Ïðåäå-
ëû. Ïðîèçâîäíûå. Èíòåãðàëû.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà � 2 ñîäåðæèò ñëåäóþùèå òåìû. Êîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Â êîíöå ñåìåñòðà ïåðåä ýêçàìåíîì ïðîèñõîäèò ñîáåñåäîâàíèå ïî êîí-
òðîëüíûì ðàáîòàì.

Óêàçàíèÿ ïî âûïîëíåíèþ êîíòðîëüíûõ ðàáîò
Ïðè âûïîëíåíèè êîíòðîëüíûõ ðàáîò íåîáõîäèìî ñòðîãî ïðèäåðæèâàòü-

ñÿ óêàçàííûõ íèæå ïðàâèë. Ðàáîòû, âûïîëíåííûå áåç ñîáëþäåíèÿ ýòèõ ïðà-
âèë, íå çà÷èòûâàþòñÿ è âîçâðàùàþòñÿ ñòóäåíòó äëÿ ïåðåðàáîòêè.

1. Êàæäàÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà äîëæíà áûòü âûïîëíåíà â îòäåëüíîé òåò-
ðàäè â êëåòêó ÷åðíèëàìè ëþáîãî öâåòà, êðîìå êðàñíîãî. Íåîáõîäèìî
îñòàâëÿòü ïîëÿ äëÿ çàìå÷àíèé ðåöåíçåíòà.

2. Â çàãîëîâêå ðàáîòû íà îáëîæêå òåòðàäè ïå÷àòíûìè áóêâàìè äîëæ-
íû áûòü íàïèñàíû ôàìèëèÿ, èìÿ è îò÷åñòâî ñòóäåíòà, ó÷åáíûé íîìåð
(øèôð), íàçâàíèå äèñöèïëèíû, ñåìåñòð èëè êóðñ îáó÷åíèÿ, íîìåð êîí-
òðîëüíîé ðàáîòû è íîìåð âàðèàíòà.

3. Â ðàáîòå íåîáõîäèìî ðåøèòü âñå çàäàíèÿ, óêàçàííûå â êîíòðîëüíîé ðà-
áîòå. Òåòðàäè, ñîäåðæàùèå íå âñå çàäàíèÿ êîíòðîëüíîé ðàáîòû, à òàêæå
çàäàíèÿ íå ñâîåãî âàðèàíòà, íå çà÷èòûâàþòñÿ.

4. Íîìåðà çàäàíèé, êîòîðûå ñòóäåíò äîëæåí âûïîëíèòü â êîíòðîëüíîé ðà-
áîòå, îïðåäåëÿþòñÿ ïî òàáëèöå âàðèàíòîâ (ñì. íèæå). Íîìåð âàðèàíòà
ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíåé öèôðîé ó÷åáíîãî íîìåðà (øèôðà) ñòóäåíòà, ïðè
ýòîì öèôðà 0 ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó 10.
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Íîìåðà çàäàíèé äëÿ âûïîëíåíèÿ êîíòðîëüíûõ ðàáîò
Âàðèàíò Êîíòðîëüíàÿ Êîíòðîëüíàÿ

ðàáîòà � 1 ðàáîòà � 2

1 1.1 2.1 3.1 4.1 5.1 6.1 7.1 8.1 9.1 10.1 11.1 12.1 13.1

2 1.2 2.2 3.2 4.2 5.2 6.2 7.2 8.2 9.2 10.2 11.2 12.2 13.2

3 1.3 2.3 3.3 4.3 5.3 6.3 7.3 8.3 9.3 10.3 11.3 12.3 13.3

4 1.4 2.4 3.4 4.4 5.4 6.4 7.4 8.4 9.4 10.4 11.4 12.4 13.4

5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5 10.5 11.5 12.5 13.5

6 1.6 2.6 3.6 4.6 5.6 6.6 7.6 8.6 9.6 10.6 11.6 12.6 13.6

7 1.7 2.7 3.7 4.7 5.7 6.7 7.7 8.7 9.7 10.7 11.7 12.7 13.7

8 1.8 2.8 3.8 4.8 5.8 6.8 7.8 8.8 9.8 10.8 11.8 12.8 13.8

9 1.9 2.9 3.9 4.9 5.9 6.9 7.9 8.9 9.9 10.9 11.9 12.9 13.9

10 1.10 2.10 3.10 4.10 5.10 6.10 7.10 8.10 9.10 10.10 11.10 12.10 13.10

5. Ïðîðåöåíçèðîâàííûå êîíòðîëüíûå ðàáîòû âìåñòå ñî âñåìè èñïðàâëåíè-
ÿìè è äîïîëíåíèÿìè, ñäåëàííûìè ïî òðåáîâàíèþ ðåöåíçåíòà, ñëåäóåò
ñîõðàíÿòü. Áåç ïðåäúÿâëåíèÿ ïðîðåöåíçèðîâàííûõ êîíòðîëüíûõ ðàáîò
ñòóäåíò íå äîïóñêàåòñÿ ê ñîáåñåäîâàíèþ ïî êîíòðîëüíîé ðàáîòå, ê ñäà÷å
çà÷¼òà èëè ýêçàìåíà.

6. Ðåøåíèÿ çàäàíèé íàäî ðàñïîëàãàòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ íîìåðîâ.

7. Ïåðåä ðåøåíèåì êàæäîãî çàäàíèÿ íåîáõîäèìî íàïèñàòü å¼ íîìåð è ïîë-
íîñòüþ ïåðåïèñàòü óñëîâèå. Â ñëó÷àå, åñëè íåñêîëüêî çàäàíèé, èç êîòî-
ðûõ ñòóäåíò âûáèðàåò çàäàíèÿ ñâîåãî âàðèàíòà, èìåþò îáùóþ ôîðìó-
ëèðîâêó, ñëåäóåò, ïåðåïèñûâàÿ óñëîâèå çàäàíèÿ, çàìåíèòü îáùèå äàííûå
êîíêðåòíûìè, âçÿòûìè èç ñâîåãî âàðèàíòà.

8. Ðåøåíèÿ çàäàíèé ñëåäóåò èçëàãàòü ïîäðîáíî è àêêóðàòíî, îáúÿñíÿÿ è
ìîòèâèðóÿ âñå äåéñòâèÿ ïî õîäó ðåøåíèÿ è äåëàÿ íåîáõîäèìûå ÷åðòåæè.

9. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïðîðåöåíçèðîâàííîé ðàáîòû, êàê íåçà÷ò¼ííîé, òàê è çà-
÷ò¼ííîé, ñòóäåíò äîëæåí èñïðàâèòü âñå îòìå÷åííûå ðåöåíçåíòîì îøèáêè
è íåäî÷¼òû è âûïîëíèòü âñå ðåêîìåíäàöèè ðåöåíçåíòà. Åñëè ðåöåíçåíò
ïðåäëàãàåò âíåñòè â ðåøåíèÿ çàäàíèé òå èëè èíûå èñïðàâëåíèÿ èëè äî-
ïîëíåíèÿ è ïðèñëàòü èõ äëÿ ïîâòîðíîé ïðîâåðêè, òî ýòî ñëåäóåò ñäåëàòü
â êîðîòêèé ñðîê. Ïðè âûñûëàåìûõ èñïðàâëåíèÿõ äîëæíà îáÿçàòåëüíî
íàõîäèòüñÿ ïðîðåöåíçèðîâàííàÿ ðàáîòà è ðåöåíçèÿ íà íå¼. Ïîýòîìó ïðè
âûïîëíåíèè êîíòðîëüíîé ðàáîòû ðåêîìåíäóåòñÿ îñòàâëÿòü â êîíöå òåò-
ðàäè íåñêîëüêî ÷èñòûõ ëèñòîâ äëÿ âñåõ äîïîëíåíèé è èñïðàâëåíèé â ñî-
îòâåòñòâèè ñ óêàçàíèÿìè ðåöåíçåíòà. Âíîñèòü èñïðàâëåíèÿ â ñàì òåêñò
ðàáîòû ïîñëå å¼ ðåöåíçèðîâàíèÿ çàïðåùàåòñÿ.
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ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ � 1

Çàäàíèå 1. Äàíû ìàòðèöû A, B, C. Íàéòè 2A− 3B, A ·B, A · C.

1.1. A =

2 3 1
3 1 4
2 1 −1

 , B =

3 2 −1
1 3 2
2 1 −1

 , C =

1
2
3


1.2. A =

 1 4 2
2 3 1
−4 −7 5

 , B =

3 1 4
1 2 3
1 −4 −7

 , C =

−1
2
3


1.3. A =

−2 1 2
1 3 1
−7 −4 5

 , B =

1 −2 2
0 1 3
4 −7 −4

 , C =

 2
−1
3


1.4. A =

 2 1 5
−4 3 −4
1 −1 4

 , B =

 3 −1 4
−4 −2 1
2 1 0

 , C =

 1
−2
3


1.5. A =

 2 1 0
1 4 2
−4 1 7

 , B =

3 −1 4
1 3 −4
0 2 1

 , C =

−3
2
4


1.6. A =

2 −4 3
1 −2 1
0 1 −1

 , B =

1 −4 2
0 3 1
4 −7 5

 , C =

−2
1
2


1.7. A =

4 3 1
2 1 4
1 1 3

 , B =

2 3 0
1 1 2
0 0 1

 , C =

4
3
1


1.8. A =

−1 2 −1
4 3 7
1 2 −4

 , B =

1 2 −4
3 1 1
1 3 −7

 , C =

 3
−1
2


1.9. A =

 2 3 −4
3 2 −4
−1 −1 5

 , B =

4 2 1
3 1 −7
2 2 1

 , C =

−3
2
5


1.10. A =

 5 2 4
5 2 4
−4 3 3

 , B =

 1 −7 1
15 3 −1
3 2 4

 , C =

3
4
5


Çàäàíèå 2. Íàéòè ïðåäåëû.

2.1. a) lim
x→∞

x+ 3x2

4− 2x2
á) lim

x→1

x− 1

x2 + 4x− 5

2.2. a) lim
x→∞

1− 6x+ 7x2

3− x2
á) lim

x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
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2.3. a) lim
x→∞

6x4 + 2x2 − 3

1− 2x4
á) lim

x→1

x2 − 6x+ 5

2x2 − x− 1

2.4. a) lim
x→∞

2x3 + 3x2 + 4x

1 + 15x− x3
á) lim

x→2

x2 − 4

x2 − 3x+ 2

2.5. a) lim
x→∞

5x2 + 4x+ 1

3 + x− 2x2
á) lim

x→5

x2 − 25

x2 − 4x− 5

2.6. a) lim
x→∞

7x4 − 3x3 + 2x2

5− 2x4
á) lim

x→4

x2 − 4x

x2 − 3x− 4

2.7. a) lim
x→∞

1 + 2x+ 3x2

5− 6x− 2x2
á) lim

x→−2

x2 + 4x+ 4

x2 + 7x+ 10

2.8. a) lim
x→∞

2x5 + 3x3 + x

1 + x2 − 3x5
á) lim

x→−1

x2 + 3x+ 2

x2 − x− 2

2.9. a) lim
x→∞

x− 3x2 + 2x3

5x3 − 6x2 + 3x+ 2
á) lim

x→−3

x2 + 2x− 3

x2 + 4x+ 3

2.10. a) lim
x→∞

2x4 + 3x2 + 4

6x4 − x3 + x2
á) lim

x→1

x2 − 1

x2 − 4x+ 3

Çàäàíèå 3. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé.
3.1. a) y = ex · arccosx 3.2. à) y =

√
x5 · lnx

á) y =
1− cosx

2x + 3
á) y =

x3 − 3

arctg x
â) y = arctg (lnx) â) y = cos3 x · 2arcsinx

ã) y = 2
√
4x+ 3− 3√

x2 + 1
ã) y =

√
1 + x2

1− x

ä) y =
sin 3x

cos2 x
ä) y =

1

tg5 5x

3.3. a) y = log3 x · arcsinx 3.4. à) y =
3
√
x2 · cosx

á) y =
sinx

1 + cosx
á) y =

x+ ex

x− ex

â) y =
√
x3 · lnx+

1

x
â) y =

√
1− x2

x

ã) y = (ecosx + 3)4 ã) y = 3arctg
x

3
+ earcsinx

ä) y = 5x+arctg x ä) y = 3sin
1
x
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3.5. a) y = x10 · log2 x 3.6. à) y = 3x · tg x
á) y =

2x

cosx+ 5
á) y =

2− x

x2 +
√
x

â) y =
sin4 x

ctg x
â) y =

(
3 + 2x2

)5
ã) y = ln

(
x+

√
x2 + 1

)
ã) y = 3

√
ctg

1

x
ä) y = e−3x · arcsin 2x ä) y = earctg

√
x

3.7. a) y =
7
√
x3 · sinx 3.8. à) y = log5 x · arccosx

á) y =
4 + x3

x− ctg x
á) y =

ex

1− x2

â) y = tg2 x+
1

cosx
â) y =

(
x5 + 3x+

1

x

)10

ã) y =
√
2x− x2 +

1

3x3
ã) y = 3 sin 2x · cos2 x

ä) y = e2x · ln (1 + x2) ä) y =
√
ln (x2 + 1)

3.9. a) y = 5
√
x · 3x 3.10. à) y =

(
x3 + 3x4

)
· log3 x

á) y =
x2 + 5x− 6

lnx
á) y =

1 + cosx

1− cosx

â) y =
1

2 sin2 x
+ ln (tg x) â) y = ctg3 x− 1

sinx

ã) y = e
1

cos x ã) y =
ln (x2 + 2x)

3x

ä) y =
2

3

√
x− 1

x+ 1
ä) y = x · 5 1

x

Çàäàíèå 4. Ïðîâåñòè ïîëíûå èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé è ïîñòðîèòü èõ
ãðàôèêè.

4.1. à) y =
x2

4
(x2 − 8) á) y =

x3 + 4

x2

4.2. à) y = 3x4 − 4x3 á) y =
2

x2 + 2x

4.3. à) − 1

16
(x2 − 4)2 á) y =

x2 − 4x+ 1

x− 4

4.4. à)
x3

27
(x− 4) á) y =

4x

(x+ 1)2

4.5. à)
x2

64
(32− x2) á) y =

3x4 + 1

x3

4.6. à) y =
x3

16
(8− 3x) á) y =

4

3 + 2x− x2
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4.7. à) y =
1

9
(x2 − 3)2 á) y =

3x− 2

x3

4.8. à) y =
x2

27
(x2 − 18) á) y =

x2 − 3x+ 3

x− 1

4.9. à) y = 3x5 − 5x3 á) y =
8(x− 1)

(x+ 1)2

4.10. à) y =
x4

64
(x− 5) á) y =

x

x2 − 4

Çàäàíèå 5. Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû. Â ïóíêòàõ à) è â) ðå-
çóëüòàò ïðîâåðèòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

5.1. a)

∫ (
x3

3
− 3

x
√
x
+ 5x + 2

)
dx

á)

∫
x2 − 1

x2 + 16
dx â)

∫
x cos

x

2
dx

5.2. a)

∫ (√
x

3
− 1

x3
+

8

x2 + 9
+ 1

)
dx

á)

∫
x dx√
3− x2

â)

∫
(2x+ 1) e2x dx

5.3. a)

∫ (
1− 4√

x
+

4

x2
+ ex

)
dx

á)

∫
x dx

(x2 + 4)3
â)

∫
lnx

x2
dx

5.4. a)

∫ (
1

3
√
x2

− 1

cos2 x
+

2x2

3
+ 1

)
dx

á)

∫
x2 dx

3
√
1 + x3

â)

∫
x2 lnx dx

5.5. a)

∫ (
7 +

1

x
− 2

√
x+

2

x2 + 9

)
dx

á)

∫
(3− 10x)9 dx â)

∫
ln
(
x2 + 1

)
dx

5.6. a)

∫ (
x

2
− 4 +

4

x
− 3

3− x2

)
dx

á)

∫
dx

cos2 x
√
1 + tg2 x

â)

∫
x e

x
2 dx

5.7. a)

∫ (
1

sin2 x
− 1

3x
+

4

x2
+ 2

)
dx

á)

∫
dx

3
√
2x+ 5

â)

∫
x 3x dx
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5.8. a)

∫ (
5
√
x+

3

x
− 1

x2 + 1
+ 8

)
dx

á)

∫
1 +

√
lnx

x
dx â)

∫
x cos 4x dx

5.9. a)

∫ (
x
√
x− 7x +

2

x2
− 3

)
dx

á)

∫
x3√
1 + x4

dx â)

∫
x3 lnx dx

5.10. a)

∫ (
3x2 +

1√
x
− 2

x
+ 6

)
dx

á)

∫
3− x

x2 + 4
dx â)

∫
x

sin2 x
dx

Çàäàíèå 6. Âû÷èñëèòü îïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû.

6.1. a)

1∫
0

x4 dx

x10 + 3
á)

e∫
1

x2 lnx dx

6.2. a)

π
6∫

0

√
sinx cosx dx á)

e2∫
2

lnx dx

6.3. a)

e2∫
e

dx

x ln2 x
á)

π∫
0

x cos
(x
4

)
dx

6.4. a)

2∫
0

x dx

16 + x4
á)

1∫
0

x arctg x dx

6.5. a)

1∫
0

x dx√
4− x4

á)

π
2∫

0

x sin 4x dx

6.6. a)

π
6∫

0

sinx

1 + cosx
dx á)

1∫
0

x e−2x dx

6.7. a)

1∫
0

x dx√
x2 + 3

á)

1∫
0

x 3x dx

6.8. a)

π
2∫

0

cosx

sinx+ 1
dx á)

e∫
1

lnx

x2
dx
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6.9. a)

6∫
2

√
x− 2 dx á)

π∫
0

x sin
(x
6

)
dx

6.10. a)

e∫
1

dx

x (lnx+ 2)
á)

1∫
0

arctg x dx

Çàäàíèå 7. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè. Ñäå-
ëàòü ÷åðò¼æ.

7.1. y = 2x− x2, y = −x 7.6. y = x2 − 4x, y = x

7.2. y =
4

x
, y = 5− x 7.7. y =

x2

4
, y = 5− x2

7.3. y = x2, y = 2− x2 7.8. y = 1− x2, y = x− 1

7.4. y = 4− x2, y = x2 − 2x 7.9. y = (x− 2)2 , y = x

7.5. y = (x− 2)2 , x = 0, y = 0 7.10. y =
1

x
, y = x, x = 2

ÎÁÐÀÇÅÖ ÐÅØÅÍÈß
ÊÎÍÒÐÎËÜÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ � 1

Çàäà÷à 1. Ìàòðèöû
Ìàòðèöà � ýòî ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà ÷èñåë, çàêëþ÷¼ííàÿ â êðóãëûå

ñêîáêè. Îñíîâíûå îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè:
� ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà k íà ìàòðèöó A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû

êîòîðîé ïîëó÷åíû èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A óìíîæåíèåì èõ íà ÷èñëî k;
� ñóììîé (ðàçíîñòüþ) ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, êàæäûé

ýëåìåíò êîòîðîé ðàâåí ñóììå (ðàçíîñòè) ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö
A è B;

� ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A íà ìàòðèöó B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ýëå-
ìåíò êîòîðîé, ñòîÿùèé â i-îé ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå, ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäå-
íèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû A è j-ãî ñòîëáöà ìàò-
ðèöû B.

Çàäàíèå 1. Äàíû ìàòðèöû

A =

 1 2 3
0 1 −2
−3 0 4

 , B =

2 3 −2
1 4 0
1 5 1

 , C =

 3
−1
7

 .

Íàéòè ìàòðèöû 4 · A, A+B, A−B, A ·B, A · C.
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Ðåøåíèå.

4 · A = 4 ·

 1 2 3
0 1 −2
−3 0 4

 =

 4 · 1 4 · 2 4 · 3
4 · 0 4 · 1 4 · (−2)

4 · (−3) 4 · 0 4 · 4

 =

 4 8 12
0 4 −8

−12 0 16

 ,

A+B =

 1 2 3
0 1 −2
−3 0 4

+

2 3 −2
1 4 0
1 5 1

 =

=

 1 + 2 2 + 3 3 + (−2)
0 + 1 1 + 4 −2 + 0
−3 + 1 0 + 5 4 + 1

 =

 3 5 1
1 5 −2
−2 5 5

 ,

A−B =

 1 2 3
0 1 −2
−3 0 4

−

2 3 −2
1 4 0
1 5 1

 =

=

 1− 2 2− 3 3− (−2)
0− 1 1− 4 −2− 0
−3− 1 0− 5 4− 1

 =

−1 −1 5
−1 −3 −2
−4 −5 3

 ,

A ·B =

 1 2 3
0 1 −2
−3 0 4

 ·

2 3 −2
1 4 0
1 5 1

 =

=

 1 · 2 + 2 · 1 + 3 · 1 1 · 3 + 2 · 4 + 3 · 5 1 · (−2) + 2 · 0 + 3 · 1
0 · 2 + 1 · 1 + (−2) · 1 0 · 3 + 1 · 4 + (−2) · 5 0 · (−2) + 1 · 0 + (−2) · 1
−3 · 2 + 0 · 1 + 4 · 1 (−3) · 3 + 0 · 4 + 4 · 5 (−3) · (−2) + 0 · 0 + 4 · 1

 =

=

 2 + 2 + 3 3 + 8 + 15 −2 + 0 + 3
0 + 1− 2 0 + 4− 10 0 + 0− 2
−6 + 0 + 4 −9 + 0 + 20 6 + 0 + 4

 =

 7 26 1
−1 −6 −2
−2 11 10

 ,

A · C =

 1 2 3
0 1 −2
−3 0 4

 ·

 3
−1
7

 =

=

 1 · 3 + 2 · (−1) + 3 · 7
0 · 3 + 1 · (−1) + (−2) · 7
−3 · 3 + 0 · (−1) + 4 · 7

 =

 3− 2 + 21
0− 1− 14
−9 + 0 + 28

 =

 22
−15
19

 .

Çàäà÷à 2. Ïðåäåëû
Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé íà âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ âìåñòî ïåðåìåííîé x

ñòàâèòñÿ ÷èñëî (èëè ñèìâîë), ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ ïåðåìåííàÿ x. Â çàâèñè-
ìîñòè îò ïîëó÷èâøåéñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè äåëàþò âûâîä î ñïîñîáå å¼ ðàñêðû-
òèÿ. ×àñòî íà êîíå÷íîì ýòàïå âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå
ôîðìóëû:

lim
x→∞

1

x
= 0, lim

x→0

1

x
= ∞.
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Çàäàíèå 2à. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→∞

4x3 + 7x2 − 5

2x2 − 9x3 + 8x
.

Ðåøåíèå. Ïðè ïîäñòàíîâêå â ÷èñëèòåëü âìåñòî ïåðåìåííîé x ñèìâîëà
∞, ïîëó÷àåì ∞. Ïðè ïîäñòàíîâêå â çíàìåíàòåëü âìåñòî ïåðåìåííîé x ñèìâî-

ëà∞, òîæå ïîëó÷àåì∞. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà
[∞
∞

]
.

Ñòàðøåé ñòåïåíüþ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ x3. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïðåäåëà, â ÷èñëèòåëå è â çíàìåíàòåëå âûíîñèì x3 çà ñêîáêó. Äàëåå ñîêðàùà-
åì âûíåñåííûå x3. Óñòðåìëÿÿ ïåðåìåííóþ x ê ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå äðîáíûå
ñëàãàåìûå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, à îñòàâøååñÿ âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì.

lim
x→∞

4x3 + 7x2 − 5

2x2 − 9x3 + 8x
=
[∞
∞

]
= lim

x→∞

x3(4 +
7

x
− 5

x3
)

x3(
2

x
− 9 +

8

x2
)
=

= lim
x→∞

4 +
7

x
− 5

x3
2

x
− 9 +

8

x2

=
4 + 0− 0

0− 9 + 0
= −4

9
.

Îòâåò: −4

9
.

Çàäàíèå 2á. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→−3

2x2 + 3x− 9

9− x2
.

Ðåøåíèå. Ïðè ïîäñòàíîâêå â ÷èñëèòåëü âìåñòî ïåðåìåííîé x ÷èñëà
−3, ïîëó÷àåì 0. Ïðè ïîäñòàíîâêå â çíàìåíàòåëü âìåñòî ïåðåìåííîé x ÷èñ-

ëà −3, òîæå ïîëó÷àåì 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà

[
0

0

]
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàííîãî ïðåäåëà ðàñêëàäûâàåì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà
ìíîæèòåëè. Çàòåì ñîêðàùàåì íà îäèíàêîâûé ìíîæèòåëü (x + 3) è âìåñòî
ïåðåìåííîé x ïîäñòàâëÿåì ÷èñëî −3.

lim
x→−3

2x2 + 3x− 9

9− x2
=

[
0

0

]
= lim

x→−3

(x+ 3)(2x− 3)

(3− x)(3 + x)
=

= lim
x→−3

2x− 3

3− x
=

2(−3)− 3

3− (−3)
=

−9

6
= −3

2
.

Îòâåò: −3

2
.
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Çàäà÷à 3. Ïðîèçâîäíûå
Ïðè ðåøåíèè äàííîãî íîìåðà ïðèìåíÿþòñÿ ôîðìóëû ïðîèçâîäíûõ îñ-

íîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:

(c)′ = 0 (c � ÷èñëî), x′ = 1, (xn)′ = nxn−1,

(ex)′ = ex, (sinx)′ = cos x, (arcsinx)′ =
1√

1− x2
,

(ax)′ = ax ln a, (cosx)′ = − sinx, (arccosx)′ = − 1√
1− x2

,

(lnx)′ =
1

x
, (tg x)′ =

1

cos2 x
, (arctg x)′ =

1

1 + x2
,

(loga x)
′ =

1

x ln a
, (ctg x)′ = − 1

sin2 x
, (arcctg x)′ = − 1

1 + x2
,

è ôîðìóëû ïðîèçâîäíûõ ñóììû, ðàçíîñòè, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî äâóõ
ôóíêöèé:

(u+ v)′ = u′ + v′, (u− v)′ = u′ − v′, (cu)′ = cu′ (c � ÷èñëî),

(uv)′ = u′v + uv′,
(u
v

)′
=

u′v − uv′

v2

è ïðàâèëî âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè:
Ïóñòü ôóíêöèÿ u = g(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â íåêîòîðîé òî÷êå x = x0,

à ôóíêöèÿ y = f(u) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå u0 = g(x0). Òîãäà, ñëîæíàÿ
ôóíêöèÿ f(g(x)) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x = x0, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå [f(g(x0))]

′ = f ′(u0) · g′(x0). Äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
çàïèñü ïîñëåäíåé ôîðìóëû:

y′x = y′u · u′x. (1)

Çàäàíèå 3a. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:

5, ln tg
3

7
, 6x, log3 x.

Ðåøåíèå. Ïðîèçâîäíàÿ ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó

5′ = 0,

(
ln tg

3

7

)′
= 0.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé 6x è log3 x âîñïîëüçóåìñÿ òàá-
ëè÷íûìè ôîðìóëàìè äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîêàçàòåëüíîé (ïðè a = 6) è ëîãà-
ðèôìè÷åñêîé (ïðè a = 3) ôóíêöèé, èìååì:

(6x)′ = 6x ln 6, (log3 x)
′ =

1

x ln 3
.
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Çàäàíèå 3á. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

x17,
1

x
,

√
x,

3√
x2,

1
5
√
x7

.

Ðåøåíèå. Êàæäàÿ èç äàííûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé,
ïîýòîìó âñå ïðîèçâîäíûå íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (xn)′ = nxn−1. Èìååì:(

x17
)′
= 17x17−1 = 17x16;(

1

x

)′
=
(
x−1
)′
= −1 · x−1−1 = −x−2 = − 1

x2
;(√

x
)′
=
(
x

1
2

)′
=

1

2
x

1
2−1 =

1

2
x−

1
2 =

1

2
· 1

x
1
2

=
1

2
√
x
;(

3√
x2
)′

=
(
x

2
3

)′
=

2

3
x

2
3−1 =

2

3
x−

1
3 =

2

3
· 1

x
1
3

=
2

3 3
√
x
;(

1
5
√
x7

)′
=

(
1

x
7
5

)′
=
(
x−

7
5

)′
= −7

5
x−

7
5−1 = −7

5
x−

12
5 = −7

5
· 1

x
12
5

= − 7

5
5
√
x12

.

Çàäàíèå 3â. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé:

1

x3
− 5 ln x,

2 tg x

3
+

ctg x

4
, (x2 + x) cos x,

x3 + 2x2 + 5x+ 1

x2 + 2x
,

x13 arcctg x

lg x
.

Ðåøåíèå.(
1

x3
− 5 ln x

)′
=

(
1

x3

)′
− (5 ln x)′ =

(
x−3
)′ − 5 (ln x)′ =

= −3x−4 − 5
1

x
= − 3

x4
− 5

x
= −3 + 5x3

x4
.(

2 tg x

3
+

ctg x

4

)′
=

(
2 tg x

3

)′
+

(
ctg x

4

)′
=

(
2

3
· tg x

)′
+

(
1

4
· ctg x

)′
=

=
2

3
(tg x)′ +

1

4
(ctg x)′ =

2

3
· 1

cos2 x
+

1

4
·
(
− 1

sin2 x

)
=

2

3 cos2 x
− 1

4 sin2 x
.

(
(x2 + x) cos x

)′
= (x2 + x)′ cosx+ (x2 + x)(cos x)′ =

= (2x+ 1) cos x+ (x2 + x)(− sinx).(
x3 + 2x2 + 5x+ 1

x2 + 2x

)′

=

=
(x3 + 2x2 + 5x+ 1)′(x2 + 2x)− (x3 + 2x2 + 5x+ 1)(x2 + 2x)′

(x2 + 2x)2
=
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=
(3x2 + 4x+ 5)(x2 + 2x)− (x3 + 2x2 + 5x+ 1)(2x+ 2x ln 2)

(x2 + 2x)2
.

Ôóíêöèÿ lg x � ýòî äåñÿòè÷íûé ëîãàðèôì, òî åñòü lg x = log10 x. Ïðè-
ìåíèì ôîðìóëû ïðîèçâîäíûõ ÷àñòíîãî è ïðîèçâåäåíèÿ:(

x13 arcctg x

lg x

)′

=

(
x13 arcctg x

)′ · lg x−
(
x13 arcctg x

)
· (lg x)′

(lg x)2
=

=

((
x13
)′
arcctg x+ x13 (arcctg x)′

)
· lg x−

(
x13 arcctg x

)
· 1

x ln 10
lg2 x

=

=

(
13x12 arcctg x+ x13

(
− 1

1 + x2

))
· lg x− x13 arcctg x

1

x ln 10

lg2 x
=

=
13x12 arcctg x lg x− x13 lg x

1 + x2
− x12 arcctg x

ln 10
lg2 x

.

Çàäàíèå 3ã. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: ln sin x, ex
2

.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ln sin x. Îáîçíà÷èì

y = lnu, u = sin x, òîãäà y = ln sinx.

Ïî ôîðìóëå (1) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè íàõîäèì:

y′u = (ln u)′u =
1

u
, u′x = (sin x)′x = cos x,

îòêóäà

(ln sin x)′ = y′x = y′u · u′x =
1

u
· cosx =

1

sinx
· cosx = ctg x.

×àñòî áîëåå óäîáíî íåïîñðåäñòâåííî íàõîäèòü ïðîèçâîäíûå ïðîìåæóòî÷íûõ
ôóíêöèé:

(ln sin x)′ =
1

sinx
· (sinx)′ = 1

sinx
· cosx = ctg x.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ex
2

. Îáîçíà÷èì

y = eu, u = x2, òîãäà y = ex
2

.

Ïî ôîðìóëå (1) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè íàõîäèì:

y′u = (eu)′u = eu, u′x =
(
x2
)′
x
= 2x,
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îòêóäà

y′x =
(
ex

2
)′

= y′u · u′x = eu · 2x = ex
2 · 2x = 2xex

2

.

Òåïåðü íàéäåì òó æå ïðîèçâîäíóþ â êîìïàêòíîì âèäå:

y′(x) =
(
ex

2
)′

= ex
2 · (x2)′ = ex

2 · 2x = 2xex
2

.

Çàäàíèå 3ä. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé:
e−x, (tg

√
x)3, arctg2 e−x, cos log6 5x− log6 cos 5.

Ðåøåíèå. (
e−x
)′
= e−x · (−x)′ = e−x · (−1) = −e−x.(

(tg
√
x)3
)′
= 3(tg

√
x)2(tg

√
x)′ = 3(tg

√
x)2

1

cos2
√
x
(
√
x)′ =

= 3(tg
√
x)2

1

cos2
√
x

1

2
√
x
=

3 tg2
√
x

2
√
x cos2

√
x
.(

arctg2 e−x
)′
=
((

arctg e−x
)2)′

= 2arctg e−x ·
(
arctg e−x

)′
=

= 2arctg e−x · 1

1 + (e−x)2
·
(
e−x
)′
= 2arctg e−x · 1

1 + e−2x
· e−x · (−x)′ =

= 2arctg e−x · 1

1 + e−2x
· e−x · (−1) = −2e−x arctg e−x

1 + e−2x
.

(cos log6 5x− log6 cos 5)
′ = (cos log6 5x)

′ − (log6 cos 5)
′ = (cos log6 5x)

′ − 0 =

= − sin log6 5x · (log6 5x)′ = − sin log6 5x · 1

(5x) ln 6
· (5x)′ =

= − sin log6 5x · 1

5x ln 6
· 5 = −sin log6 5x

x ln 6
.

Âûðàæåíèå log6 cos 5 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, ïîýòîìó (log6 cos 5)
′ = 0.

Çàäà÷à 4. Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè è ïîñòðîåíèå å¼ ãðàôèêà
Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè è ïîñòðîåíèå å¼ ãðàôèêà ðåêîìåíäóåòñÿ

ïðîâîäèòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.
1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.
2. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ïåðèîäè÷íîñòü.
3. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ÷¼òíîñòü è íå÷¼òíîñòü.
4. Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò è

îïðåäåëèòü èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè.
5. Íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè è óñòàíîâèòü õàðàêòåð ðàçðûâà; èñ-

ñëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; íàéòè àñèìï-
òîòû.
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6. Íàéòè ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè, òî÷êè ýêñòðå-
ìóìà.

7. Èññëåäîâàòü íàïðàâëåíèÿ âûïóêëîñòè ãðàôèêà ôóíêöèè, íàéòè òî÷-
êè ïåðåãèáà.

8. Èñïîëüçóÿ âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè.
Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íåîáÿçàòåëüíî ñòðîãî ïðèäåðæèâàòü-

ñÿ ïðèâåä¼ííîé ñõåìû, èíîãäà óäîáíåå èçìåíèòü ïîðÿäîê èññëåäîâàíèÿ.

Çàäàíèå 4à. Ïðîâåñòè ïîëíîå èññëåäîâàíèå è ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíê-
öèè y = x(x+ 1)(x− 1).

Ðåøåíèå.
Ðàñêðîåì ñêîáêè è çàïèøåì èñõîäíóþ ôóíêöèþ â âèäå

y = x(x+ 1)(x− 1) = x(x2 − 1) = x3 − x.

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü.
2. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
3. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé.
4. Ôóíêöèÿ èìååò òðè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ox: x = 0, x = 1,

x = −1. Ñ îñüþ Oy ôóíêöèÿ ïåðåñåêàåòñÿ òîëüêî ïðè y = 0.
Ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà íà èíòåðâàëàõ (−1; 0) è (1;+∞) è îòðèöàòåëü-

íà íà èíòåðâàëàõ (−∞;−1) è (0; 1).
5. Òî÷åê ðàçðûâà íåò.
Ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

lim
x→+∞

x(x+ 1)(x− 1) = +∞, lim
x→−∞

x(x+ 1)(x− 1) = −∞.

Íàéä¼ì óãëîâîé êîýôôèöèåíò íàêëîííîé àñèìïòîòû:

k = lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞
(x+ 1)(x− 1) = ∞.

Çíà÷èò, íàêëîííûõ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìïòîò íåò. Âåðòè-
êàëüíûõ àñèìïòîò òîæå íåò, òàê êàê îòñóòñòâóþò òî÷êè ðàçðûâà è ôóíêöèÿ
îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.

6. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ: y′ = 3x2 − 1. Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ íó-
ëþ, íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïåðâîãî ðîäà: 3x2 − 1 = 0, îòêóäà x = 1√

3
,

x = − 1√
3
. Òàêèì îáðàçîì, íà èíòåðâàëàõ

(
−∞;− 1√

3

)
è
(

1√
3
; +∞

)
ôóíêöèÿ

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, à íà èíòåðâàëå
(
− 1√

3
; 1√

3

)
� ìîíîòîííî óáûâàåò.

Èç ñõåìû (ðèñ. 1) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå x = − 1√
3
ôóíêöèÿ èìååò ìàêñè-

ìóì, à â òî÷êå x = 1√
3
� ìèíèìóì.

Íàõîäèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýêñòðåìàëüíûõ òî÷êàõ: åñëè xmax = − 1√
3
,

òî ymax =
2

3
√
3
; åñëè xmin = 1√

3
, òî ymin = − 2

3
√
3
.
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-
− 1√

3
1√
3

x
Çíàê y′

Ïîâåäåíèå y
+ − +



� JĴ 

�

max min

Ðèñ. 1. Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ïî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

7. Íàõîäèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ: y′′ = 6x. Ïðèðàâíèâàÿ âòîðóþ ïðî-
èçâîäíóþ íóëþ, íàéä¼ì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó âòîðîãî ðîäà: 6x = 0, îòêóäà
x = 0.

-
0 x

Çíàê y′′

Ïîâåäåíèå y
− +∩ ∪
ïåðåãèá

Ðèñ. 2. Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé.

Ðèñóåì ñõåìó (ðèñ. 2), èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ
èìååò ïåðåãèá. Íà èíòåðâàëå (−∞; 0) ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ, à íà èíòåðâàëå
(0;+∞) � âûïóêëà âíèç. Íàõîäèì îðäèíàòó òî÷êè ïåðåãèáà: yïåð = 0.

8. Ãðàôèê ôóíêöèè èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 3. Ïðè ïîñòðîåíèè ïîëüçóåìñÿ
ñèììåòðèåé ãðàôèêà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (ò.ê. ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
íå÷¼òíîé).

Ðèñ. 3. Ãðàôèê ôóíêöèè y = x(x+ 1)(x− 1).

Çàäàíèå 4á. Ïðîâåñòè ïîëíîå èññëåäîâàíèå è ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíê-

öèè y =
x3

2(x+ 1)2
.

Ðåøåíèå.
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü, êðîìå òî÷êè x = −1.
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2. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
3. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷¼òíîé, íè íå÷¼òíîé.
4. Ôóíêöèÿ èìååò îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò � òî÷êó

(0; 0). Ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà ïðè x > 0 è îòðèöàòåëüíà ïðè x < 0.
5. Ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ â òî÷êå x = −1.
Ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

lim
x→−∞

x3

2(x+ 1)2
= −∞, lim

x→+∞

x3

2(x+ 1)2
= +∞,

lim
x→−1−

x3

2(x+ 1)2
= −∞, lim

x→−1+

x3

2(x+ 1)2
= −∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå x = −1 ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ âòîðîãî
ðîäà. Ïðÿìàÿ x = −1 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé.

Íàéä¼ì ïàðàìåòðû íàêëîííîé àñèìïòîòû y = kx+ b:

k = lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞

x3

2x(x+ 1)2
=

1

2
,

b = lim
x→∞

(y − kx) = lim
x→∞

(
x3

2(x+ 1)2
− 1

2
x

)
= −1.

Óðàâíåíèå íàêëîííîé àñèìïòîòû: y =
1

2
x− 1.

6. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ: y′ =
x2(x+ 3)

2(x+ 1)3
. Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ íó-

ëþ, íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïåðâîãî ðîäà: x = 0, x = −3. Ïåðâàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà íà èíòåðâàëàõ (−∞; −3) ∪ (−1; 0) ∪ (0; +∞) è îòðè-
öàòåëüíà íà èíòåðâàëå (−3;−1).

Èç ñõåìû (ðèñ. 4) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå x = −3 ôóíêöèÿ èìååò ìàêñè-
ìóì, à â òî÷êå x = 0 ýêñòðåìóìà íåò. Íàéä¼ì îðäèíàòó òî÷êè ìàêñèìóìà:

ymax = −3
3

8
. Íà èíòåðâàëàõ (−∞;−3), (−1; 0) è (0;+∞) ôóíêöèÿ ìîíîòîííî

âîçðàñòàåò, íà èíòåðâàëå (−3;−1) � ìîíîòîííî óáûâàåò.

-c
-3 -1 0 x

Çíàê y′

Ïîâåäåíèå y
+ − + +



� JĴ 

� 

�max

Ðèñ. 4. Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ïî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

7. Íàõîäèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ: y′′ =
3x

(x+ 1)4
. Ïðèðàâíèâàÿ âòîðóþ

ïðîèçâîäíóþ íóëþ, íàõîäèì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó âòîðîãî ðîäà: x = 0. Âòîðàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà íà èíòåðâàëå (0;+∞) è îòðèöàòåëüíà íà èíòåð-
âàëàõ (−∞;−1) è (−1; 0).
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Èç ñõåìû (ðèñ. 5) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ èìååò ïåðåãèá.
Îðäèíàòà òî÷êè ïåðåãèáà yïåð = 0. Íà èíòåðâàëàõ (−∞;−1) è (−1; 0) ôóíê-
öèÿ âûïóêëà ââåðõ, à íà èíòåðâàëå (0;+∞) � âûïóêëà âíèç.

-c
-1 0 x

Çíàê y′′

Ïîâåäåíèå y
− − +∩ ∩ ∪

ïåðåãèá

Ðèñ. 5. Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé.

8. Ãðàôèê ôóíêöèè èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 6.

Ðèñ. 6. Ãðàôèê ôóíêöèè y =
x3

2(x+ 1)2
.

Çàäà÷à 5. Íåîïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû
Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f(x), åñëè äëÿ

ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ x âûïîëíåíî ðàâåíñòâî F ′(x) = f(x).
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F0(x), òî ìíîæåñòâî âñåõ

ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f(x) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé F (x) =
= F0(x) + C, ãäå C � ëþáîå ÷èñëî.

Íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ F (x) ôóíêöèè f(x). Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë îò ôóíê-

öèè f(x) îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

∫
f(x) dx. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïðè

ýòîì ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ F (x) =
x3

3
åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) =
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= x2 íà ïðîìåæóòêå (−∞; +∞), òàê êàê

(
x3

3

)′

=
3x2

3
= x2. Ïîýòîìó

∫
f(x) dx =

∫
x2 dx =

x3

3
+ C.

Äëÿ ïîäñ÷¼òà èíòåãðàëîâ èñïîëüçóåòñÿ òàáëèöà îñíîâíûõ íåîïðåäåë¼í-
íûõ èíòåãðàëîâ.∫

0 dx = C,

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C (n ̸= −1),∫

dx

x
= ln |x|+ C,

∫
dx =

∫
1 dx = x+ C,∫

x dx =
x2

2
+ C,

∫
dx

x2
= −1

x
+ C,∫

dx√
x
= 2

√
x+ C,

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C,∫

ex dx = ex + C,

∫
cosx dx = sin x+ C,∫

sinx dx = − cosx+ C,

∫
dx

cos2 x
= tg x+ C,∫

dx

sin2 x
= − ctg x+ C,

∫
dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ C,∫

dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣∣+ C,

∫
dx√

a2 − x2
= arcsin

x

a
+ C,∫

dx√
x2 + k

= ln |x+
√
x2 + k|+ C.

Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ òàáëèöà îñíîâ-
íûõ äèôôåðåíöèàëîâ.

dx = d(x± a), dx = −d(−x),

dx = b d
(x
b

)
, dx =

1

b
d(bx),

xn dx =
d
(
xn+1

)
n+ 1

(n ̸= −1),
dx

x
= d (lnx) ,

x dx =
1

2
d
(
x2
)
,

dx

x2
= −d

(
1

x

)
,

dx√
x
= 2 d (

√
x) , cosx dx = d (sinx) ,

sinx dx = −d (cosx) , ax dx =
d (ax)

ln a
,

ex dx = d (ex) ,
dx

sin2 x
= −d (ctg x) ,

dx

cos2 x
= d (tg x) ,

dx√
1 + x2

= d
(
ln
(
x+

√
1 + x2

))
,
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dx√
1− x2

= d (arcsinx) ,
dx

1 + x2
= d (arctg x) ,

dx√
1− x2

= −d (arccosx) ,
dx

1 + x2
= −d (arcctg x) .

Ôîðìóëû òàáëèöû äèôôåðåíöèàëîâ ñëåäóþò èç ñëåäóþùåé ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåìîé ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ôîðìóëû

df(x) = (f(x))′ dx. (2)

Ïóñòü ôóíêöèè u(x), v(x) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå u′(x), v′(x),
òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî, íàçûâàåìîå ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-
ñòÿì ∫

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−
∫

v(x)u′(x) dx

Ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû (2) ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â êîìïàêòíîì
âèäå ∫

u dv = uv −
∫

v du.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-
ñòÿì ïðèâîäèò ê ÷àñòè÷íîìó èíòåãðèðîâàíèþ, òàê êàê è ïðàâàÿ ÷àñòü ôîð-
ìóëû ñîäåðæèò èíòåãðàë. Îäíàêî ïðè ïðàâèëüíîì ïðèìåíåíèè ìåòîäà èí-
òåãðàë èç ïðàâîé ÷àñòè áóäåò òàáëè÷íûì èíòåãðàëîì èëè ëåãêî ñâîäÿùèìñÿ
ê òàáëè÷íîìó èíòåãðàëó. Ïðè âû÷èñëåíèè íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ ìåòîä èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ íåñêîëüêî ðàç. Ïðàâèëî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èìååò áîëåå îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ, ÷åì
çàìåíà ïåðåìåííîé. Íî åñòü öåëûå êëàññû èíòåãðàëîâ, íàïðèìåð:∫

xk lnm x dx,

∫
xk sin ax dx,

∫
xk cos ax dx,

∫
xkeax dx,∫

xk arcsin ax dx,

∫
xk arccos ax dx,

∫
xk arctg ax dx

è äðóãèå, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ èìåííî ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-
ñòÿì.

Çàäàíèå 5à. Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë. Ðåçóëüòàò ïðîâåðèòü
äèôôåðåíöèðîâàíèåì.∫ (

x4 − 5 + 3 7
√
x+

1

2x3
− 2

3
4
√
x5

)
dx.

Ðåøåíèå. Ðàñêëàäûâàåì èíòåãðàë â ñóììó è ðàçíîñòü íåñêîëüêèõ èí-
òåãðàëîâ, âûíîñèì êîíñòàíòû çà çíàêè èíòåãðàëîâ è ïðèìåíÿåì òàáëè÷íûå
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ôîðìóëû.∫ (
x4 − 5 + 3 7

√
x+

1

2x3
− 2

3
4
√
x5

)
dx =

=

∫
x4 dx−

∫
5 dx+

∫
3 7
√
x dx+

∫
1

2x3
dx−

∫
2

3
4
√
x5

dx =

=

∫
x4 dx− 5

∫
dx+ 3

∫
7
√
x dx+

1

2

∫
1

x3
dx− 2

3

∫
1

4
√
x5

dx =

=

∫
x4 dx− 5

∫
dx+ 3

∫
x1/7 dx+

1

2

∫
x−3 dx− 2

3

∫
x−5/4 dx =

=
x5

5
− 5 · x+ 3 · x

8/7

8/7
+

1

2
· x

−2

−2
− 2

3
· x

−1/4

−1/4
+ C =

=
x5

5
− 5x+

21

8

7√
x8 − 1

4x2
+

8

3 4
√
x
+ C.

Ïðîâåðêà äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

(
x5

5
− 5x+

21

8

7√
x8 − 1

4x2
+

8

3 4
√
x
+ C

)′

=

=

(
x5

5

)′

− (5x)′ +

(
21

8

7√
x8
)′

−
(

1

4x2

)′
+

(
8

3 4
√
x

)′
+ C ′ =

=
1

5

(
x5
)′ − 5x′ +

21

8

(
x8/7

)′
− 1

4

(
x−2
)′
+

8

3

(
x−1/4

)′
+ 0 =

=
1

5
· 5x4 − 5 · 1 + 21

8
· 8
7
x1/7 − 1

4
· (−2) · x−3 +

8

3
· (−1

4
) · x−5/4 =

= x4 − 5 + 3 7
√
x+

1

2x3
− 2

3
4
√
x5

.

Çàäàíèå 5á. Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû∫
dx√
5x+ 2

,

∫
dx

2x− 6
,

∫
lnx

x
dx,

∫
e2x

e2x + 1
dx,

∫
x dx

5x2 − 3
.

Ðåøåíèå. Â ïåðâîì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó t = 5x+ 2.∫
dx√
5x+ 2

=
1

5

∫
d(5x+ 2)√

5x+ 2
=

1

5

∫
dt√
t
=

1

5
· 2
√
t+ C =

2

5

√
5x+ 2 + C.

Âî âòîðîì èíòåãðàëå äåëàåì çàìåíó t = 2x− 6.∫
dx

2x− 6
=

1

2

∫
d(2x− 6)

2x− 6
=

1

2

∫
dt

t
=

1

2
ln |t|+ C =

1

2
ln |2x− 6|+ C.
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Â òðåòüåì èíòåãðàëå îáîçíà÷àåì t = lnx.∫
lnx

x
dx =

∫
lnx d lnx =

∫
t dt =

t2

2
+ C =

1

2
ln2 x+ C.

Â ÷åòâ¼ðòîì èíòåãðàëå ââîäèì îáîçíà÷åíèå t = e2x + 1.∫
e2x

e2x + 1
dx =

1

2

∫
e2x

e2x + 1
d2x =

1

2

∫
e2x d2x

e2x + 1
=

1

2

∫
de2x

e2x + 1
=

=
1

2

∫
d(e2x + 1)

e2x + 1
=

1

2

∫
dt

t
=

1

2
ln |t|+ C =

1

2
ln(e2x + 1) + C.

Â ïÿòîì èíòåãðàëå äåëàåì çàìåíó t = 5x2 − 3.∫
x dx

5x2 − 3
=

1

2

∫
dx2

5x2 − 3
=

1

2
· 1
5

∫
d(5x2 − 3)

5x2 − 3
=

=
1

10

∫
dt

t
=

1

10
ln |t|+ C =

1

10
ln |5x2 − 3|+ C.

Çàäàíèå 5â. Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû∫
x sin 3x dx,

∫
xe−4x dx.

Ðåçóëüòàò ïðîâåðèòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Ðåøåíèå. Ïðè ðåøåíèè ïåðâîãî èíòåãðàëà ïðèìåíÿåì òàáëè÷íûå äèô-
ôåðåíöèàëû

dx =
1

3
d (3x) , sinx dx = −d (cosx) .

Òîãäà

∫
x sin 3x dx =

1

3

∫
x sin 3x d3x = −1

3

∫
x d cos 3x =

= −1

3

(
x cos 3x−

∫
cos 3x dx

)
= −1

3
x cos 3x+

1

3

∫
cos 3x dx =

= −1

3
x cos 3x+

1

3
· 1
3

∫
cos 3x d3x = −1

3
x cos 3x+

1

9
sin 3x+ C.
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Ïðîâåðêà äèôôåðåíöèðîâàíèåì.(
−1

3
x cos 3x+

1

9
sin 3x+ C

)′
= −1

3
(x cos 3x)′ +

1

9
(sin 3x)′ + C ′ =

= −1

3
(x′ cos 3x+ x(cos 3x)′) +

1

9
cos 3x(3x)′ + 0 =

= −1

3
(cos 3x− x sin 3x(3x)′)+

1

9
cos 3x·3 = −1

3
(cos 3x− x sin 3x · 3)+1

3
cos 3x =

= −1

3
cos 3x+

1

3
x sin 3x · 3 + 1

3
cos 3x = x sin 3x.

Ïðè ðåøåíèè âòîðîãî èíòåãðàëà ïðèìåíÿåì òàáëè÷íûå äèôôåðåíöèàëû

dx = −1

4
d(−4x), exdx = d (ex) .

Òîãäà∫
xe−4x dx = −1

4

∫
xe−4x d(−4x) = −1

4

∫
x de−4x =

= −1

4

(
x · e−4x −

∫
e−4x dx

)
= −1

4
xe−4x +

1

4

∫
e−4x dx =

= −1

4
xe−4x − 1

16

∫
e−4x d(−4x) = −1

4
xe−4x − 1

16
e−4x + C.

Ïðîâåðÿåì âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèðîâàíèåì.(
−1

4
xe−4x − 1

16
e−4x + C

)′
= −1

4

(
xe−4x

)′ − 1

16

(
e−4x

)′
+ C ′ =

= −1

4

(
x′e−4x + x(e−4x)′

)
− 1

16
e−4x(−4x)′ + 0 =

= −1

4

(
e−4x + xe−4x(−4x)′

)
− 1

16
e−4x(−4) = −1

4

(
e−4x + xe−4x(−4)

)
+
1

4
e−4x =

= −1

4
e−4x − 1

4
xe−4x(−4) +

1

4
e−4x = xe−4x.

Çàäà÷à 6. Îïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû
Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ àíàëîãè÷íû ìåòîäàì

âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ. Âñå ïðàâèëà è ôîðìóëû, ïðèìåíÿ-
åìûå â íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëàõ, ñïðàâåäëèâû è äëÿ îïðåäåë¼ííûõ èíòå-
ãðàëîâ. Ëèøü íåñêîëüêî ïðàâèë èìåþò ñïåöèôèêó â ñëó÷àå îïðåäåë¼ííûõ
èíòåãðàëîâ. Ïðèâåä¼ì èõ.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è F (x) � ïåðâîîáðàç-
íàÿ îò ôóíêöèè f(x) íà ýòîì îòðåçêå. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Íüþòîíà-
Ëåéáíèöà

b∫
a

f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a).

Ïóñòü ôóíêöèè u(x) è v(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [a, b], à èõ
ïðîèçâîäíûå u′(x) è v′(x) èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà

b∫
a

u(x) · v′(x) dx = u(x) · v(x)
∣∣∣∣b
a

−
b∫

a

v(x) · u′(x) dx.

Ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â êîìïàêòíîì âèäå

b∫
a

u dv = uv

∣∣∣∣b
a

−
b∫

a

v du.

Çàäàíèå 6à. Âû÷èñëèòü îïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû

1∫
0

dx√
1 + x2

,

2π∫
0

sinx dx,

√
π
2∫

√
π
6

x cosx2dx.

Ðåøåíèå. Â ïåðâûõ äâóõ èíòåãðàëàõ ñðàçó ïðèìåíÿåì ôîðìóëó
Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà
ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà â ïåðâîîáðàçíóþ ñíà÷àëà ïîäñòàâëÿåòñÿ âåðõ-
íèé ïðåäåë, çàòåì íèæíèé ïðåäåë, è èç ïåðâîãî âûðàæåíèÿ âû÷èòàåòñÿ âòî-
ðîå.

1∫
0

dx√
1 + x2

= ln(x+
√
1 + x2)

∣∣∣∣1
0

= ln(1 +
√
2)− ln 1 = ln(1 +

√
2).

2π∫
0

sinx dx = − cosx

∣∣∣∣2π
0

= −(cos 2π − cos 0) = 0.
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Â ñëåäóþùåì èíòåãðàëå ïðèìåíÿåì òàáëè÷íûé äèôôåðåíöèàë xdx =
1

2
dx2.

√
π
2∫

√
π
6

x cosx2dx =

√
π
2∫

√
π
6

cosx2xdx =
1

2

√
π
2∫

√
π
6

cosx2dx2 =
1

2
sinx2

∣∣∣∣
√

π
2

√
π
6

=

=
1

2

(
sin

(√
π

2

)2

− sin

(√
π

6

)2
)

=
1

2

(
sin

π

2
− sin

π

6

)
=

1

2
·
(
1− 1

2

)
=

1

4
.

Çàäàíèå 6á. Âû÷èñëèòü îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

1∫
0

arctg x dx.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

1∫
0

arctg x dx = x · arctg x
∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

x d arctg x = x · arctg x
∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

x dx

1 + x2
=

= 1 · arctg 1− 0 · arctg 0−
1∫

0

1
2dx

2

1 + x2
= arctg 1− 1

2

1∫
0

d(1 + x2)

1 + x2
=

=
π

4
− 1

2
ln
∣∣1 + x2

∣∣∣∣∣∣1
0

=
π

4
− 1

2
(ln 2− ln 1) =

π

4
− ln 2

2
.

Â ïðîöåññå íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëà èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùåå âû÷èñëåíèå

d (arctg x) = (arctg x)′dx =
1

1 + x2
dx =

dx

1 + x2
.

Çàäà÷à 7. Ïëîùàäè
Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé y = f(x),

îñüþ Ox è ïðÿìûìè x = a, x = b (ñì. ðèñ. 7), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S =

b∫
a

f(x) dx.

Ïóñòü ôèãóðà îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñíèçó êðèâûìè, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ
y = f1(x), y = f2(x), x ∈ [a, b], f1(x) > f2(x) (ñì. ðèñ. 8). Òîãäà ïëîùàäü
ôèãóðû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S =

b∫
a

(f1(x)− f2(x)) dx.
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Ðèñ. 7. Êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ.
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Ðèñ. 8. Ïëîñêàÿ ôèãóðà.

Çàäàíèå 7. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé äàííûìè êðè-

âûìè y =
√
6x è y =

x2

6
.

Ðåøåíèå. Çàäàííàÿ ôèãóðà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 9.
Íàéä¼ì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé, ðåøèâ óðàâíåíèå

√
6x =

x2

6
⇒ 63x = x4 ⇒ 63x− x4 = 0 ⇒ x(63 − x3) = 0 ⇒ x = 0 è x = 6.

Íàéäåì îðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé:

x = 0 ⇒ y = 0 è x = 6 ⇒ y = 6.

Âû÷èñëÿåì ïëîùàäü çàäàííîé ôèãóðû

S =

6∫
0

(√
6x− x2

6

)
dx =

(
2

3

√
6 x3/2 − x3

18

)∣∣∣∣6
0

=

(
2

3

√
6 · 63/2 − 63

18

)
−0 = 12.
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-

6

x

y

6

60

rr

r

y =
x2

6

y =
√
6x

Ðèñ. 9. Ôèãóðà, îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè y =
√
6x è y =

x2

6
.

Îòâåò: 12.
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ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ � 2

Çàäàíèå 8. Äàíû ÷èñëà z1 è z2. Èçîáðàçèòü èõ íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè. Íàéòè 2z1 + 3z2, z1 · z2,
z1
z2
.

8.1. z1 = −2 + i, z2 = 2 + 5i
8.2. z1 = −5− 8i, z2 = 1 + 10i
8.3. z1 = −7 + 2i, z2 = 2− i
8.4. z1 = 3 + 2i, z2 = 1− i
8.5. z1 = −1 + 4i, z2 = 3 + 3i
8.6. z1 = −8 + 5i, z2 = 2 + i
8.7. z1 = 1− 4i, z2 = 5 + 2i
8.8. z1 = 2 + 6i, z2 = −1− 3i
8.9. z1 = 3 + 4i, z2 = 4− 3i
8.10. z1 = −2− 5i, z2 = 2− 3i

Çàäàíèå 9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

9.1. x2 y′ = y2 + 1 9.6. y′ = x2y + 3x2

9.2.
(
x2 + 1

)
y y′ = y2 + 1 9.7. y′ = (

√
x− 3x+ 1)

√
y

9.3. y′ =
x+ 1

x
y3 9.8.

(
x+ xy2

)
= y′

(
y + x2y

)
9.4. x y′ = y2

(
2x2 + 1

)
9.9. x5 y′ = (x+ 1)

√
y

9.5. y y′
(
1 + x2

)
+ 1 + y2 = 0 9.10. xy y′ = 1 + y2

Çàäàíèå 10. Â êîðîáêå ëåæàò äåâÿòü êàðòî÷åê, íà êîòîðûõ íàïèñàíû
öèôðû îò 1 äî 9. Ïîñëåäîâàòåëüíî, îäíó çà äðóãîé, âûíèìàþò äâå êàðòî÷êè è
êëàäóò èõ ðÿäîì � ïîëó÷àþò äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Íàïðèìåð, âûíóòû êàðòî÷êè
ñ ÷èñëàìè 1 è 3 � ïîëó÷èëè ÷èñëî 13, âûíóòû êàðòî÷êè ñ ÷èñëàìè 3 è 1 �
ïîëó÷èëè ÷èñëî 31. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A.

10.1. A � ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì;
10.2. A � ÷èñëî ÷åòíîå;
10.3. A � ÷èñëî ìåíüøå ñîðîêà ïÿòè;
10.4. A � ñóììà öèôð ÷èñëà ìåíüøå âîñüìè;
10.5. A � ÷èñëî íå ñîäåðæèò ÷åòíûõ öèôð;
10.6. A � öèôðû ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó;
10.7. A � ñóììà öèôð ÷èñëà áîëüøå äâåíàäöàòè;
10.8. A � îäíà èç öèôð ÷èñëà ðàâíà åäèíèöå;
10.9. A � ïåðâàÿ öèôðà ÷èñëà áîëüøå âòîðîé;
10.10. A � ÷èñëî äåëèòñÿ íà äåâÿòü.

Çàäàíèå 11. Â óðíå a áåëûõ è b ÷åðíûõ øàðîâ. Íàóãàä âûíèìàþò 2
øàðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
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1) îáà øàðà áåëûå;
2) ðîâíî îäèí èç âûíóòûõ øàðîâ áåëûé;
3) õîòÿ áû îäèí èç âûíóòûõ øàðîâ áåëûé.
11.1. a = 4, b = 5; 11.6. a = 7, b = 4;
11.2. a = 6, b = 4; 11.7. a = 6, b = 5;
11.3. a = 7, b = 3; 11.8. a = 5, b = 7;
11.4. a = 5, b = 3; 11.9. a = 4, b = 6;
11.5. a = 3, b = 6; 11.10. a = 3, b = 7;

Çàäàíèå 12.
12.1. Íà ñêëàäå èìååòñÿ 20 òåëåôîííûõ àïïàðàòîâ êîðåéñêîãî ïðîèçâîä-

ñòâà è 30 � íåìåöêîãî. Â ñðåäíåì, 5% êîðåéñêèõ àïïàðàòîâ è 2%
íåìåöêèõ èìåþò áðàê.
1) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé àïïàðàò áðàêî-
âàííûé.
2) Ñëó÷àéíî âûáðàííûé àïïàðàò áðàêîâàííûé. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ
ýòîò àïïàðàò áûë íåìåöêèì?

12.2. Óïàêîâêà ñîñèñîê ïðîèçâîäèòñÿ äâóìÿ àâòîìàòàìè ñ îäèíàêîâîé ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòüþ. Äîëÿ áðàêà, äîïóñêàåìîãî ïåðâûì àâòîìàòîì,
ðàâíà 5%, à âòîðûì àâòîìàòîì � 7%.
1) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó âçÿòàÿ óïàêîâêà îêàæåòñÿ
áðàêîâàííîé.
2) Íàóäà÷ó âçÿòàÿ óïàêîâêà îêàçàëàñü áðàêîâàííîé. Ñ êàêîé âåðîÿò-
íîñòüþ ýòà óïàêîâêà ïðîèçâåäåíà ïåðâûì àâòîìàòîì?

12.3. Èç 10 ñòðåëêîâ òðè ñòðåëêà ïîïàäàþò â ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 8,
ïÿòü ñòðåëêîâ � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 7, äâà ñòðåëêà � ñ âåðîÿòíîñòüþ
0, 6.
1) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé ñòðåëîê ïîïàë
â öåëü.
2) Ñëó÷àéíî âûáðàííûé ñòðåëîê ïîïàë â öåëü. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ
ýòîò ñòðåëîê ïðèíàäëåæèò âòîðîé ãðóïïå?

12.4. Â ñåàíñå îäíîâðåìåííîé èãðû â øàõìàòû ñ ãðîññìåéñòåðîì èãðàþò 10
ïåðâîðàçðÿäíèêîâ, 15 âòîðîðàçðÿäíèêîâ è 20 òðåòüåðàçðÿäíèêîâ. Âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâîðàçðÿäíèê âûèãðàåò ó ãðîññìåéñòåðà ðàâíà
0, 2, äëÿ âòîðîðàçðàäíèêà ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0, 1, à äëÿ òðåòüå-
ðàçðÿäíèêà � 0, 05.
1) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé ó÷àñòíèê âûèã-
ðàåò.
2) Ñëó÷àéíî âûáðàííûé ó÷àñòíèê âûèãðàë. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ
ýòî áûë òðåòüåðàçðÿäíèê?

12.5. Â öåõå ôàáðèêè 30% ïðîäóêöèè ïðîèçâîäèòñÿ íà ïåðâîì ñòàíêå, íà
âòîðîì � 25%, à îñòàëüíàÿ ïðîäóêöèÿ � íà òðåòüåì ñòàíêå. Ïåðâûé
ñòàíîê äàåò 1% áðàêà, âòîðîé � 2%, òðåòèé � 3%.
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1) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ åäèíèöà ïðîäóê-
öèè îêàçàëàñü áðàêîâàííîé.
2) Ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ åäèíèöà ïðîäóêöèè îêàçàëàñü áðàêîâàííîé.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà ïðîèçâåäåíà íà òðåòüåì ñòàíêå.

12.6. Â ñïåöèàëèçèðîâàííóþ áîëüíèöó ïîñòóïàþò áîëüíûå ñ òðåìÿ áîëåç-
íÿìè: â ñðåäíåì 50% áîëüíûõ ñ ïåðâîé áîëåçíüþ, 30% � ñî âòîðîé,
20% � ñ òðåòüåé. Âåðîÿòíîñòè èçëå÷åíèÿ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé
áîëåçíè ðàâíû 0, 7, 0, 8, 0, 9 ñîîòâåòñòâåííî.
1) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñòóïèâøèé â áîëüíèöó áîëüíîé âû-
çäîðîâåë.
2) Ïîñòóïèâøèé â áîëüíèöó áîëüíîé âûçäîðîâåë. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îí áîëåë ïåðâîé áîëåçíüþ.

12.7. Ïî êàíàëó ñâÿçè ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 4 ïåðåäàåòñÿ ñèãíàë ¾0¿, è ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 0, 6 ïåðåäàåòñÿ ñèãíàë ¾1¿. Èç-çà ïîìåõ âîçìîæíû îøèáêè.
Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü ¾1¿, êîãäà ïåðåäàâàëñÿ ñèãíàë ¾0¿ ðàâíà 0, 05.
Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü ¾0¿, êîãäà ïåðåäàâàëñÿ ñèãíàë ¾1¿ ðàâíà 0, 1.
1) Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïðèåìà ñèãíàëà ¾1¿.
2) Ïðèíÿò ñèãíàë ¾1¿. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåéñòâèòåëüíî
ïåðåäàâàëñÿ ñèãíàë ¾1¿.

12.8. Â ïåðâîé óðíå ñîäåðæèòñÿ 5 áåëûõ è 6 ÷åðíûõ øàðîâ, âî âòîðîé óðíå
ñîäåðæèòñÿ 5 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ øàðà. Èç ïåðâîé óðíû íàóãàä âûíè-
ìàþò îäèí øàð è ïåðåêëàäûâàþò åãî âî âòîðóþ óðíó. Çàòåì èç âòîðîé
óðíû âûíèìàþò îäèí øàð.
1) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò øàð áåëûé.
2) Âûíóòûé øàð îêàçàëñÿ áåëûì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç
ïåðâîé óðíû âî âòîðóþ áûë ïåðåëîæåí ÷åðíûé øàð.

12.9. Èç äåòàëåé âûñîêîãî êà÷åñòâà ñîáèðàåòñÿ 60% âñåõ òåëåâèçîðîâ, ïðè
ýòîì âåðîÿòíîñòü áëàãîïîëó÷íîé ýêñïëóàòàöèè òåëåâèçîðà â òå÷åíèå
âðåìåíè T ðàâíà 0, 95. Äëÿ òåëåâèçîðà, ñîáðàííîãî èç îáû÷íûõ äåòà-
ëåé, ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0, 7.
1) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä âûáðàííûé òåëåâèçîð ïðîðà-
áîòàåò áåç ïîëîìîê â òå÷åíèå âðåìåíè T .
2) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òåëåâèçîð, ïðîðàáîòàâøèé áåç ïîëî-
ìîê â òå÷åíèå âðåìåíè T , ñîáðàí èç äåòàëåé âûñîêîãî êà÷åñòâà.

12.10. ÎÒÊ ïðîâîäèò êîíòðîëü âûïóñêàåìûõ ïðèáîðîâ. Ïðèáîðû ñîäåðæàò
ñêðûòûå äåôåêòû ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 15. Ïðè ïðîâåðêå íàëè÷èå äåôåê-
òà îáíàðóæèâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 9. Êðîìå òîãî, ñ âåðîÿòíîñòüþ
0, 05 èñïðàâíûé ïðèáîð ìîæåò áûòü îøèáî÷íî ïðèçíàí äåôåêòíûì.
Ïðè îáíàðóæåíèè äåôåêòà ïðèáîð áðàêóåòñÿ.
1) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä âûáðàííûé ïðèáîð áóäåò çà-
áðàêîâàí.
2) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàáðàêîâàííûé ïðèáîð äåéñòâèòåëüíî
èìååò äåôåêò.
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Çàäàíèå 13. Äàí çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû.

1) Íàéòè âåðîÿòíîñòü p.
2) Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è ïîñòðîèòü åå ãðàôèê.
3) Âû÷èñëèòü M(X), D(X), σ(X).

13.1.
xi -1 0 1 2 3
pi 0,2 0,1 p 0,3 0,2

13.6.
xi -2 -1 1 3 4
pi 0,3 0,1 0,2 p 0,1

13.2.
xi 0 1 3 5 6
pi 0,1 0,3 p 0,2 0,1

13.7.
xi 1 2 4 6 8
pi 0,2 0,3 p 0,2 0,1

13.3.
xi 1 2 3 4 5
pi 0,1 p 0,1 0,2 0,3

13.8.
xi -2 2 3 5 6
pi 0,2 0,4 p 0,2 0,1

13.4.
xi -2 0 2 4 6
pi 0,1 0,2 p 0,2 0,1

13.9.
xi 2 4 5 7 8
pi 0,1 0,2 p 0,3 0,2

13.5.
xi 1 2 4 5 6
pi 0,2 0,1 p 0,2 0,3

13.10.
xi -1 1 2 4 6
pi 0,2 0,3 0,3 p 0,1

ÎÁÐÀÇÅÖ ÐÅØÅÍÈß
ÊÎÍÒÐÎËÜÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ � 2

Çàäà÷à 8. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
Êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè (â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå) íàçûâàþòñÿ âûðà-

æåíèÿ âèäà
z = x+ i y,

ãäå i � ñèìâîë, íàçûâàåìûé ìíèìîé åäèíèöåé, x è y � ïðîèçâîëüíûå äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà. x = Re z íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ ÷èñëà z,
y = Im z íàçûâàåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ ÷èñëà z.

Ðàññìîòðèì äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 = x1 + i y1 è z2 = x2 + i y2.
Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 è z2 íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè

z1 = z2, åñëè x1 = x2 è y1 = y2.

Ñóììîé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî

z3 = z1 + z2 = (x1 + x2) + i (y1 + y2).

Ïðîèçâåäåíèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñ-
ëî

z3 = z1 · z2 = (x1 · x2 − y1 · y2) + i (x1 · y2 + x2 · y1).
Óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ äâó÷ëå-
íîâ.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî

i2 = i · i = (0 + 1i) · (0 + 1i) = −1.

Èòàê,
i =

√
−1, i2 = −1.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z̄ = x− i y íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì êîìïëåêñíîìó
÷èñëó z = x+ i y.

Îïåðàöèÿ äåëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z1 íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî z2, åñëè
z2 ̸= 0, îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáðàòíàÿ ê óìíîæåíèþ, ò.å.

z =
z1
z2
, åñëè z1 = z · z2.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

z1
z2

=
x1 · x2 + y1 · y2

x22 + y22
+ i · x2 · y1 − x1 · y2

x22 + y22
.

Çàìåòèì, ÷òî ýòó ôîðìóëó óäîáíåå çàïèñàòü â âèäå

z1
z2

=
z1 · z̄2
z2 · z̄2

.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ i y èçîáðàæàåòñÿ íà ïëîñêîñòè Oxy òî÷êîé
M ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) ëèáî âåêòîðîì, íà÷àëî êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â òî÷êå
O(0, 0), à êîíåö â òî÷êå M(x, y).

Çàäàíèå 8. Èçîáðàçèòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÷èñëà z1 = −2+ 3i
è z2 = 4 + 5i. Âû÷èñëèòü

5z1, z̄1, z1 + z2, z1 − z2, z1 · z2,
z1
z2
.

Ðåøåíèå. Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè èçîáðàæàåì ÷èñëà z1 è z2 (ñì.
ðèñ. 10). Ïî ïðàâèëàì äåéñòâèé ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ïîëó÷àåì

5z1 = 5 · (−2 + 3i) = −10 + 15i,

z̄1 = −2 + 3i = −2− 3i,

z1 + z2 = (−2 + 3i) + (4 + 5i) = (−2 + 4) + i (3 + 5) = 2 + 8i,

z1 − z2 = (−2 + 3i)− (4 + 5i) = (−2− 4) + i (3− 5) = −6− 2i,

z1 · z2 = (−2 + 3i) · (4 + 5i) = −8 + 12i− 10i− 15 = −23 + 2i,

z1
z2

=
−2 + 3i

4 + 5i
=

(−2 + 3i) · (4− 5i)

(4 + 5i) · (4− 5i)
=

7 + 22i

41
=

7

41
+

22

41
i.
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Ðèñ. 10. Èçîáðàæåíèå ÷èñåë íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à 9. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
Îäíèì èç îñíîâíûõ âèäîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ

óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

y′ = f(x)g(y) èëè
dy

dx
= f(x)g(y)

(ïðèìåíèëè ôîðìóëó y′ =
dy

dx
), â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü ïðîèçâåäåíèå

ôóíêöèè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò x, íà ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò y, èí-
òåãðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìû

”
ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå“, òî åñòü ïðè

ïîìîùè óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ïðèâîäèì óðàâíåíèå ê òàêîé ôîðìå, ÷òîáû â
îäíó ÷àñòü âõîäèëà òîëüêî ôóíêöèÿ îò x è äèôôåðåíöèàë dx, à â äðóãóþ
÷àñòü � ôóíêöèÿ îò y è äèôôåðåíöèàë dy.

Â óðàâíåíèè íàäî îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ óìíîæèòü íà dx è ðàçäåëèòü íà
g(y). Ïîëó÷àåì

dy

g(y)
= f(x) dx.

Åñëè äèôôåðåíöèàëû ðàâíû, òî èõ íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû ìîãóò ðàçëè-
÷àòüñÿ òîëüêî ïîñòîÿííûì ñëàãàåìûì.∫

dy

g(y)
=

∫
f(x) dx+ C.

Åñëè óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè çàäàíî â âèäå

M(x)N(y) dx+ P (x)Q(y) dy = 0,

òî äîñòàòî÷íî ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè íà N(y)P (x):

M(x) dx

P (x)
+

Q(y) dy

N(y)
= 0.
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Îòêóäà ïîëó÷àåì îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ∫
M(x) dx

P (x)
+

∫
Q(y) dy

N(y)
= C,

êîòîðûé îñòà¼òñÿ âû÷èñëèòü.

Çàäàíèå 9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y dx+ ctg x dy = 0.

Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå � óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-
íûìè. Ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå.

y dx+ ctg x dy = 0 ⇒ ctg x dy = −y dx ⇒ dy

y
= − dx

ctg x
⇒

⇒
∫

dy

y
= −

∫
dx

ctg x
⇒ ln |y| = ln | cosx|+ lnC.

Ïîòåíöèðóåì

ln |y| = ln | cosx|+ lnC ⇒ ln |y| = ln (| cosx| · C) ⇒ y = C cosx �

îáùåå ðåøåíèå.
Îòâåò: y = C cosx.

Çàäà÷à 10. Ñîáûòèÿ. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè
Ïóñòü ïðîâîäèòñÿ íåêîòîðûé ýêñïåðèìåíò, èñõîä êîòîðîãî ïðåäñêàçàòü

çàðàíåå íåëüçÿ. Òàêèå ýêñïåðèìåíòû íàçûâàþò ñëó÷àéíûìè.
Ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì (èëè ïðîñòî ñîáûòèåì) íàçûâàåòñÿ ëþáîé èñõîä

ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûé ìîæåò ïðîèçîéòè èëè íå ïðîèçîéòè. Ñëó÷àéíûå ñî-
áûòèÿ îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè A, B, C è òàê äàëåå.

Ñîáûòèå, êîòîðîå îáÿçàòåëüíî íàñòóïàåò â äàííîì ýêñïåðèìåíòå, íà-
çûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì. Ñîáûòèå, êîòîðîå çàâåäîìî íå íàñòóïàåò â äàííîì
ýêñïåðèìåíòå, íàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì.

Ñóììîé äâóõ ñîáûòèé A, B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå C = A+B, ñîñòîÿùåå
â íàñòóïëåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ, òî åñòü A èëè B, èëè èõ îáîèõ âìåñòå.

Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå C = AB, ñî-
ñòîÿùåå â îäíîâðåìåííîì ïîÿâëåíèè è ñîáûòèÿ A è ñîáûòèÿ B.

Äâà ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè ïîÿâëåíèå îäíîãî
èç íèõ èñêëþ÷àåò ïîÿâëåíèå äðóãîãî â îäíîì è òîì æå ýêñïåðèìåíòå (èñïû-
òàíèè).

Ïðîòèâîïîëîæíûì äëÿ ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå A, ñîñòîÿùåå â
òîì, ÷òî ñîáûòèå A íå ïðîèçîøëî. Ñîáûòèÿ A è A ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòíûìè.

Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , Ak îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, åñëè â ðåçóëüòàòå
ýêñïåðèìåíòà îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò õîòÿ áû îäíî èç íèõ.
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Ïóñòü ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîëíîé ãðóï-
ïû ñîáûòèé (èñõîäîâ) ω1, ω2, . . . , ωn, êîòîðûå ïîïàðíî íåñîâìåñòíû è ðàâ-
íîâîçìîæíû. Ýòè èñõîäû íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè. Ìíîæåñòâî
âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé è îáîçíà÷àåòñÿ Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}.

Ïóñòü ñîáûòèå A ïðîèñõîäèò ïðè îñóùåñòâëåíèè êàêèõ-òîm ýëåìåíòàð-
íûõ èñõîäîâ ω1, ω2, . . . , ωm èç ìíîæåñòâà Ω. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ A ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà m èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ýòîìó
ñîáûòèþ, ê îáùåìó ÷èñëó n âñåõ ðàâíîâîçìîæíûõ, ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ
èñõîäîâ:

P (A) =
m

n
. (3)

Ñëåäñòâèå. Âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà åäèíèöå (òàê êàê
m = n), âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà íóëþ (òàê êàê m = 0),
à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñîáûòèé A âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 0 < P (A) < 1.
Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó 0 6 P (A) 6 1.

Ïîäñ÷åò âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà áëàãîïðèÿò-
ñòâóþùèõ åìó èñõîäîâ. Äåëàþò ýòî îáû÷íî êîìáèíàòîðíûìè ñïîñîáàìè. Ìíî-
ãèå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ ïîìîùüþ äâóõ âàæíûõ ïðà-
âèë, íàçûâàåìûõ ïðàâèëîì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ: åñëè èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïåð-
âûé îáúåêò ìîæíî âûáðàòü n1 ñïîñîáàìè è ïîñëå êàæäîãî òàêîãî âûáîðà
âòîðîé îáúåêò ìîæíî âûáðàòü n2 ñïîñîáàìè, òî îáà îáúåêòà ìîæíî âûáðàòü
n1 · n2 ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ: åñëè èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïåð-
âûé îáúåêò ìîæíî âûáðàòü n1 ñïîñîáàìè è ïîñëå êàæäîãî òàêîãî âûáîðà âòî-
ðîé îáúåêò ìîæíî âûáðàòü n2 ñïîñîáàìè, òî ëþáîé èç ýòèõ îáúåêòîâ ìîæíî
âûáðàòü n1 + n2 ñïîñîáàìè.

Çàäàíèå 10. Â êîðîáêå ëåæàò äåâÿòü êàðòî÷åê, íà êîòîðûõ íàïèñàíû
öèôðû îò 1 äî 9. Ïîñëåäîâàòåëüíî, îäíó çà äðóãîé, âûíèìàþò äâå êàðòî÷êè è
êëàäóò èõ ðÿäîì � ïîëó÷àþò äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Íàïðèìåð, âûíóòû êàðòî÷êè
ñ ÷èñëàìè 1 è 3 � ïîëó÷èëè ÷èñëî 13, âûíóòû êàðòî÷êè ñ ÷èñëàìè 3 è 1 �
ïîëó÷èëè ÷èñëî 31. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A � ïîëó÷åííîå ÷èñëî
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êóáîì.

Ðåøåíèå: Âñå ÷èñëà (èñõîäû), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ðåçóëü-
òàòå òàêîãî èñïûòàíèÿ, îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

Ω = {12, 13, 14, . . . , 19, 21, 23, 24, . . . , 29, . . . , 91, 92, . . . , 98}.

Ïåðâóþ öèôðó äâóçíà÷íîãî ÷èñëà ìîæíî âûáðàòü äåâÿòüþ ñïîñîáàìè. Ïîñëå
òîãî, êàê ïåðâàÿ öèôðà âûáðàíà, âòîðóþ ìîæíî âûáðàòü âîñåìüþ ñïîñîáàìè.
Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâî Ω ñîäåðæèò n = 9 · 8 = 72 ÷èñëà. Òàê
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êàê ïîÿâëåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ω ðàâíîâîçìîæíî, òî ïðèìåíèì
ôîðìóëó êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè (3).

Â íàøåì ñëó÷àå áëàãîïðèÿòíûå èñõîäû � ýòî ÷èñëà {27, 64}, òî åñòü
m = 2, ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà

P (A) =
m

n
=

2

72
=

1

36
.

Çàäà÷à 11. Íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü
Äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A è B âåðîÿòíîñòü èõ îäíîâðåìåííîãî ïî-

ÿâëåíèÿ ðàâíà íóëþ, òî åñòü P (AB) = 0.
Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû, òî âåðîÿòíîñòü ñóììû äâóõ ñîáûòèé

ðàâíà ñóììå èõ âåðîÿòíîñòåé

P (A+B) = P (A) + P (B). (4)

Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé.
Äëÿ ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB). (5)

Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , Ak îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ïîïàðíî íåñîâìåñò-
íûõ ñîáûòèé, åñëè îíè ïîïàðíî íåñîâìåñòíû è ïðè îñóùåñòâëåíèè äàííîãî
ýêñïåðèìåíòà îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò îäíî èç íèõ.

Ñóììà âåðîÿòíîñòåé ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé, îáðàçóþùèõ ïîë-
íóþ ãðóïïó, ðàâíà 1.

P (A1) + P (A2) + . . .+ P (Ak) = 1.

Ñëåäñòâèå. Ñîáûòèÿ A è A íåñîâìåñòíûå, çíà÷èò îíè îáðàçóþò ïîë-
íóþ ãðóïïó, ïîýòîìó èõ âåðîÿòíîñòè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì P (A)+P (A) = 1.

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B, âû÷èñëåííàÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èìåëî ìå-
ñòî íåêîòîðîå äðóãîå ñîáûòèå A, íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ è îáî-
çíà÷àåòñÿ P (B|A).

Åñëè ïîÿâëåíèå ñîáûòèÿ A íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B, òî åñòü
P (B|A) = P (B), òî ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Äëÿ çàâèñèìûõ ñîáûòèé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

P (AB) = P (A)P (B|A) = P (B)P (A|B). (6)

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé

P (A|B) = P (A) è P (AB) = P (A)P (B).

Ýòî ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò òåîðåìó óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåçàâèñèìûõ
ñîáûòèé. Îíî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.
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Çàäàíèå 11. Â óðíå 5 áåëûõ è 6 ÷åðíûõ øàðîâ. Íàóãàä âûíèìàþò 2
øàðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

1) îáà øàðà áåëûå;
2) ðîâíî îäèí èç âûíóòûõ øàðîâ áåëûé;
3) õîòÿ áû îäèí èç âûíóòûõ øàðîâ áåëûé.

Ðåøåíèå: Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî øàðû âûíèìàþò èç
óðíû ïîñëåäîâàòåëüíî. Îáîçíà÷èì ñîáûòèÿ: K1 � ïåðâûé âûíóòûé øàð áå-
ëûé,M1 � ïåðâûé âûíóòûé øàð ÷åðíûé, K2 � âòîðîé âûíóòûé øàð áåëûé,
M2 � âòîðîé âûíóòûé øàð ÷åðíûé. Çàìåòèì, ÷òî ñîáûòèÿ K1 è M1, à òàêæå
ñîáûòèÿ K2 è M2 ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòíûìè è âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûìè,
ò.å.

P (K1) = P (M1) = 1− P (M1) è P (K2) = P (M2) = 1− P (M2).

Ïîñêîëüêó â óðíå âñåãî 11 øàðîâ, èç êîòîðûõ 5 áåëûõ, òî

P (K1) =
m

n
=

5

11
, P (M1) =

6

11
.

Ñîáûòèå K2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â äâóõ ñèòóàöèÿõ: êîãäà ïåðâûé âû-
íóòûé øàð áåëûé è êîãäà ïåðâûé âûíóòûé øàð ÷åðíûé. Íàéäåì âåðîÿòíîñòè
ýòèõ ñîáûòèé.

Ïóñòü ïåðâûé âûíóòûé øàð áåëûé. Ïîñêîëüêó ïåðåä âûíèìàíèåì âòî-
ðîãî øàðà â óðíå îñòàëîñü 10 øàðîâ, èç êîòîðûõ 4 áåëûõ, âåðîÿòíîñòü âûíóòü
áåëûé øàð ðàâíà

P (K2|K1) =
4

10
=

2

5
.

Êðîìå òîãî, âåðîÿòíîñòü âûíóòü ÷åðíûé øàð ðàâíà

P (M2|K1) =
6

10
=

3

5
.

Ïóñòü ïåðâûé âûíóòûé øàð ÷åðíûé. Ïîñêîëüêó ïåðåä âûíèìàíèåì âòî-
ðîãî øàðà â óðíå îñòàëîñü 10 øàðîâ, èç êîòîðûõ 5 áåëûõ. Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü
âûíóòü áåëûé øàð ðàâíà

P (K2|M1) =
5

10
=

1

2
.

Êðîìå òîãî, âåðîÿòíîñòü âûíóòü ÷åðíûé øàð ðàâíà

P (M2|M1) =
5

10
=

1

2
.

Òîãäà òðåáóåìûå ñîáûòèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîìáèíàöèþ, ïðèâå-
äåííûõ âûøå ñîáûòèé.

1) Ñîáûòèå A � îáà øàðà áåëûå � è ïåðâûé øàð áåëûé è âòîðîé øàð
áåëûé. Ò.å. A = K1K2. Ïî òåîðåìå îá ïðîèçâåäåíèè âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé
(6), èìååì
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P (A) = P (K1K2) = P (K1)P (K2|K1) =
5

11
· 2
5
=

2

11
.

2) Ñîáûòèå B � ðîâíî îäèí èç âûíóòûõ øàðîâ áåëûé � èëè ïåðâûé
øàð áåëûé, âòîðîé øàð ÷åðíûé èëè ïåðâûé øàð ÷åðíûé, âòîðîé øàð áå-
ëûé. Ò.å. B = K1M2 +M1K2. Ñîáûòèÿ K1M2 è M1K2 íåñîâìåñòíû, ïîýòîìó,
ñîãëàñíî ôîðìóëàì (4) è (6) èìååì

P (B) = P (K1M2 +M1K2) = P (K1M2) + P (M1K2) =

= P (K1)P (M2|K1) + P (M1)P (K2|M1) =
5

11
· 3
5
+

6

11
· 1
2
=

6

11
.

3) Ñîáûòèå C � õîòÿ áû îäèí èç âûíóòûõ øàðîâ áåëûé � ñîáûòèå,
ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèþ ¾âûíóëè äâà ÷åðíûõ øàðà¿. Ò.å. C = M1M2. Òà-
êèì îáðàçîì, P (C) = P (M1M2) = 1− P (M1M2). Ïîñêîëüêó,

P (M1M2) = P (M1) · P (M2|M1) =
6

11
· 1
2
=

3

11
,

òî

P (C) = 1− 3

11
=

8

11
.

Çàäà÷à 12. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëà Áàéåñà
Åñëè ñîáûòèå A ìîæåò ïðîèçîéòè âìåñòå ñ îäíèì èç ñîáûòèé H1, H2,

. . ., Hn, îáðàçóþùèõ ïîëíóþ ãðóïïó íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé, òî ñîáûòèå A
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

A = A(H1 +H2 + . . .+Hn) = AH1 + AH2 + . . .+ AHn

è âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P (A) = P (H1) · P (A|H1) + P (H2) · P (A|H2) + . . .

. . .+ P (Hn) · P (A|Hn) =
n∑

i=1

P (Hi) · P (A|Hi). (7)

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿHi â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñîáûòèå A èìå-
ëî ìåñòî, îïðåäåëÿåòñÿ ïî òàê íàçûâàåìîé ôîðìóëå Áàéåñà

P (Hi|A) =
P (AHi)

P (A)
=

P (Hi) · P (A|Hi)
n∑

i=1
P (A|Hi) · P (Hi)

, i = 1, 2, . . . , n. (8)

Âåðîÿòíîñòè P (Hi|A), âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå Áàéåñà, ÷àñòî íàçûâàþò âå-
ðîÿòíîñòÿìè ãèïîòåç.
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Çàäàíèå 12. Èçâåñòíî, ÷òî 5% ìóæ÷èí è 0, 25% æåíùèí � äàëüòîíè-
êè.

à) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé ÷åëîâåê � äàëüòî-
íèê, åñëè âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ èç ãðóïïû, ñîäåðæàùåé ðàâíîå ÷èñëî ìóæ÷èí
è æåíùèí?

á) Cëó÷àéíî âûáðàííûé ÷åëîâåê îêàçàëñÿ äàëüòîíèêîì. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü, ÷òî ýòî ìóæ÷èíà?

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì äâà ñîáûòèÿ: M � âûáðàí ìóæ÷èíà, W � âû-
áðàíà æåíùèíà. Òàê êàê â ãðóïïå îäèíàêîâîå ÷èñëî ìóæ÷èí è æåíùèí, òî

P (M) = P (W ) =
1

2
. Ïîýòîìó ñîáûòèÿM èW îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó. Ñðå-

äè ìóæ÷èí 5% äàëüòîíèêè, òî åñòü äëÿ ñîáûòèÿ D � âûáðàííûé ìóæ÷èíà
äàëüòîíèê � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P (D|M) =
5

100
=

1

20
.

Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó ñðåäè æåíùèí 0, 25% äàëüòîíèêè, òî

P (D|W ) =
0, 25

100
=

1

400
.

à) Ñîáûòèå D � ñëó÷àéíî âûáðàííûé ÷åëîâåê � äàëüòîíèê. Âåðîÿò-
íîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ (åñëè âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ èç ãðóïïû, ñîäåðæàùåé ðàâíîå
÷èñëî ìóæ÷èí è æåíùèí) íàéäåì ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè (7):

P (D) = P (M) ·P (D|M)+P (W ) ·P (D|W ) =
1

2
· 1
20

+
1

2
· 1

400
=

21

800
= 0, 02625.

á) Ñîáûòèå K � ñëó÷àéíî âûáðàííûé ÷åëîâåê � äàëüòîíèê è ïðè
ýòîì îí îêàçàëñÿ ìóæ÷èíîé. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ íàéäåì ïî ôîðìóëå
Áàéåñà (8):

P (K) = P (M |D) =
P (M)P (D|M)

P (D)
=

0, 5 · 0, 05
0, 02625

=
20

21
.

Çàäà÷à 13. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è å¼ õàðàêòåðèñòèêè
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷å-

íèé, íàçûâàþòñÿ äèñêðåòíûìè. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëåíà,
åñëè çàäàí çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ � ñîîòíîøåíèå ìåæäó âîçìîæíûìè çíà÷å-
íèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ñîîòâåòñòâóþùèìè èì âåðîÿòíîñòÿìè.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæåò áûòü çà-
äàí â âèäå ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ èëè òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ

xi x1 x2 . . . xn
pi p1 p2 . . . pn

(9)



42

ïðè÷åì

n∑
i=1

pi = 1,

ãðàôè÷åñêè â âèäå ìíîãîóãîëüíèêà ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ

F (x) = P{X < x} =
∑
xi<x

pi.

Çäåñü äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x ñóììèðóþòñÿ âåðîÿòíîñòè òåõ çíà÷åíèé xi,
êîòîðûå ëåæàò ëåâåå òî÷êè x. Ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) äèñ-
êðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä. Âàæíåéøèå ñâîéñòâà
F (x):

1) F (x) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà;
2) lim

x→−∞
F (x) = 0;

3) lim
x→+∞

F (x) = 1.

×èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèÿ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå.

Ìàòåìàòè÷åñîå îæèäàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çàäàííîé
êîíå÷íûì ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ (9), îáîçíà÷àåòñÿ M [x] è îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

M [X] = x1p1 + x2p2 + . . .+ xnpn =
n∑

i=1

xipi. (10)

M [X] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå îæèäàåìîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) M [c] = c, ãäå c = const;
2) M [cX] = cM [X];
3) M [X1 +X2] = M [X1] +M [X2] äëÿ ëþáûõ X1, X2;
4) M [X1X2] = M [X1] ·M [X2], åñëè X1, X2 � íåçàâèñèìû.
Äëÿ îöåíêè ñòåïåíè ðàçáðîñàííîñòè çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îêî-

ëî å¼ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ M [X] = a ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ äèñïåðñèè D[X] è ñðåä-
íåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ σ[X]. Äèñïåðñèåé íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò å¼ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ, òî åñòü
D[X] = M

[
(X − a)2

]
=

= (x1 − a)2p1 + (x2 − a)2p2 + . . .+ (xn − a)2pn =
n∑

i=1

(xi − a)2pi,

èëè
D[X] = M

[
X2
]
− (M [X])2 = M

[
X2
]
− a2 =

= x21p1 + x22p2 + . . .+ x2npn − a2 =
n∑

i=1

x2ipi − a2. (11)
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Ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σ[X] îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

σ[X] =
√
D[X]. (12)

Ñâîéñòâà äèñïåðñèè:
1) D[c] = 0, ãäå c = const;
2) D[cX] = c2D[X];
3) D[X1 +X2] = D[X1] +D[X2], åñëè X1 è X2 íåçàâèñèìû.
Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòèM [X], σ[X] ñîâïàäàþò ñ ðàçìåðíîñòüþ ñàìîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à ðàçìåðíîñòü D[X] ðàâíà êâàäðàòó ðàçìåðíîñòè X.

Çàäàíèå 13. Äàí çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû X.

xi -2 -1 1 2 3
pi 0,15 0,25 p 0,15 0,2

Íàéòè: 1) âåðîÿòíîñòü p; 2) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è ïîñòðîèòü
åå ãðàôèê; 3) M(X), D(X), σ(X).

Ðåøåíèå: 1) Ñîãëàñíî ñâîéñòâó çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììà âñåõ âå-
ðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå. Èìååì

0, 15 + 0, 25 + p+ 0, 15 + 0, 2 = 1,

ïîýòîìó p = 0, 25. Ñëåäîâàòåëüíî, çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

xi -2 -1 1 2 3
pi 0,15 0,25 0,25 0,15 0,2

2) Ïî äàííîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî:

åñëè x 6 −2, òî F (x) = P (X < x) = 0;
åñëè −2 < x 6 −1, òî F (x) = P (X < x) = 0, 15;
åñëè −1 < x 6 1, òî F (x) = P (X < x) = 0, 15 + 0, 25 = 0, 4;
åñëè 1 < x 6 2, òî F (x) = P (X < x) = 0, 15 + 0, 25 + 0, 25 = 0, 65;
åñëè 2 < x 6 3, òî F (x) = P (X < x) = 0, 15+ 0, 25+ 0, 25+ 0, 15 = 0, 8;
åñëè x > 3, òî F (x) = 0, 15 + 0, 25 + 0, 25 + 0, 12 + 0, 2 = 1.
Èòàê, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé.

F (x) =



0 ïðè x 6 −2
0, 15 ïðè − 2 < x 6 −1
0, 4 ïðè − 1 < x 6 1
0, 65 ïðè 1 < x 6 2
0, 8 ïðè 2 < x 6 3
1 ïðè x > 3

Ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 11.
3) Íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè çàäàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
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Ðèñ. 11. Ãðàôèê ôóíêöèè F (x).

M(X) =
5∑

i=1

xipi =

= −2 · 0, 15 + (−1) · 0, 25 + 1 · 0, 25 + 2 · 0, 15 + 3 · 0, 2 = 0, 6,

D(X) =
5∑

i=1

x2ipi −M 2(X) =

= (−2)2 · 0, 15 + (−1)2 · 0, 25 + 12 · 0, 25 + 22 · 0, 15 + 32 · 0, 2− 0, 62 =

= 0, 6 + 0, 25 + 0, 25 + 0, 6 + 1, 8− 0, 36 = 3, 14,

σ(X) =
√
D(X) =

√
3, 14 = 1, 77.
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