
ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ

§1. ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ ÓÉÌÏ×ÏÇÏ ÐÏÌÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ
ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ l. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ÚÁÄÁÎ ×ÅËÔÏÒ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ÚÁÄÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒ,
ÚÁÄÁÎÎÙÊ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÁË ÓÉÌÕ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÎÁ ÍÁÔÅ-
ÒÉÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÐÏÍÅÝÅÎÎÕÀ × ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅ-
ÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÚÁÄÁÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏÇÏ
×ÅËÔÏÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ (ÐÒÉ
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Oxy) ÚÁÄÁÎÉÀ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ F1 É F2:

~F (x, y) = (F1(x, y), F2(x, y)) .

ðÕÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ l ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y = f(x). òÁÚÏÂØÅÍ ËÒÉ×ÕÀ l ÎÁ n ÞÁ-
ÓÔÅÊ ÔÏÞËÁÍÉ (M0,M1, . . . ,Mn) É ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÄÕÇÅ Mi−1Mi ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ Pi.
åÓÌÉ ÄÌÉÎÁ –li ÏÔÒÅÚËÁ ËÒÉ×ÏÊMi−1Mi ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÁ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉ-
ÖÅÎÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ ÐÏ ÄÕÇÅ ^ Mi−1Mi ÎÁ ÐÒÑÍÏ-

ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ
−−−−−→
Mi−1Mi, Á ÓÉÌÕ ~F ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ É

ÒÁ×ÎÏÊ ~F (Pi) (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÂÏÔÁ –Ai ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ

×ÄÏÌØ ÄÕÇÉ ^Mi−1Mi ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(1) –Ai
∼=

(

~F (Pi),
−−−−−→
Mi−1Mi

)

.

åÓÌÉ ((x0, y0), . . . , (xn, yn)) ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÔÏÞËÁÍ
(M0, . . . ,Mn), Á (x

∗
i , y

∗
i ) ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÔÏÞËÁÍ Pi, ÔÏ ÆÏÒ-
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ÍÕÌÁ (1) ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ

–Ai
∼= F1 (x

∗
i , y

∗
i )–xi + F2 (x

∗
i , y

∗
i )–yi,

ÇÄÅ –xi = xi − xi−1, –yi = yi − yi−1. ðÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×Á× ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ –Ai ÐÏ
i = (1, 2, . . . n), ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ l:

–Ai
∼=

n
∑

i=1

[F1 (x
∗
i , y

∗
i )–xi + F2 (x

∗
i , y

∗
i )–yi] .

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ d → 0 (d = max
16i6n

–li) ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ

ÆÏÒÍÕÌÕ

A = lim
d→0

n
∑

i=1

[F1 (x
∗
i , y

∗
i )–xi + F2 (x

∗
i , y

∗
i )–yi] .

ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÏÔÉ×ÁÃÉÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ P (x, y) É Q(x, y) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ × ÔÏÞËÁÈ ÄÕÇÉ AB ËÒÉ×ÏÊ
l, ÉÍÅÀÝÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y = f(x) (a < x < b).

ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ 2-ÇÏ ÒÏÄÁ (ÉÌÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ
ÐÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ) ÏÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ P (x, y) dx+Q(x, y) dy ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÄÕ-
ÇÅ AB ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ max

16i6n
–xi → 0,

max
16i6n

–yi → 0:

(2)
∫

^AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = lim
max–xi → 0
max–yi → 0

n
∑

i=1

[P (xi, yi)–xi +Q(xi, yi)–yi]

ôÏ ÅÓÔØ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 2-ÇÏ ÒÏÄÁ ÅÓÔØ ÒÁÂÏÔÁ, ÓÏ×ÅÒÛÁÅÍÁÑ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÉÌÏÊ ~F = P (x, y)~i+Q(x, y)~j ÎÁ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÕÔÉ AB.

ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖ-
ÎÙÊ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÕÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ

∫

AB

= −

∫

BA

.

ëÒÉ×ÕÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÞÁÓÔÉ
∫

AB

=

∫

AC

+

∫

CB

.
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ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 2-ÇÏ ÒÏÄÁ (2) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(3)

∫

AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

xB
∫

xA

[P (x, f(x)) +Q(x, f(x))y′] dx.

åÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ l ÚÁÄÁÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x = ϕ(t), y = ψ(t),
ÇÄÅ t1 6 t 6 t2, ÔÏ ÉÍÅÅÍ
(4)

∫

^AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

t2
∫

t1

(P [ϕ(t), ψ(t)]ϕ′(t) +Q [ϕ(t), ψ(t)]ψ′(t)) dt.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 2-ÇÏ
ÒÏÄÁ ÐÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ l. åÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ l ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x =
x(t), y = y(t), z = z(t), ÇÄÅ t1 6 t 6 t2, ÔÏ
(5)

∫

^AB

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy + R(x, y, z) dz =

=

t2
∫

t1

(P [x(t), y(t), z(t)]x′(t)+Q [x(t), y(t), z(t)]y′(t)+R [x(t), y(t), z(t)] z′(t)) dt

ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫

l

x dy − y dx,

×ÚÑÔÙÊ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.
òÅÛÅÎÉÅ.

ðÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ
{

x = R cos t
y = R sin t

, 0 6 t 6 2π.

∫

l

x dy − y dx =

2π
∫

0

[R cos t · R cos t−R sin t (−R sin t)] dt = 2πR2.



4 §1. ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ

ðÒÉÍÅÒ 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫

^AB

(xy − 1) dx+ x2y dy

ÏÔ ÔÏÞËÉ A(1, 2) ÄÏ ÔÏÞËÉ B(2, 4) ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ AB.
òÅÛÅÎÉÅ.

óÏÓÔÁ×ÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ AB:

x− xA

xB − xA

=
y − yA

yB − yA

=⇒
x− 1

1
=
y − 2

2
=⇒ y = 2x.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3) É, Ô.Ë. dy = y′ dx = 2 dx,

∫

^AB

(x · 2x− 1) dx+ x2 · 2x · 2 dx =

2
∫

1

(

2x2 − 1 + 4x3
)

dx =

=

(

2

3
x3 − x+ x4

)∣

∣

∣

∣

2

1

=
56

3
.

ðÒÉÍÅÒ 3. äÁÎÙ ÔÏÞËÉ O(0, 0, 0) É B(−2, 4, 5). ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊ-
ÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∫

xy2 dx+ yz2 dy − zx2 dz

ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ OB.
òÅÛÅÎÉÅ.

óÏÓÔÁ×ÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ OB

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
=⇒

x

−2
=
y

4
=
z

5
.

ðÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÑ ÜÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ

x

−2
=
y

4
=
z

5
= t =⇒ x = −2t, y = 4t, z = 5t, 0 6 t 6 1.

äÁÌÅÅ, ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÄÁÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ (5), ÐÏÌÕÞÉÍ

∫

^AB

xy2 dx+ yz2 dy − zx2 dz =

1
∫

0

364t3 dt = 91.



§2. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 2-ÇÏ ÒÏÄÁ. . . 5

§2. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 2-ÇÏ ÒÏ-
ÄÁ ÏÔ ÐÕÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ÐÏ ÅÅ ÐÏÌÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÕ

÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∫

l

P (x, y) dx+Q(x, y) dy

ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÉÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÚÁÄÁÎ-
ÎÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ M0 É ËÏÎÅÞÎÕÀ M1 ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ÁÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Á ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÅÇÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ËÁË ÒÁÂÏÔÙ
ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÀ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ × ÓÉÌÏ×ÏÍ ÐÏÌÅ ~F = P (x, y)~i+Q(x, y)~j
×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ l (ÓÍ. §1). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÓÏ-
ÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÓÉÌÏ×ÏÍ ÐÏÌÅ ÏÔ ÐÕÔÉ ÍÁÔÅÒÉ-
ÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ, Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÌÏ×ÏÅ ÐÏÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ,
Ô.Å. × ÎÅÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ.

õÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 2-ÇÏ ÒÏÄÁ ÏÔ ÐÕÔÉ
ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ D ¡ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÜÔÏ ÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÌÉÎÉÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÓÔÑÎÕÔÁ × ÔÏÞËÕ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ), P = P (x, y) É Q = Q(x, y)
ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ × D ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ. ôÏ-
ÇÄÁ

∫

l

P dx + Qdy ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÒÉ×ÏÊ l ⊂ D (Ô.Å. ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÎÁ-

ÞÁÌØÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞÅË l), ÅÓÌÉ
∮

C

P dx+Qdy = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ

ËÏÎÔÕÒÁ C ⊂ D ⇔1 ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ P dx + Qdy Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ϕ = ϕ(x, y) × ÏÂÌÁÓÔÉ D ⇔ ∂ϕ

∂x
= P , ∂ϕ

∂y
= Q ⇔

∂P
∂y
= ∂Q

∂x
× D.

åÓÌÉ
∫

l

P dx + Qdy ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÐÕÔÉ l, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ
(x1,y1)
∫

(x0,y0)

P dx + Qdy, ÇÄÅ M0(x0, y0) ¡ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ, Á M1(x1, y1) ¡

ËÏÎÅÞÎÁÑ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ l. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ 

1⇔ ¡ ÚÎÁË ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
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ìÅÊÂÎÉÃÁ

(x1,y1)
∫

(x0,y0)

P dx+Qdy =

(x1,y1)
∫

(x0,y0)

dϕ = ϕ(x, y)|
(x1,y1)
(x0,y0)

= ϕ(x1, y1)− ϕ(x0, y0),

ÇÄÅ P dx+Qdy = dϕ.

æÕÎËÃÉÀ ϕ = ϕ(x, y) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

ϕ(x, y) =

(x,y)
∫

(x0,y0)

P dx+Qdy,

ÇÄÅ M0(x0, y0) ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ D. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å
ÌÉÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÏÍÁÎÕÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÔÏÞËÉ
M0(x0, y0) É M(x, y), Ú×ÅÎØÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ (ÓÍ.
ÒÉÓÕÎÏË).

ôÏÇÄÁ

(x,y)
∫

(x0,y0)

P dx+Qdy =

∫

M0P

P dx+Qdy +

∫

PM

P dx+Qdy.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÞÁÓÔËÁ M0P : dy = 0, Ô.Ë. y0 = const, Á ÄÌÑ ÕÞÁÓÔËÁ PM :
dx = 0, Ô.Ë. x = const. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

ϕ(x, y) =

(x,y)
∫

(x0,y0)

P dx+Qdy =

x
∫

x0

P (x, y0) dx+

y
∫

y0

Q(x, y) dy.
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ðÒÉÍÅÒ. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÕÔÉ ÉÎÔÅ-
ÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÇÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ:

(2,3)
∫

(−1,2)

x dy + y dx.

òÅÛÅÎÉÅ.

úÄÅÓØ P = y, Q = x. ôÁË ËÁË ∂P
∂y
= 1 = ∂Q

∂x
, ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ

ÐÕÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ. äÁÌÅÅ

ϕ(x, y) =

x
∫

0

P (x, 0) dx+

y
∫

0

Q(x, y) dy =

1
∫

0

0 · dx+

y
∫

0

x dy = xy.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

(2,3)
∫

(−1,2)

x dy + y dx = xy

∣

∣

∣

∣

(2,3)

(−1,2)

= 6− (−2) = 8.

§3. æÏÒÍÕÌÁ çÒÉÎÁ

åÓÌÉ C ¡ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ D É ÆÕÎËÃÉÉ P (x, y) É Q(x, y)
×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ∂Q

∂x
É ∂P

∂y
ÎÅ-

ÐÒÅÒÙ×ÎÙ × ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D (×ËÌÀÞÁÑ ÇÒÁÎÉÃÕ C), ÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á
ÆÏÒÍÕÌÁ çÒÉÎÁ:

(1)

∮

C

P dx+Qdy =

∫∫

D

(

∂Q

∂x
−
∂P

∂y

)

dx dy,

ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÈÏÄ ËÏÎÔÕÒÁ C ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ D ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÅ×Á.

ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ
∮

C

2
(

x2 + y2
)

dx + (x + y)2dy, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ

çÒÉÎÁ, ÅÓÌÉ C ¡ ËÏÎÔÕÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ A(1, 1), B(2, 2), C(1, 3),
ÐÒÏÂÅÇÁÅÍÙÊ ÐÒÏÔÉ× ÈÏÄÁ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.
òÅÛÅÎÉÅ.

÷ ÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ P = 2
(

x2 + y2
)

, Q = (x+ y)2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

∂Q

∂x
−
∂P

∂y
= 2(x+ y)− 4y = 2(x− y).
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
∮

C

2
(

x2 + y2
)

dx+ (x+ y)2 dy =

∫∫

D

2(x− y)dx dy,

ÇÄÅ ÏÂÌÁÓÔØ D ¡ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC.
õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ AB: y = x, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ BC: y = 4 − x. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ

Ä×ÏÊÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ

∫∫

D

2(x− y)dx dy = 2

2
∫

1

dx

−x+4
∫

x

(x− y) dy = −
4

3
.

ðÒÉÍÅÒ 2. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÉÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫

l

(2x+ y)dx+ (y − x)dy,

×ÚÑÔÙÊ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x2 + y2 = R2, ÐÒÏÈÏÄÉÍÏÊ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.
òÅÛÅÎÉÅ.

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÉÍÅÅÍ
∫

l

(2x+y)dx+(y−x)dy =

∫∫

D

[

∂

∂x
(y − x)−

∂

∂y
(2x+ y)

]

dx dy = −2

∫∫

D

dx dy,

ÇÄÅ D¡ ËÒÕÇ x2+y2 6 R2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÌÏÝÁÄØ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÒÁ×ÎÁ
∫∫

D

dx dy =

= πR2, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
∫

l

(2x+ y)dx+ (y − x)dy = −2πR2.
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ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÉÎÁ (1) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ

P (x, y) = −
y

x2 + y2
, Q(x, y) =

x

x2 + y2

É ÏÂÌÁÓÔÉ D: x2 + y2 6 1.
òÅÛÅÎÉÅ.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÄÁÅÔ:
∫

l

−y dx+ x dy

x2 + y2
= 2π

(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ

∂Q

∂x
−
∂P

∂y
=
x2 + y2 − x · 2x

(x2 + y2)2
+
x2 + y2 − 2y · y

(x2 + y2)2
= 0

É ÐÏÜÔÏÍÕ
∫∫

D

[

∂Q(x, y)

∂x
−
∂P (x, y)

∂y

]

dx dy = 0.

æÏÒÍÕÌÁ çÒÉÎÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÚÁËÌÀÞÁ-
ÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ P É Q ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔ.


