
çÒÁÆÉËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

§1. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

1.1. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ìÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ y = kx + b, ÇÄÅ k É b ¡
ÞÉÓÌÁ. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x.
çÒÁÆÉËÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ. üÔÏÔ ÇÒÁÆÉË ÕÄÏÂÎÏ ÓÔÒÏ-

ÉÔØ ÐÏ Ä×ÕÍ ÔÏÞËÁÍ: ÔÏÞËÅ B Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x = 0, y = b É ÔÏÞËÅ A Ó
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ y = 0, x = − b

k
(ÐÒÉ k 6= 0) (ÓÍ. ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË). üÔÉ ÔÏÞËÉ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ b = 0 ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÚÑÔØ ÅÝ¾ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÞËÕ C(1; k) (ÓÍ.
ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË). ÷ ÓÌÕÞÁÅ k = 0 ÐÒÑÍÁÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ.
ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ k É b × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÐÒÑÍÏÊ ÉÍÅÀÔ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÏÅ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ. úÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ b ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÒÅÚÏË, ÏÔÓÅËÁÅÍÙÊ
ÇÒÁÆÉËÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁÎ-
ÇÅÎÓÏÍ ÕÇÌÁ α, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É ÐÒÑÍÏÊ; ÕÇÏÌ ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ
ÏÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.
õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÉÄÁÈ:
y = y0 + k(x− x0) ¡ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉ-

ÅÎÔÏÍ k É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M(x0; y0);
y−y0
y1−y0

= x−x0
x1−x0

¡ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÔÏÞËÉM1(x1; y1),

M0(x0; y0) (ÓÍ. ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË);
x
a
+ y

b
= 1 ¡ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ × ÏÔÒÅÚËÁÈ (ÓÍ. ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).
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1.2. óÔÅÐÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

óÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ y = xα. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÉÄ
ÇÒÁÆÉËÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÉÓÌÁ α.
1. α = n (n > 2 ¡ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).
æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞ-

ËÕ (1; 1) É ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ
Þ¾ÔÎÙÈ É ÎÅÞ¾ÔÎÙÈ n ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

2. α = −n (n ¡ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).
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æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x, ËÒÏÍÅ x = 0. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ
ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (1; 1). ðÒÉÍÅÒÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ n = 2, n = 3 É n = 4
ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ.
3. α = r (r = m

n
, m É n ¡ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).

æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á Å¾ ÇÒÁÆÉË ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ
ÔÏÞËÕ (1; 1). ðÒÉ Þ¾ÔÎÏÍ n ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å [0;+∞), Á ÐÒÉ
ÎÅÞ¾ÔÎÏÍ n ¡ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−∞; +∞). çÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
m É n ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ.
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4. α = q (q = m
n

< 0, m É n ¡ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, n 6= −1).
ðÒÉ Þ¾ÔÎÏÍ n ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (0;+∞), Á ÐÒÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÍ

n¡ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−∞; 0)∪(0;+∞). çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ
(1; 1). çÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ m É n ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÒÉÓÕÎËÁÈ.

1.3. ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ y = ax (a > 0, a 6= 1).
æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = ax × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ

ÏÔ a ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

1.4. ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ y = loga x (a > 0,
a 6= 1).
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æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x > 0. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = loga x × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ
ÏÔ a ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

1.5. ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = sinx, y =
= cosx, y = tg x, y = ctgx.
1. óÉÎÕÓ y = sinx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ

ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

2. ëÏÓÉÎÕÓ y = cosx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

3. ôÁÎÇÅÎÓ y = tgx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ
ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ π

2 + πn, n ∈ Z. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.
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4. ëÏÔÁÎÇÅÎÓ y = ctgx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉ-
ÅÍ ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ πn, n ∈ Z. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

1.6. ïÂÒÁÔÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ïÂÒÁÔÎÙÍÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ y =
= arcsinx, y = arccosx, y = arctgx, y = arcctgx.
1. áÒËÓÉÎÕÓ y = arcsinx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x ∈ [−1; 1]. çÒÁÆÉË

ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

2. áÒËËÏÓÉÎÕÓ y = arccosx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x ∈ [−1; 1]. çÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.
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3. áÒËÔÁÎÇÅÎÓ y = arctgx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

4. áÒËËÏÔÁÎÇÅÎÓ y = arcctgx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

1.7. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = sh x, y = chx,
y = thx, y = cthx.
1. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÎÕÓ y = shx = ex−e−x

2 . æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ
ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ.
2. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ËÏÓÉÎÕÓ y = chx = ex+e−x

2 . æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ
ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ.
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3. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÔÁÎÇÅÎÓ y = thx = shx
chx
= ex−e−x

ex+e−x . æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ
ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ.
4. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ËÏÔÁÎÇÅÎÓ y = cthx = chx

shx
= ex+e−x

ex−e−x . æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x, ËÒÏÍÅ x = 0. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ
ÒÉÓÕÎËÅ.

ðÒÉ×ÅÄ¾Í ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ:

ch(x± y) = chx ch y ± sh x sh y,

sh(x± y) = shx ch y ± chx sh y,

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ y = x, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ

ch2 x− sh2 x = 1, ch 2x = ch2 x+ sh2 x, sh 2x = 2 shx chx.
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§2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ

ðÕÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ
ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÉÌÉ Å¾
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x.

2.1. óÄ×ÉÇ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ f(x) + b.
äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) + b ÎÁÄÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ÇÒÁÆÉË

ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÐÏ ÏÓÉ Oy ÎÁ b ÅÄÉÎÉÃ ××ÅÒÈ ÐÒÉ b > 0, É ÎÁ |b| ÅÄÉÎÉÃ
×ÎÉÚ ÐÒÉ b < 0.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 3

√
x+ 2.

òÅÛÅÎÉÅ. óÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 3
√

x É ÓÄ×ÉÇÁÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 2 ÅÄÉÎÉÃÙ
××ÅÒÈ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 3x − 1.
òÅÛÅÎÉÅ. óÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 3x − 1 É ÓÄ×ÉÇÁÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 1

ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÎÉÚ.
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2.2. óÄ×ÉÇ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ f(x+ a).
äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x + a) ÎÁÄÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ÇÒÁÆÉË

ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÐÏ ÏÓÉ Ox ÎÁ a ÅÄÉÎÉÃ ×ÌÅ×Ï ÐÒÉ a > 0, É ÎÁ |a| ÅÄÉÎÉÃ
×ÐÒÁ×Ï ÐÒÉ a < 0.
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y =

√
x− 2.

òÅÛÅÎÉÅ. óÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y =
√

x− 2 É ÓÄ×ÉÇÁÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 2
ÅÄÉÎÉÃÙ ×ÐÒÁ×Ï.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = log0,5(x+ 1, 5).
òÅÛÅÎÉÅ. óÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = log0,5 x É ÓÄ×ÉÇÁÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 1,5

ÅÄÉÎÉÃÙ ×ÌÅ×Ï.

2.3. òÁÓÔÑÖÅÎÉÅ É ÓÖÁÔÉÅ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ kf(x) (k > 0, k 6= 1).
ðÒÉ k > 1 ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = kf(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ

y = f(x) ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ × k ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy ÏÔ ÏÓÉ Ox (ÓÍ. ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).
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ðÒÉ 0 < k < 1 ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = kf(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË-
ÃÉÉ y = f(x) ÓÖÁÔÉÅÍ × 1

k
ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy Ë ÏÓÉ Ox (ÓÍ. ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).

2.4. òÁÓÔÑÖÅÎÉÅ É ÓÖÁÔÉÅ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ f(kx) (k > 0, k 6= 1).
ðÒÉ k > 1 ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(kx) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ

y = f(x) ÓÖÁÔÉÅÍ × k ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox Ë ÏÓÉ Oy (ÓÍ. ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).
ðÒÉ 0 < k < 1 ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(kx) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË-

ÃÉÉ y = f(x) ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ × 1
k
ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox Ë ÏÓÉ Oy (ÓÍ. ÐÒÁ×ÙÊ

ÒÉÓÕÎÏË).

2.5. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ f(−x).
çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(−x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁ-

ÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy (ÓÍ. ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).

2.6. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ −f(x).
çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = −f(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁ-

ÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox (ÓÍ. ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).
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2.7. íÏÄÕÌØ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ |f(x)|.
äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = |f(x)| ÎÁÄÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÏÓÉ Ox ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÕÀ ÎÉÖÅ ÏÓÉ Ox,
ÏÓÔÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = | lg x|.
òÅÛÅÎÉÅ. óÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = lgx, Á ÚÁÔÅÍ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ,

ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÕÀ ÎÉÖÅ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÖÁÅÍ ÎÁ×ÅÒÈ.
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2.8. íÏÄÕÌØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ f(|x|).
çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(|x|) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

1) ×Ó¾, ÞÔÏ ÌÅ×ÅÅ ÏÓÉ Oy, ÉÓÞÅÚÁÅÔ;
2) ×Ó¾, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÅÅ ÏÓÉ Oy (×ËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÏÓÉ), ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ;
3) ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁÌÅ×Ï.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = arcctg |x|.
òÅÛÅÎÉÅ. óÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = arcctgx. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÏ-

ÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ: ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = arcctgx ÉÓÞÅÚÁÅÔ, Á ÐÒÁ-
×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁÌÅ×Ï. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ y = arcctg |x|.

2.9. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = cf(ax + b) + d Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÑÄÕ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (ÓÄ×ÉÇ, ÓÖÁÔÉÅ, ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ,...) ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x).
üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ É

Ó×ÅÄÅÎÙ × ÅÄÉÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ (ÓÍ. ÔÁÂÌÉÃÕ 220. ).
ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ y × ×ÉÄÅ y = cf

[

a
(

x+ b
a

)]

+ d.
éÚ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÜÔÏÊ ÆÕÎË-

ÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y1 = cf
[

a
(

x+ b
a

)]

. äÌÑ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y2 =
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= f
[

a
(

x+ b
a

)]

. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y2 ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y3 = f(ax). éÔÁË, ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ
ÆÕÎËÃÉÉ y = cf

[

a
(

x+ b
a

)]

+ d ÎÁÄÏ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.
1. óÖÁÔØ ÉÌÉ ÒÁÓÔÑÎÕÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox, ÅÓÌÉ a > 0;

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy É ÓÖÁÔØ ÉÌÉ ÒÁÓÔÑÎÕÔØ ×ÄÏÌØ
ÏÓÉ Ox, ÅÓÌÉ a < 0.
2. óÄ×ÉÎÕÔØ ÐÏ ÏÓÉ Ox ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f(ax) ÎÁ

∣

∣

b
a

∣

∣ ÅÄÉÎÉÃ

×ÌÅ×Ï ÐÒÉ b
a

> 0 É ×ÐÒÁ×Ï ÐÒÉ b
a

< 0.

3. óÖÁÔØ ÉÌÉ ÒÁÓÔÑÎÕÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f
[

a
(

x+ b
a

)]

×ÄÏÌØ
ÏÓÉ Oy, ÅÓÌÉ c > 0; ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox É ÓÖÁÔØ
ÉÌÉ ÒÁÓÔÑÎÕÔØ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy, ÅÓÌÉ c < 0.
4. óÄ×ÉÎÕÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ cf

[

a
(

x+ b
a

)]

ÎÁ d ÅÄÉÎÉÃ ××ÅÒÈ
ÐÒÉ d > 0 É ÎÁ |d| ÅÄÉÎÉÃ ×ÎÉÚ ÐÒÉ d < 0.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË-

ÃÉÉ y = cf(ax+ b) + d ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ × ×ÉÄÅ ÃÅÐÏÞËÉ:

f(x)→ f(ax)→ f

[

a

(

x+
b

a

)]

≡ f(ax+ b)→ cf(ax+ b)→ cf(ax+ b) + d.

îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = cf(ax+ b) + d ÎÁÞÉ-
ÎÁÔØ Ó ÎÁÐÉÓÁÎÉÑ ÃÅÐÏÞËÉ:

cf(ax+ b) + d← cf(ax+ b)← f(ax+ b) ≡ f

[

a

(

x+
b

a

)]

← f(ax)← f(x).

ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÇÒÁÆÉË ËÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÜÔÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏ×ÙÍ ÄÌÑ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
ðÒÉÍÅÒ 7. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = log3(1− 2x).
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÐÉÛÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ:

log3(1− 2x) ≡ log3
[

−2
(

x− 1
2

)]

← log3(−2x)← log3(2x)← log3 x.

éÔÁË, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜÓËÉÚÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = log3(1 − 2x) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ y1 = log3 x, ÚÁÔÅÍ ÓÖÁÔÉÑ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ
Ox × Ä×Á ÒÁÚÁ, ÚÁÔÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy É,
ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÄ×ÉÇÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ ÎÁ 1

2
ÅÄÉÎÉÃÙ ×ÐÒÁ×Ï ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox

(ÓÍ. ÒÉÓÕÎËÉ).
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÉÚÂÅÖÁÎÉÑ ÏÛÉÂÏË ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÒÁÆÉËÏ×, ÐÏÄÞÅÒË-

Î¾Í, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÄ×ÉÇÁ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ ÞÉÓÌÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ
ÐÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ x, Á ÎÅ Ë ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ax. ðÏÜÔÏÍÕ
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ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ax+ b ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë
×ÉÄÕ a

(

x+ b
a

)

.

ðÒÉÍÅÒ 8. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = arcsin x−2
3 .

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÐÉÛÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ:

arcsin
x− 2
3
≡ arcsin

[

1

3
· (x− 2)

]

← arcsin
(

1

3
· x
)

← arcsinx.

üÓËÉÚÙ ÇÒÁÆÉËÏ× ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ.

ðÒÉÍÅÒ 9. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = arccos
∣

∣

∣

1−2|x|
3

∣

∣

∣
.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÐÉÛÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ:

arccos

∣

∣

∣

∣

1− 2|x|
3

∣

∣

∣

∣

x>0←− arccos
∣

∣

∣

∣

1− 2|x|
3

∣

∣

∣

∣

≡

≡ arccos
∣

∣

∣

∣

2

3
·
(

x− 1
2

)
∣

∣

∣

∣

← arccos
∣

∣

∣

∣

2

3
· x
∣

∣

∣

∣

x>0←− arccos
(

2

3
· x
)

← arccosx.
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üÓËÉÚÙ ÇÒÁÆÉËÏ× ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ.

ðÒÉÍÅÒ 10. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y =
√
8− 4x.

òÅÛÅÎÉÅ. úÁÐÉÛÅÍ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ × ×ÉÄÅ

y =
√
8− 4x = 2

√

−(x− 2).

þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÕÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
y = 2

√
x ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy, Á ÚÁÔÅÍ ÓÄ×ÉÎÕÔØ

ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÎÁ 2 ÅÄÉÎÉÃÙ ×ÐÒÁ×Ï (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÉÍÅÒ 11. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = sinx+
√
3 cosx.



§2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ 17

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÐÏÌÎÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ:

sinx+
√
3 cosx = 2

(

1

2
sinx+

√
3

2
cosx

)

=

= 2
(

sinx cos
π

3
+ cosx sin

π

3

)

= 2 sin
(

x+
π

3

)

.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 2 sin
(

x+ π
3

)

. üÔÏ ¡
ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 2 sinx, ÓÍÅÝ¾ÎÎÙÊ ÎÁ π

3
×ÌÅ×Ï (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÉÍÅÒ 12. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2x−3
x−1 .

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÐÏÌÎÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ:

2x− 3
x− 1 =

2(x− 1)− 1
x− 1 = 2− 1

x− 1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = − 1
x−1 + 2. üÔÏ ¡

ÇÒÁÆÉË ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ y = − 1
x
, ÓÍÅÝ¾ÎÎÙÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÐÒÁ×Ï É ÎÁ Ä×Å ÅÄÉÎÉÃÙ

××ÅÒÈ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÉÍÅÒ 13. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2x2 − 8x+ 5.
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òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ¾ÈÞÌÅÎ:

2x2 − 8x+ 5 = 2
(

x2 − 4x+ 5
2

)

= 2

(

x2 − 4x+ 4− 3
2

)

= 2(x− 2)2 − 3.

éÔÁË, ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 2(x − 2)2 − 3. üÔÏ ¡ ÇÒÁÆÉË
ÐÁÒÁÂÏÌÙ y = 2x2, ÓÍÅÝ¾ÎÎÙÊ ÎÁ Ä×Å ÅÄÉÎÉÃÙ ×ÐÒÁ×Ï É ÎÁ ÔÒÉ ÅÄÉÎÉÃÙ
×ÎÉÚ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ:
1. y = 4x+ 8;
2. y = −x

3 + 2;
3. y = 3x− 2;
4. y = |x|;
5. y = |x|

x
;

6. y = 2|x+ 1|;
7. y = −|5x+ 2|;
8. y = |x|+ 3;
9. y = |x|+ x;
10. y = x

2 + |x| − 1;
11. y = 1

2
(|x+ 1| − |x− 1|);

12. y = x2 + 2;
13. y = −x2 + 3;
14. y = 2x2 + 1;
15. y = |4− x2|;
16. y = −4x2 + 1;
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17. y = (x− 4)2;
18. y = −(x+ 1)2;
19. y = (x+ 2)2 − 1;
20. y = (x− 2)2 + 1;
21. y = 1− 3(x− 3)2;
22. y = x2 − 4x+ 1;
23. y = x2 − 5x+ 6;
24. y = x2 + 2x− 3;
25. y = 3x− x2;
26. y = 2x2 − 4x;
27. y = 4− 2x2 − 2x;
28. y = 4x− x2 − 3;
29. y = 2|x| − x2;
30. y = x|x− 1|;
31. y = |x2 − 3x− 4|;
32. y = (x− 1)(1− |x|);
33. y = |x− x2 − 1|;
34. y = xn ÐÒÉ n = 3, 4, 5, 12 ,

1
3 ;

35. y =
√

x+ 1;
36. y =

√
1− 4x;

37. y = −
√
2x− 1;

38. y = 3
√
8x− 1;

39. y = 1− 3
√
2x+ 1;

40. y = k
x
ÐÒÉ k = 1,−1, 12 ;

41. y = 1
x
+ 2;

42. y = − 3
x
− 1;

43. y = 3− 4
x
;

44. y = 1 + 1
x−2 ;

45. y = 2− 3
x+1 ;

46. y = 1
x+3 − 1;

47. y = − 1
x+2 − 3;

48. y = x+5
x+3
;

49. y = 5−2x
x−2 ;

50. y = 4x+7
2x−5;

51. y = 9x+4
3x+2;

52. y = 3−3x
2−6x;

53. y = 6x−2
x−1 ;

54. y =
∣

∣

7x+5
5x+6

∣

∣;
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55. y =
∣

∣

4−x
5+2x

∣

∣;

56. y =
∣

∣

x
3x+5

∣

∣;

57. y = 2+x
|x−1| ;

58. y = 2|x|+3
2−|x| ;

59. y = |7x+2|
2x+1
;

60. y = 2x+4
|3x+5| ;

61. y = |2−x|
4x−1 ;

62. y = x+2
|x+2| ;

63. y = |x−3|
x−3 ;

64. y = ax ÐÒÉ a = 2, 1
2
, 3;

65. y = 3x−2;

66. y =
(

1
4

)x+3
;

67. y = 5
x

2
−1;

68. y = −22x−1;
69. y = −

(

1
2

)x+1
;

70. y =
(

1
2

)6−3x − 2;
71. y = 3

x

2 − 2;
72. y = 21−2x − 1;
73. y = 2− 3x+1

2 ;

74. y = 2−
(

1
2

)2x−1
;

75. y = 21−2x + 1;
76. y = a|x| ÐÒÉ a = 2, 12;

77. y = loga x ÐÒÉ a = 2, 12 , 10;
78. y = log 1

3

(2x− 3);
79. y = log2(x− 2);
80. y = log 1

2

(3− 2x);
81. y = − log3

(

x
2
+ 1
)

;

82. y = 1
2 log 12 (4− 3x);

83. y = log 1
3

(2x− 5);
84. y = log2(−x);
85. y = log 1

2

|x|;
86. y = log 1

3

|3− 2x|;
87. y = log4 |x+ 2|;
88. y = | log3(4− 3x)|;
89. y =

∣

∣

∣
log 1

2

(

2− x
2

)

∣

∣

∣
;
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90. y = |log2 |3x+ 4||;
91. y = sin ax ÐÒÉ a = 1, 2, 23,

1
2;

92. y = cos ax ÐÒÉ a = 1, 12 ,
4
3;

93. y = ctg ax ÐÒÉ a = 1, 2, 1
2
, π;

94. y = tg ax ÐÒÉ a = 1, 2, 12,
3
2, π;

95. y = cos 32x+ 1;

96. y = 1
4 tg

πx
2 ;

97. y = 2 sin 3x+ 1;
98. y = 1

2 cosπx− 1;
99. y = 1

4 ctg
πx
4 ;

100. y = −2 sec x
2 , ÇÄÅ sec x =

1
cosx ;

101. y = 1
2
cosec 2x, ÇÄÅ cosecx = 1

sinx
;

102. y = 1− 2 sinπx;
103. y = cos

(

x+ π
6

)

;

104. y = tg
(

π
4 − x

)

;

105. y = 2 sin
(

x− π
3

)

+ 1;

106. y =
∣

∣ctg
(

x+ π
4

)
∣

∣;

107. y = 3 sin
(

2x+ π
3

)

;

108. y = −2 cos
(

x
2 +

π
6

)

;

109. y = 2 sin
(

πx− π
3

)

;

110. y = ctg
(

x
4 +

π
12

)

;
111. y = sinx+ cosx;
112. y = sinx−

√
3 cosx;

113. y = | sin 3x|;
114. y = sin2 x;
115. y = cos2 x;
116. y = arcsin(x+ 1);
117. y = arccos(x− 2);
118. y = arcsin(3x+ 1);
119. y = − arcsin x+2

3 ;

120. y = 1
2 arccos(2x− 3);

121. y = 2arctg(2x− 1);
122. y = − arcctg(4x− 1);
123. y = 3arcctg(3x+ 1);
124. y = 2arccos 1−x

2 ;

125. y = −12 arcsin x+2
2 ;

126. y = 1
3
arccos 2x− 32;

127. y = 2arcsin 2x+ 33.
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§3. üÓËÉÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ
3.1. çÒÁÆÉË ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ

y =
ax+ b

cx+ d
, c 6= 0.

åÓÌÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ
ÍÎÏÖÉÔÅÌØ x− α, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ x = −d

c
, ÅÓÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ

a
c
É ÇÒÁÆÉË Å¾ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ, ÉÚÏÂÒÁÖ¾ÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ

ÏÔÌÉÞÉÅ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ ÏÔ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = a
c
.

äÁÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÄÒÏÂØ ax+b
cx+d

ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ
ÅÓÔØ bc 6= ad. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÄÒÏÂØ.

ax+ b

cx+ d
=

a

c
+

bc−ad
c2

x+ d
c

=
a

c
+

k

x+ d
c

.

çÒÁÆÉË ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = a
c
+ k

x+d

c

¡ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ y = k
x
, ÓÄ×É-

ÎÕÔÁÑ ÐÏ ÏÓÉ Ox ÎÁ
∣

∣

d
c

∣

∣ ×ÐÒÁ×Ï ÉÌÉ ×ÌÅ×Ï × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ ÄÒÏÂÉ d
c
É

ÐÏ ÏÓÉ Oy ÎÁ
∣

∣

a
c

∣

∣ ××ÅÒÈ ÉÌÉ ×ÎÉÚ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ ÄÒÏÂÉ a
c
.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ Å¾ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÉÈ ÏÄ-
ÎÏÊ ÉÚ ×ÅÔ×ÅÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÔÁË ËÁË ×ÔÏÒÁÑ ×ÅÔ×Ø ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔ. áÓÉÍÐÔÏÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ
x = −d

c
É y = a

c
, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ËÒÉ×ÏÊ

y = k
x
, Á ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÔ×ÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ Ó ÏÓØÀ Ox ÉÌÉ Oy.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 2x+1

3−x
.

òÅÛÅÎÉÅ. áÓÉÍÐÔÏÔÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ
x = − 3

−1 = 3 É y = 2
−1 = −2. ôÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ Ó ÏÓØÀ Oy ÅÓÔØ

ÔÏÞËÁ (0; y(0)) =
(

0; 13
)

. óÔÒÏÉÍ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ.
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3.2. çÒÁÆÉË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ

y = (x− b1)
a1(x− b2)

a2 . . . (x− bk)
ak.

ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÜÓËÉÚÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ bi

(i = 1, 2, . . . , k) ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ × ×ÉÄÅ

y = (x− bi)
aih(x), ÇÄÅ h(bi) 6= 0.

ôÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ (bi; 0) ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÉÌÉ ÇÏÒÉÚÏÎ-
ÔÁÌØÎÕÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y = (x− bi)

ai.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x2(x− 2)(x+ 1).
òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ, ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÅÔ.

æÕÎËÃÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ x = 0, x = 2, x = −1.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÎÕÌÑÈ:

ÅÓÌÉ x→ 0, ÔÏ x2(x− 2)(x+ 1) ∼ −2x2;
ÅÓÌÉ x→ −1, ÔÏ x2(x− 2)(x+ 1) ∼ −3(x+ 1);
ÅÓÌÉ x→ 2, ÔÏ x2(x− 2)(x+ 1) ∼ 12(x− 2).

éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ:

ÅÓÌÉ x→ +∞, ÔÏ x2(x− 2)(x+ 1) ∼ x4;

ÅÓÌÉ x→ −∞, ÔÏ x2(x− 2)(x+ 1) ∼ x4.

îÁÎÏÓÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎÏË É ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÁ
(× ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ) ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ ÓÐÌÏÛÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÄÅÑ ÜÓËÉÚÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÅÄÉ-
ÎÑÔØ ÓÐÌÏÛÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ ÎÅ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÆÉËÁ, Á ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ
(ËÕÓËÉ).

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3 3
√

(x− 2)2.
òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ, ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÅÔ.

æÕÎËÃÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ x = 0, x = 2.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÎÕÌÑÈ:

ÅÓÌÉ x→ 0, ÔÏ x3 3
√

(x− 2)2 ∼ 3
√
4x3;

ÅÓÌÉ x→ 2, ÔÏ x3 3
√

(x− 2)2 ∼ 8 3
√

(x− 2)2.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ:

ÅÓÌÉ x→ +∞, ÔÏ x3 3
√

(x− 2)2 ∼ x
11

3 ;

ÅÓÌÉ x→ −∞, ÔÏ x3 3
√

(x− 2)2 ∼ x
11

3 .

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y =
√

x(1− x)(1 + x).
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òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÒÅÛÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
x(1−x)(1+x) > 0, ÏÔËÕÄÁ x 6 −1, 0 6 x 6 1. îÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ¡ ÔÏÞËÉ x = 0,
x = 1, x = −1.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÎÕÌÑÈ:

ÅÓÌÉ x→ 0+, ÔÏ
√

x(1− x)(1 + x) ∼
√

x;

ÅÓÌÉ x→ −1−, ÔÏ
√

x(1− x)(1 + x) ∼
√

−2(x+ 1);
ÅÓÌÉ x→ 1−, ÔÏ

√

x(1− x)(1 + x) ∼
√

−2(x− 1).
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÉÎÕÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ:

ÅÓÌÉ x→ −∞, ÔÏ
√

x(1− x)(1 + x) ∼
√

−x3.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 4

√

x(2− x).
òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÒÅÛÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

x(2− x) > 0, ÏÔËÕÄÁ 0 6 x 6 2. îÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ¡ ÔÏÞËÉ x = 0, x = 2.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÎÕÌÑÈ:

ÅÓÌÉ x→ 0+, ÔÏ 4
√

x(2− x) ∼ 4
√
2 4
√

x;

ÅÓÌÉ x→ 2−, ÔÏ 4
√

x(2− x) ∼ 4
√
2 4
√
2− x.
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3.3. çÒÁÆÉË ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÓËÉÚÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(g(x)) ÓÔÒÏÑÔ
ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ y = f(x) É g = g(x). úÁÔÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÔØ ÕÞÁÓÔËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ (ak; ak+1), k = 1, 2, . . ., ÆÕÎËÃÉÉ g = g(x). îÁ
ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÕÞÁÓÔËÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ (ak; ak+1) ÆÕÎËÃÉÉ g = g(x) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(g). ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÕÞÁÓÔÏË ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ
(ak; ak+1) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÅ (bl; bl+1) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(g)
ÂÙÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ (g(bl); g(bl+1)). òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÎÉÊ ÚÁÎÏÓÑÔ × ÔÁÂÌÉÃÕ.

x (a; b) õÞÁÓÔËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ g = g(x) Ó
ÕÞ¾ÔÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ y = f(g)

g = g(x) g(a)↗ g(b)
g(a)↘ g(b)

õËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ g = g(x) ÎÁ
ÕÞÁÓÔËÅ (a; b) (ÕÂÙ×ÁÎÉÅ ÉÌÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ)

y = f(g) f(g(a))↗ f(g(b))
f(g(a))↘ f(g(b))

õËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(g) ÎÁ
ÕÞÁÓÔËÅ (g(a); g(b)

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2
1

x .

òÅÛÅÎÉÅ. çÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ g = 1
x
É y = 2x ÓÍ. ÎÁ ÒÉÓ. Á), Â). æÕÎËÃÉÑ

y = 2
1

x ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× (−∞; 0) É (0;+∞), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−∞; 0)∪ (0;+∞). îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−∞; 0) ÆÕÎËÃÉÑ g(x) ÍÏÎÏÔÏÎ-
ÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 ÐÒÉ x → −∞ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë −∞ ÐÒÉ x → 0;
ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (0;+∞) ÆÕÎËÃÉÑ g(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë +∞ ÐÒÉ x→ 0
É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 ÐÒÉ x → +∞. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ
y = 2g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−∞; 0) ∪ (0;+∞). îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−∞; 0),
ËÏÇÄÁ x ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë −∞, ÆÕÎËÃÉÑ y = 2g ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ
ÍÅÎØÛÅ 1, Á ËÏÇÄÁ x → 0, ÔÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (0;+∞), ËÏÇÄÁ
x → 0, ÆÕÎËÃÉÑ y = 2g ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë +∞, Á ËÏÇÄÁ x → +∞, ÔÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë
ÅÄÉÎÉÃÅ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ ÂÏÌØÛÅ 1. ôÅÐÅÒØ ÒÉÓÕÅÍ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2

1

x

(ÓÍ. ÒÉÓ. ×)).
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÅÚÎÏ Ó×ÅÓÔÉ × ÔÁÂÌÉÃÕ É ÐÏ-
ÔÏÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË.

x −∞↗ 0 0↗ +∞ õÞÁÓÔËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ
ÆÕÎËÃÉÉ 1

x

g = 1
x
0↘ −∞ +∞↘ 0 éÚÍÅÎÅÎÉÅ g(x) ÎÁ ÜÔÉÈ

ÕÞÁÓÔËÁÈ

y = 2
1

x 1↘ 0 +∞↘ 1 éÚÍÅÎÅÎÉÅ y = y(g(x)) ÎÁ
ÜÔÉÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = log 1
2

(x2 + x).

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ g = x2 + x É y = log 1
2

g (ÓÍ. ÒÉÓ.

Á) É Â)). ôÁË ËÁË ÐÒÉ −1 6 x 6 0 ÆÕÎËÃÉÑ g = x2+x ÎÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ (ÒÉÓ.
Á)), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = log 1

2

(x2 + x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x ∈ (−∞;−1) ∪ 0;+∞).
óÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ.

x −∞↗ −1 0↗ +∞
g = x2 + x +∞↘ 0 0↗ +∞
y = log 1

2

g −∞↗ +∞ +∞↘ −∞

óÔÒÏÉÍ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = log 1
2

(x2 + x) (ÓÍ. ÒÉÓ. ×)).

3.4. ëÒÉ×ÙÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ

ëÒÉ×ÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ xOy, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

x = x(t), y = y(t)

ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ t ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T .
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÒÉ×ÙÈ × ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ.
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ïËÒÕÖÎÏÓÔØ x2 + y2 = R2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ t ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÒÁ-
ÄÉÕÓÏÍ, ÐÒÏ×ÅÄ¾ÎÎÙÍ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ M(x, y) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÏÓØÀ Ox.
ôÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÙÒÁÚÑÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒ t

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

x = R cos t, y = R sin t, 0 6 t < 2π.

üÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

üÌÌÉÐÓ x2

a2
+ y2

b2
= 1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÜÌÌÉÐÓÁ ×ÙÒÁÚÑÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

ÐÁÒÁÍÅÔÒ t ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

x = a cos t, y = b sin t, 0 6 t < 2π.

üÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ.

çÉÐÅÒÂÏÌÁ x2

a2
− y2

b2
= 1.

x = a ch t, y = b sh t, −∞ < t < +∞.

üÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ.
äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÓËÉÚÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

xOy, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÕÞÁÓÔËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ x(t), Á ÚÁ-
ÔÅÍ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
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ðÕÓÔØ t ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ x(t) É y(t) ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ, ÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ
ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁÐÒÁ×Ï ××ÅÒÈ; ÅÓÌÉ x(t) ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á y(t) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÔÏ
Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÌÅ×Ï ××ÅÒÈ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. åÓÌÉ ÐÒÉ t → t0
ÉÍÅÅÍ x → a, Á y(t) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÔÉ-
ËÁÌØÎÕÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÕ x = a. åÓÌÉ ÐÒÉ t → t0 ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ x(t) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ
Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, Á y(t) → b, ÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÕ
y = b.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÓËÉÚÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÉ, ×ÁÖÎÏ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÞÁÓÔËÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ x(t) É y(t).
ðÒÉÍÅÒ 8. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ËÒÉ×ÏÊ x = a cos3 t, y = a sin3 t, a > 0.
òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ (x(t0 + 2π); y(t0 + 2π)) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ

(x(t0); y(t0)), ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ t ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 2π). ðÏÓÔÒÏ-
ÉÍ ÜÓËÉÚÙ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ x(t) É y(t) (ÓÍ. ÒÉÓÕÎËÉ Á) É Â)).

ðÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ x(t) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ (0; π) É (π; 2π).
ëÏÇÄÁ t ÒÁÓÔ¾Ô ÏÔ 0 ÄÏ π

2 , Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÌÅ×Ï ××ÅÒÈ ÏÔ

ÔÏÞËÉ (x(0); y(0)) = (a; 0) ÄÏ ÔÏÞËÉ
(

x
(

π
2

)

; y
(

π
2

))

= (0; a). ëÏÇÄÁ t ÒÁÓÔ¾Ô ÏÔ
π
2 ÄÏ π, Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÌÅ×Ï ×ÎÉÚ ÄÏ ÔÏÞËÉ (x(π); y(π)) =

= (−a; 0). ëÏÇÄÁ t ÒÁÓÔ¾Ô ÏÔ π ÄÏ 3π
2
, Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÐÒÁ×Ï

×ÎÉÚ ÄÏ ÔÏÞËÉ
(

x
(

3π
2

)

; y
(

3π
2

))

= (0;−a). ëÏÇÄÁ t ÒÁÓÔ¾Ô ÏÔ 3π2 ÄÏ 2π, Ä×ÉÖÅ-
ÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÐÒÁ×Ï ××ÅÒÈ ÄÏ ÔÏÞËÉ (x(2π); y(2π)) = (a; 0). ôÁË
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ËÁË

x(2π − t0) = x(t0), y(2π − t0) = −y(t0), x(π − t0) = −x(t0), y(π − t0) = y(t0),

ÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ (x0; y0) ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ÌÅÖÁÔ ÔÏÞËÉ (−x0; y0) É (x0;−y0), ÔÏ
ÅÓÔØ ÏÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÅÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ. ðÕÓÔØ t ÍÅ-
ÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ

(

0; π2
)

. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ ÌÅÖÁÔ × ÐÅÒ-

×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË “x = a cos2 t, “y = a sin2 t. üÔÏ
ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÑÍÏÊ “x+ “y = a, ÌÅÖÁÝÉÊ × ÐÅÒ×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ. ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
t, 0 < t < π

2
, x < “x, y < “y, ÔÏ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

üÓËÉÚ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ×).
ðÒÉÍÅÒ 9. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ËÒÉ×ÏÊ x = a cos 2t, y = a sin 3t, a > 0.
òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ (x(t0 + 2π); y(t0 + 2π)) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ

(x(t0); y(t0)), ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ t ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÄÌÉÎÙ 2π. ïÔ-
ÍÅÔÉÍ ÅÝ¾ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

x(−t) = x(t), y(−t) = −y(t), x(π − t) = x(t), y(π − t) = y(t).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ t ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ
[

0; π2
]

ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÅ

ÖÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ t ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ
[

π
2 ; π
]

, Á ÐÒÉ ÉÚ-
ÍÅÎÅÎÉÉ t ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [−π; 0] ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox Ó ÔÏÞËÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ t ÎÁ [0; π]. ôÁ-
ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ t ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ

[

0; π
2

]

(ÓÍ. ÒÉÓÕÎËÉ
Á) É Â)).

îÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ
[

0; π2
]

x(t) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏÍÕ ÐÒÏ-
ÍÅÖÕÔËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÁ ×ÅÔ×Ø ËÒÉ×ÏÊ. ëÏÇÄÁ t ÒÁÓÔ¾Ô ÏÔ 0 ÄÏ π

6 , Ä×É-
ÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÌÅ×Ï ××ÅÒÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ (x(0); y(0)) = (a; 0) ÄÏ
ÔÏÞËÉ

(

x
(

π
6

)

; y
(

π
6

))

=
(

a
2 ; a
)

. ëÏÇÄÁ t ÒÁÓÔ¾Ô ÏÔ π
6 ÄÏ

π
2 , Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ

ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÌÅ×Ï ×ÎÉÚ ÄÏ ÔÏÞËÉ
(

x
(

π
2

)

; y
(

π
2

))

= (−a; a), ÐÅÒÅÓÅËÁÑ ÏÓØ Oy ×

ÔÏÞËÅ
(

x
(

π
4

)

; y
(

π
4

))

=
(

0; a√
2

)

É ÏÓØ Ox × ÔÏÞËÅ
(

x
(

π
3

)

; y
(

π
3

))

=
(

−a
2 ; 0
)

. ðÒÉ

ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÏÓÔÅ t ÏÔ π
2
ÄÏ π, ËÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ, ÔÏÞËÉ (x(t); y(t))

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. ðÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ t ÏÔ −π ÄÏ 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÔÏ-
ÒÕÀ ×ÅÔ×Ø ËÒÉ×ÏÊ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÅÔ×É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox. üÓËÉÚ
ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ×).
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3.5. ðÏÌÑÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÒÉ×ÙÈ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÌÑÒÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÌÑÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ O, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÐÏÌÀÓÏÍ, É ×ÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÌÕ-
ÞÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÏÓØÀ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÕÇÌÙ, ÏÔÓÞÉ-
ÔÙ×ÁÅÍÙÅ ÏÔ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, Á ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ¡
ÐÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ.

ðÏÌÑÒÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ r É ϕ ÔÏÞËÉ M , ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó ÐÏÌÀÓÏÍ,
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ r ÏÔ ÔÏÞËÉM ÄÏ ÐÏÌÀÓÁ O É ÕÇÏÌ ϕ ÏÔ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ
ÄÏ ÌÕÞÁ OM . äÌÑ ÐÏÌÀÓÁ O ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ r = 0, Á ϕ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾Î. ðÏÌÑÒ-
ÎÙÊ ÕÇÏÌ ÔÏÞËÉ M ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÇÌÁ×ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ
ÕÇÌÁ ϕ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ 0 6 ϕ < 2π.
õÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ É ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍÉ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
ÐÏÌÀÓÏÍ, Á ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÓÉ Ox ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÏÓØÀ.
ôÏÇÄÁ, ÍÅÖÄÕ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y) ÔÏÞËÉ M É Å¾ ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (r, ϕ) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

x = r cosϕ, y = r sinϕ.

é ÏÂÒÁÔÎÏ,

r =
√

x2 + y2, cosϕ =
x

r
, sinϕ =

y

r
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ x 6= 0, y 6= 0, ÔÏ ÕÇÏÌ ϕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ
tgϕ = y

x
, ÐÒÉÞ¾Í ÚÁ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ϕ ×ÚÑÔØ ÕÇÏÌ ÉÚ [0; 2π) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÚÎÁË

sinϕ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ y.
ðÒÉÍÅÒ 10. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ËÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ r = 2.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ r =

√

x2 + y2, ÔÏ × ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 2 =
√

x2 + y2 ÉÌÉ x2 + y2 = 4 ¡ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÏÍ 2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ (0; 0).
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ðÒÉÍÅÒ 11. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ M(x; y) ÉÍÅÅÔ ÄÅËÁÒÔÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (−1; 1).
îÁÊÔÉ ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÏ×ÍÅÝÅÎÙ.
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ:

r =
√

(−1)2 + (−1)2 =
√
2, cosϕ = −

√
2

2
, sinϕ = −

√
2

2
,

ÏÔËÕÄÁ ϕ = 5π
4 + 2πk, k ∈ Z, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ M ÅÓÔØ

r =
√
2, ϕ = 5π

4 + 2πk, k ∈ Z.
ðÒÉÍÅÒ 12. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ËÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ r = cos 3ϕ.
òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ cos 3ϕ¡ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÅÒÉÏÄÏÍ 2π

3
,

ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ ÄÌÑ 0 6 ϕ < 2π
3 , Á ÚÁÔÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ

ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Å¾ ÄÌÑ 2π3 6 ϕ < 4π
3 É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÄÌÑ

4π
3 6 ϕ <

< 2π. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÕ ÞÁÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ × ÕÇÌÅ 0 6 ϕ < 2π
3 .

æÕÎËÃÉÑ r = cos 3ϕ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
[

0; π6
]

ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ 1 ÄÏ 0; ÎÁ

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(

π
6 ;

π
2

)

r < 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÔ ÔÏÞÅË ÌÉÎÉÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ×ÎÕÔÒÉ

ÕÇÌÁ π
6 < ϕ < π

2 ; ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
[

π
2 ;
2π
3

]

ËÒÉ×ÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÔ 0 ÄÏ 1.

äÌÑ ϕ ∈
[

0; π
6

]

∪
[

π
2
; 2π
3

]

ÜÓËÉÚ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ Á). ïÓÔÁÌÏÓØ

ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ × ÄÒÕÇÉÈ Ä×ÕÈ ÕÇÌÁÈ: 2π3 6 ϕ < 4π
3 É

4π
3 6 ϕ < 2π,

ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ cos 3ϕ. üÓËÉÚ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÉ×ÅÄ¾Î
ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ Â).
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ðÒÉÍÅÒ 13. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÉÄ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ xOy, ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ r = cosϕ.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ

r =
√

x2 + y2, cosϕ =
x

√

x2 + y2
,

ÔÏ × ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
√

x2 + y2 =

= x√
x2+y2

ÉÌÉ x2+y2 = x, ÏÔËÕÄÁ
(

x− 12
)2
+y2 =

(

1
2

)2
, ¡ ÜÔÏ ÅÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÏÍ 12 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ
(

1
2 ; 0
)

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ
r = cosϕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ r2 = r cosϕ, ÏÔËÕÄÁ x2 + y2 = x.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ:
128. y = x+5

x+3
;

129. y = 5−2x
x−2 ;

130. y = 4x+7
2x−5;

131. y = 9x+4
3x+2;

132. y = 3−3x
2−6x;

133. y = 6x−2
x−1 ;

134. y = 3

√

x2(1− x);

135. y = 3

√

x(1 + x2);

136. y = 3

√

x(3− x)2;

137. y = 3

√

x(2− x2);

138. y = 3−
1

x ;
139. y = 22x−x2;

140. y =
(

1
2

)− 1

x2 ;

141. y = 2−
1

x2 ;

142. y = 2
1

x−2 ;

143. y =
(

1
2

)

√
x
;

144. y = 2
x−1

x+1 ;

145. y = 2
2−x

x+1 ;

146. y =
(

1
2

)
3x−1

3x+1 ;

147. y = 3
x+1

2x+1 ;
148. y = 1 + 3

x

x−1 ;
149. y = 2tgx;
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150. y =
(

1
2

)ctgx
;

151. y = 2sinx;
152. y = 24x−x2−1;
153. y = log2(x

2 + 2x);
154. y = log 1

2

x−1
x+2;

155. y = log2
x+4
2−x
;

156. y = log3(x
2 − 6x+ 5);

157. y = log 1
2

(2x2 − 4x+ 3);
158. y = log 1

4

(4x− x2);

159. y = log 1
2

∣

∣

x−1
x+2

∣

∣;

160. y = log2 | sinx|;
161. y = log 1

2

cosx;
162. y = x sinx;
163. y = x+ sinx;
164. y = x sin2 x;
165. y = |x| sinx;
166. y = arcsin 1

x
;

167. y = arccos 1
x
;

168. y = arctg 1
x
;

169. y = arcctg 1
x
;

170. y = arccos 1
x−3 ;

171. y = arctg 1
x+2 ;

172. y = 1
2 arcsin

x−1
x+1;

173. y = arccos x
x+1 ;

174. y = −2 arctg x
2−x
;

175. y = 2arcsin x
1−2x;

176. y = 1
x2−4;

177. y = 1
1−x2
;

178. y = 1
x2−x
;

179. y = 1
x3
;

180. y = 1
x2−4x+1;

181. y = 1
log2(3x+1)

;

182. y = 1
43x−1+2;

183. y = 1
arctg(1−3x);

184. y = 1
log 1

2

(1−4x) ;

185. y = 1
3
√
4x−1;
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186. y = 1
3x+3−x ;

187. y = 1
arcsin(3x+1)

;

188. y = 1√
1+2x
;

189. y = x2−1
x2+1;

190. y = 1−x2

x2−4;

191. y = 1
arccos 2x;

192. y = 2
1
x

1+2
1
x

;

193. y = log2
x2−1
x+2 ;

194. y = x2 + 1
x
;

195. y = x3 − 1
x
;

196. y = 1
arcctg(x−1) ;

197. y = log 1
2

2|x|−1
|x|−2 ;

198. y = log2
(

3
√

x+ 1 + 1
)

;
199. y = | tgx+ 1|;
200. y = |x|+ 1

x
;

201. y = sinx+ | sinx|;
202. y = log 1

2

|x2 − 3x+ 2|;
203. y = x2 − |x|+ 3x− 2;
204. y = 1

(12)
x−2−2

;

205. y = 1
|2x−1−1|;

206. x = t2

t−1, y =
t

t2−1;
207. x = t+ e−t, y = 2t+ e−2t;
208. x = a(t− sin t), y = a(1− cos t);
209. x = 1

cos3 t
, y = tg3 t;

210. r = cos 2ϕ;
211. r = 3 sin 2ϕ;
212. r = 4 cos 3ϕ;
213. r = 2 sin 3ϕ;
214. r = a cos 4ϕ;
215. r = a sin 4ϕ;
216. r = a(1 + cosϕ);
217. r = 2 + sin 2ϕ;
218. r = 4(1− cosϕ);
219. r = thϕ

ϕ−1 , ϕ > 1;

220. ϕ = arccos r−1
r2
.



ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ

ôÁÂÌÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ
ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ

æÕÎËÃÉÑ
ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ
Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x)

f(x) + b, b 6= 0 b > 0 ⇒ ÓÄ×ÉÇ ××ÅÒÈ ÎÁ b ÅÄÉÎÉÃ
b < 0 ⇒ ÓÄ×ÉÇ ×ÎÉÚ ÎÁ |b| ÅÄÉÎÉÃ

f(x+ a), a 6= 0 a > 0 ⇒ ÓÄ×ÉÇ ×ÌÅ×Ï ÎÁ a ÅÄÉÎÉÃ
a < 0 ⇒ ÓÄ×ÉÇ ×ÐÒÁ×Ï ÎÁ |a| ÅÄÉÎÉÃ

kf(x), k > 0, k 6= 1 k > 1 ⇒ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅ × k ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy

0 < k < 1 ⇒ ÓÖÁÔÉÅ × 1
k
ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy

f(kx), k > 0, k 6= 1 k > 1 ⇒ ÓÖÁÔÉÅ × 1
k
ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox

0 < k < 1 ⇒ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅ × k ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox

f(−x) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy

−f(x) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox

|f(x)|
1) ×Ó¾, ÞÔÏ ÎÉÖÅ ÏÓÉ Ox ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔ-
ÓÑ ÎÁ×ÅÒÈ;
2) ×Ó¾, ÞÔÏ ×ÙÛÅ ÏÓÉ Ox (×ËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏÓÉ),
ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ

f(|x|)

1) ×Ó¾, ÞÔÏ ÌÅ×ÅÅ ÏÓÉ Oy, ÉÓÞÅÚÁÅÔ;
2) ×Ó¾, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÅÅ ÏÓÉ Oy (×ËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÏÓÉ),
ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ;
3) ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ
Oy ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁÌÅ×Ï

óÍ. ÔÁËÖÅ §2.
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