
æÕÎËÃÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

§1. ðÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
x É y, ÅÓÌÉ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ (, ) ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ z. ïÂÏÚÎÁÞÅ-
ÎÉÅ: z = f(x, y). ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ
ÉÌÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ. æÕÎËÃÉÀ z = f(x, y) ÍÏÖÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ Ó ÐÏ-
ÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. îÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÇÒÁÆÉËÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ u ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ , É
z, ÅÓÌÉ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÅ (, , z) ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ u. üÔÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ
ÔÁË: u = f(x, y, z).
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§2. þÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ z = f(x, y). åÓÌÉ ÍÙ ÚÁÆÉËÓÉ-

ÒÕÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.
úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ y, ÐÏÌÏÖÉ× y = y0. ôÏÇÄÁ z = f(x, y0)
ÂÕÄÅÔ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÄÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ
× ÔÏÞËÅ x0 ÉÍÅÅÔ ÏÂÙÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ:

lim
4x→0

f(x0 +4x, y0)− f(x0, y0)

4x
= lim

4x→0

4xz

4x
,

ÇÄÅ 4xz = f(x0 + 4x, y0) − f(x0, y0) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅÍ
ÆÕÎËÃÉÉ z = f(x, y) ÐÏ x. üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ z = f(x, y) ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x × ÔÏÞËÅ (x0, y0) É
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

f ′
x(x0, y0) = z′x(x0, y0) =

∂f(x0, y0)

∂x
.

÷ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏ x ÉÍÅÅÔ, ×ÏÏÂÝÅ
ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Ô. Å. ÓÁÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

f ′
x(x, y) ÉÌÉ z′x(x, y) ÉÌÉ

∂f(x, y)

∂x
ÉÌÉ

∂z

∂x
.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÞÁÓÔÎÏÅ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ É ÞÁÓÔÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÐÏ y:

f ′
y(x0, y0) = lim4y→0

4yz

4y
.

óÐÏÓÏÂÙ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ × ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÏÍÎÉÔØ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÞÁÓÔÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÐÏ x, ÔÏ y ÓÌÅÄÕÅÔ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

z = x2y3 + 4x3y2 + 5x − 4y + 1.
òÅÛÅÎÉÅ.

z′x = 2xy3 + 12x2y2 + 5

z′y = 3x
2y2 + 8x3y − 4

(ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÐÏ x ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ y ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ, Á ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÐÏ y ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ x).
ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

z = (x2 + y2)exy.
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òÅÛÅÎÉÅ.

z′x = (x
2 + y2)′xe

xy + (x2 + y2)(exy)′x =

= 2xexy + (x2 + y2)exyy = (2x+ x2y + y3)exy

z′y = (x
2 + y2)′ye

xy + (x2 + y2)(exy)′y =

= 2yexy + (x2 + y2)exyx = (2y + x3 + xy2)exy.

§3. þÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. þÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

(z′x)
′
x = z′′xx = f ′′

xx(x, y) =
∂2f

∂x2
=

∂2z

∂x2

(z′x)
′
y = z′′xy = f ′′

xy(x, y) =
∂2f

∂x∂y
=

∂2z

∂x∂y

(z′y)
′
x = z′′yx = f ′′

yx(x, y) =
∂2f

∂y∂x
=

∂2z

∂y∂x

(z′y)
′
y = z′′yy = f ′′

yy(x, y) =
∂2f

∂y2
=

∂2z

∂y2
.

òÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÏ× x É y ÉÌÉ ∂x, ∂y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÒÑÄËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÔÁË:

(z′′xx)
′
x = z′′′xxx =

∂3f

∂x3

(z′′yx)
′
y = z′′′yxy =

∂3f

∂y∂x∂y

É Ô. Ä.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ×ÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ z = sin(xy).



4 §4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

òÅÛÅÎÉÅ.

z′x = y cos(xy),

z′y = x cos(xy),

z′′xx = (y cos(xy))′x = −y2 sin(xy),

z′′xy = (y cos(xy))′y = cos(xy)− xy sin(xy),

z′′yx = (x cos(xy))′x = cos(xy)− xy sin(xy),

z′′yy = (x cos(xy))′y = −x2 sin(xy).

âÒÏÓÁÅÔÓÑ × ÇÌÁÚÁ, ÞÔÏ z′′xy = z′′yx , Ô. Å. × ¥ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ¥ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ
ÐÏÒÑÄÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ.
ðÒÉÍÅÒ 2. äÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ z = ex(x cos y − y sin y). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2
= 0.

òÅÛÅÎÉÅ.

z′x =
∂z

∂x
= ex(x cos y − y sin y) + ex cos y = ex(x cos y − y sin y + cos y),

z′y =
∂z

∂y
= ex(−x sin y − sin y − y cos y),

z′′xx =
∂2z

∂x2
= ex(x cos y − y sin y + cos y) + ex cos y =

= ex(x cos y − y sin y + 2 cos y),

z′′yy =
∂2z

∂y2
= ex(−x cos y − cos y − cos y + y sin y) =

= −ex(x cos y − y sin y + 2 cos y).

ðÒÉ×ÏÄÑ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ

∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2
= 0.

§4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

þÁÓÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ u = f(x, y, ..., t) ÐÏ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÇÌÁ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ

–xu = f(x+–x, y, ..., t)− f(x, y, ..., t),
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ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ –x. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔ-
ÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÅÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. þÁÓÔÎÙÅ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÆÕÎËÃÉÉ u ÐÏ x, ÐÏ y, ..., ÐÏ t ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
dxu, dyu, ..., dtu. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

dxu =
∂u

∂x
dx, dyu =

∂u

∂y
dy, ..., dtu =

∂u

∂t
dt.

ðÏÌÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ u = f(x, y,..., t) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÁÑ
ÞÁÓÔØ ÅÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ –u = f(x+–x, y+–y, ..., t+–t)−f(x, y,..., t),
ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ –x,–y, ...,–t. ðÏÌÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ du ÆÕÎËÃÉÉ
u = f(x, y,..., t) ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ Å¾ ÞÁÓÔÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×:

du = dxu+ dyu+ ...+ dtu =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy + ...+

∂u

∂t
dt.

ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ –x,–y, ...,–t ÐÏÌÎÏÅ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ
ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅÅ ÐÏÌÎÙÍ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ: –u ≈ du. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ
ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÅÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕËÁ-
ÚÁÎÎÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÊ.
ðÒÉÍÅÒ 1. äÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ z = xy É Ä×Å ÔÏÞËÉ (2; 3) É (2, 1; 3, 2). ÷ÙÞÉ-

ÓÌÉÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ , ÚÁÍÅÎÉ× ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ Ë ÔÏÞËÅ ÷ ÐÏÌÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ, É ÏÃÅÎÉÔØ
× ÐÒÏÃÅÎÔÁÈ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÕÀ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ –z ÎÁ dz.

òÅÛÅÎÉÅ. z(A) = 2 · 3 = 6; z1 = z(B) = 2, 1 · 3, 2 = 6, 72;

dz =
∂z

∂x
·–x+

∂z

∂y
·–y = 3 · 0, 1 + 2 · 0, 2 = 0, 7, ÇÄÅ

∂z

∂x
= y |x=2,y=3= 3;

∂z

∂y
= x |x=2,y=3= 2;

–x = 0, 1; –y = 0, 2;

–z = z(B)− z(A)⇒ z(B) = z(A) + –z.

úÁÍÅÎÑÅÍ –z ÎÁ dz:

z(B) ≈ z(A) + dz = 6 + 0, 7 = 6, 7 = z2.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ z(B) ≈ z(A) + dz ÄÁ¾Ô ÏÔ×ÅÔ Ó
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ÏÛÉÂËÏÊ 0,02, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ × ÐÒÏÃÅÎÔÁÈ

|z1 − z2|
z1

· 100% = 6, 72− 6, 7
6, 72

· 100% < 0, 3%.

§5. üËÓÔÒÅÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
1. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÄÉÕÓÁ δ (δ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ) ÔÏÞËÉ 0(x0, y0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË P (x, y), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
√

(x − x0)2 + (y − y0)2 < δ,

Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ δ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ
P0(x0, y0).
2. ôÏÞËÁ M0(x0, y0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ z = f(x, y),

ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ δ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, ÞÔÏ f(x0, y0) > f(x, y) ÄÌÑ
×ÓÅÈ (x, y) ÉÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.
ôÏÞËÁ M0(x0, y0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ z = f(x, y) ÅÓÌÉ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ δ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, ÞÔÏ f(x0, y0) 6 f(x, y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÔÏÞÅË (x, y) ÉÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.
3. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.
ôÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ∂z

∂x
É ∂z

∂y
ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÀÔ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ. éÚ ÔÅÏÒÉÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ
ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ, ÔÏ ÏÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË. ïÄ-
ÎÁËÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ. ôÏ ÅÓÔØ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.
4. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.
ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 0(x0, y0); ÐÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÔÏÞËÁ M0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Ô.Å.

∂z

∂x
(M0) = 0;

∂z

∂y
(M0) = 0

÷ÙÞÉÓÌÉÍ – = AC − B2, ÇÄÅ

A =
∂2z

∂x2
(M0); B =

∂2z

∂x∂y
(M0); C =

∂2z

∂y2
(M0).

ôÏÇÄÁ:
1) ÅÓÌÉ – > 0, ÔÏ M0 ¡ ÔÏÞËÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ:
Á) ÅÓÌÉ A > 0,ÔÏ M0 ¡ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ;
Â) ÅÓÌÉ < 0, ÔÏ 0 ¡ ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ;
2) ÅÓÌÉ – < 0, ÔÏ × ÔÏÞËÅ 0 ÎÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ;
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3) ÅÓÌÉ – = 0 ¡ ÓÏÍÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ (ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏ-
×ÁÎÉÅ)
ðÒÉÍÅÒ 1. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÀ z = x3 + 8y3 − 6xy + 1.
òÅÛÅÎÉÅ.
îÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ:

{

∂z
∂x
= 3x2 − 6y = 0

∂z
∂y
= 24y2 − 6x = 0

⇒ M1(0, 0), M2(1,
1
2) éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÊÄ¾Í ×ÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔ-

ÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ:

∂2z

∂x2
= 6x;

∂2z

∂x∂y
= −6; ∂2z

∂y2
= 48y.

éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÔÏÞËÕ M1:
Á) A = 6x |M1

= 0, B = −6 |M1
= −6, C = 48y |M1

= 0,
–(M1) = A · C − B2 = 0 · 0− (−6)2 = −36 < 0.
÷ ÔÏÞËÅ M1 ÎÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ, Ô. Ë. – < 0.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÔÏÞËÕ M2:
Â) A = 6x |M2

= 6, B = −6 |M2
= −6, C = 48y |M2

= 24.
–(M2) = 108 > 0, A > 0, ÚÎÁÞÉÔ, × ÔÏÞËÅ M2 ¡ ÍÉÎÉÍÕÍ.

zmin = z

(

1;
1

2

)

= 0.

§6. îÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ
äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ z = f(x, y) × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÍÏÖÎÏ ÒÕËÏ×ÏÄ-
ÓÔ×Ï×ÁÔØÓÑ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ:
1. îÁÊÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ D, É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ×ÄÁ×ÁÔØÓÑ × ÉÓÓÌÅÄÏ-
×ÁÎÉÅ, ÅÓÔØ × ÎÉÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÉÌÉ ÎÅÔ);
2. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ D;
3. éÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ × ÐÐ. 1 É 2 ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É

ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ.
ëÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÕÎËÔ 2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØ-

ÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ z = f(x, y) ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ D

Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÚÁÄÁÞ (ÐÏ ÞÉÓÌÕ ËÒÉ×ÙÈ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÈ
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ÏÂÌÁÓÔØ D) ÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏÊ.
îÁÐÏÍÎÉÍ: ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÆÕÎËÃÉÉ y = ϕ(x) ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [a, b], ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ
ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÕÔÒÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [a, b], É ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ × ÜÔÉÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÁÈ É ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ
ÎÅ ×ÄÁ×ÁÔØÓÑ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ, ÅÓÔØ × ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÉÌÉ
ÎÅÔ).
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ z = x2+

+ 2xy − 10 × ÏÂÌÁÓÔÉ D: y > x2 − 4; y 6 5.

òÅÛÅÎÉÅ.
1. îÁÊÄÅÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ:

∂z

∂x
= 2x+ 2y;

∂z

∂y
= 2x.

{

2x+ 2y = 0

2x = 0
⇒ x = 0, y = 0.

0(0, 0) ¡ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ D; z(0, 0) = −10.
2. îÁÊÄÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ:
Á) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB y = 5, −3 6 x 6 3:
z = z(x) = x2 + 2x · (5)− 10 = x2 + 10x − 10,

z′ = 2x+ 10, z′ = 0 ÐÒÉ x = −5.
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ôÏÞËÁ = −5 ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [−3, 3], ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-
ÅÔÓÑ.
÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ z(x) ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [−3, 3]:
z1(−3) = −31, z2(3) = 29.
Â) ÎÁ ÐÁÒÁÂÏÌÅ ACB y = x2 − 4 :

z = z(x) = x2 + 2x · (x2 − 4)− 10 = 2x3 + x2 − 8x − 10 ÐÒÉ x ∈ [−3, 3].
z′(x) = 6x2 + 2x − 8⇒ z′ = 0 ÐÒÉ x1 = 1, x2 = −43 .
ôÏÞËÉ 1 É 2 ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [−3, 3].

z3(1) = −15; z4(−43) = −62
27
;

z5(−3) = 31; z6(3) = 29.
óÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ z ÎÁ ×ÓÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ á÷óá, ÎÁÊÄÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅ ÎÁ ×ÓÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÁË

max{−31, 29,−15,−62
27

} = 29;
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÁË

min{−31, 29,−15,−62
27

} = −31.

3. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ z ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ M0(0, 0) Ó ÅÅ
ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ:
ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ z × ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÁË

max{−10, 29,−31} = 29,
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÁË

min{−10, 29,−31} = −31.
éÔÁË: zÎÁÉÂ = z(B) = 29; zÎÁÉÍ = z(A) = −31.

§7. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÌÉÎÉÉ ÕÒÏ×ÎÑ ÓËÁ-
ÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ

åÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÌÉ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ÐÏÌÅ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉ-
ÎÙ. ðÏÌÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÁ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ. úÁÄÁÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ
ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÏÞËÉ í: u = u(M).
åÓÌÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ××ÅÄÅÎÁ ÄÅËÁÒÔÏ×Á ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÚÁÄÁÎÉÅ

ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ u = u(M) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ u = u(x, y, z).
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åÓÌÉ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÐÏ Ó×ÏÅÍÕ ÓÍÙÓÌÕ ÚÁÄÁÎÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ
u(M) = u(x, y), Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÏÌÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ u ÓÌÕÖÁÔ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ (ÌÉÎÉÉ) ÕÒÏ×-
ÎÑ ¡ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ
ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Ô. Å. u = const.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏ×ÎÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ u = x2 − y2.

òÅÛÅÎÉÅ. ìÉÎÉÉ ÕÒÏ×ÎÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x2−y2 = c, c = const.

ðÒÉ c = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ x2− y2 = 0, Ô. Å. (x− y)(x+ y) = 0, Ô.Å.
y = x ÉÌÉ y = −x.

ðÒÉ c 6= 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÉÐÅÒÂÏÌ x2 − y2 = c.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏ×ÎÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ u = x+ 2y+ 3z.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏ×ÎÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x+ 2y + 3z =
= c, c = const. üÔÏ ¡ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ.

§8. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ. çÒÁÄÉÅÎÔ

÷ÁÖÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÌÑ × ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ `.

1) ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÍ ÐÌÏÓËÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÏÌÅ u = f(x, y). ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ u = f(x, y) × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ M(x, y) ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÁ ` = MM1

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ

∂u

∂`
= lim

|MM1|→0

f(M1)− f(M)

|MM1|
.
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åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ u = f(x, y) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ M(x, y), ÔÏ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÁÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ` ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

∂u

∂`
=

∂u

∂x
cosα +

∂u

∂y
cos β, (1)

ÇÄÅ cosα, cosβ ¡ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ËÏÓÉÎÕÓÙ ×ÅËÔÏÒÁ ` = {X, Y }, ËÏÔÏÒÙÅ
ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ:

cosα =
X

|`|
; cosβ =

Y

|`|
; |`| =

√

X2 + Y 2.

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ∂u
∂`
(M) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË-

ÃÉÉ u × ÔÏÞËÅ M ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÁ `.
2) ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ u = f(x, y, z) ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÁÑ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Á ÆÏÒÍÕÌÁ (1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

∂u

∂`
=

∂u

∂x
cosα +

∂u

∂y
cosβ +

∂u

∂z
cos γ, (2)

ÇÄÅ cosα, cos β, cos γ ¡ ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ËÏÓÉÎÕÓÙ ×ÅËÔÏÒÁ ` = {X, Y, Z},
ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

cosα =
X

|`|
; cos β =

Y

|`|
; cos γ =

Z

|`|
; |`| =

√

X2 + Y 2 + Z2.

3) ðÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ×:

∂u

∂`
= (

∂u

∂x
i+

∂u

∂y
j) · (cosα · i+ cosβ · j).

ðÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

grad u =
∂u

∂x
i+

∂u

∂y
j. (3)

÷ÔÏÒÏÊ ×ÅËÔÏÒ `0 = cosα · i+ cos β · j ¡ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ
`. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

∂u

∂`
= (grad u, `0). (4)

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ u = f(x, y, z) ÇÒÁÄÉÅÎÔ
ÆÕÎËÃÉÉ u ÒÁ×ÅÎ

grad u =
∂u

∂x
i+

∂u

∂y
j +

∂u

∂z
k. (5)

ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ:
1. çÒÁÄÉÅÎÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ ÐÏ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÏ×ÎÑ (ÉÌÉ Ë ÌÉÎÉÉ

ÕÒÏ×ÎÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ ÐÌÏÓËÏÅ).
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2. çÒÁÄÉÅÎÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ × ÓÔÏÒÏÎÕ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÌÑ.
3. íÏÄÕÌØ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ÒÁ×ÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ ×

ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÏÌÑ.
üÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ grad u ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ

É ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÎÁÉÂÙÓÔÒÅÊÛÅÇÏ ÒÏÓÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ u × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ
∂u
∂`
× ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ

(
∂u

∂`
)
Ω ΥΓ.
= |grad u| =

√

(
∂u

∂x
)2 + (

∂u

∂y
)2 + (

∂u

∂z
)2.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ u = x − 2y + 3z.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄ¾Í ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ:

∂u

∂x
= 1;

∂u

∂y
= −2; ∂u

∂z
= 3.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5) ÉÍÅÅÍ:
grad u = 1 · i+ (−2) · j + 3 · k, ÉÌÉ grad u = (1,−2, 3).
ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ ÕÒÏ×ÎÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ x−

2y + 3z = c; ×ÅËÔÏÒ ÇÒÁÄÉÅÎÔ grad u = (1,−2, 3) ÅÓÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ
ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á.
ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÆÕÎËÃÉÉ u = x3 − xy × ÔÏÞËÅ (1, 2) É ÐÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÕÀ ∂u
∂a
× ÔÏÞËÅ M × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ a = 5i − 3j.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄ¾Í ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ × ÔÏÞËÅ M :

∂u

∂x
|M(1,2) = (3x2 − y)|x=1,y=2 = 1,

∂u

∂y
|M(1,2) = −x|x=1,y=2 = −1.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3)

(grad u)M = i − j = {1, −1}.
÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1) ÎÁÈÏÄÉÍ ∂u

∂a
. îÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ËÏÓÉÎÕÓÙ ×ÅË-

ÔÏÒÁ a = 5i − 3j, |a| =
√

52 + (−3)2 =
√
34 ÂÕÄÕÔ:

cosα =
5√
34

, cosβ =
−3√
34

.

ôÏÇÄÁ
∂u

∂a
= 1 · 5√

34
+ (−1) · ( −3√

34
) =

8√
34

.


