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Лабораторная работа №1 
Первичная обработка данных и проверка статистических гипотез 

 
>  

 
 

   

 
Чтение данных из файла 

 

  

 
 

 
Графическое представление данных: гистограммы и облако точек 
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Точечные оценки средних и среднеквадратичных отклонений X и Y 
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Корреляция и прямая линейной регрессии 
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Доверительные интервалы для средних и среднеквадратичных отклонений X 
и Y (α= значимость) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Проверка гипотезе о нормальном и равномерном законе распределения X 
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Эмпирические частоты статистики на интервалах гистограммы X 
 

 

 

   

 

 

 

 

     

 
Проверка гипотезе о показательном законе распределения Y 
 

 

>  
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Эмпирические частоты статистики на интервалах гистограммы Y 
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Проверка гипотезе о равенстве средних X и Y 

 

 

 

 

 

 
 

 

Проверка гипотезе о равенстве среднеквадратичных отклонений X и Y 
(дробь Q составляется таким образом, что в числителе стоит большее число!) 

 

 

 

 

 
 

 

 

Проверка гипотезе о равенстве нулю коэффициента корреляции 
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Лабораторная работа №2 
Методы оптимизации: линейное и нелинейное программирование 

 
 

animate3d({h, ln(x^2+3*y^2+0.1e-1)}, x = -1 .. 1, y = -1 .. 1, h = -5 .. 1, color = [x, 
y, z]); 
p1 := implicitplot([ln(x^2+3*y^2+0.1e-1) = -4, ln(x^2+3*y^2+0.1e-1) = .51, 
ln(x^2+3*y^2+0.1e-1) = -3, ln(x^2+3*y^2+0.1e-1) = -2, ln(x^2+3*y^2+0.1e-1) =  
-1, ln(x^2+3*y^2+0.1e-1) = 0, ln(x^2+3*y^2+0.1e-1) = 1], x = -2 .. 2, y = -1 .. 1); 
Поле градиента 
p2 := fieldplot([diff(ln(x^2+3*y^2+0.1e-1), x), diff(ln(x^2+3*y^2+0.1e-1), y)], x = 
-2 .. 2, y = -1 .. 1, fieldstrength = log); 
display(p1, p2, scaling = constrained); 

 
 
with(Optimization); 
Функция и ограничения 
NLPSolve(x-2*y+99*exp(-.1*(x-1.8)^2-.2*(y-2.1)^2), {(x-2)^2+(.1*y+.2)^2 <= 
1}, initialpoint = [x = 2, y = 5]); 

 
NLPSolve(x-2*y+99*exp(-.1*(x-1.8)^2-.2*(y-2.1)^2), {(x-2)^2+(.1*y+.2)^2 <= 
1}, initialpoint = [x = 2, y = 2], maximize); 

 
NLPSolve(x-2*y+99*exp(-.1*(x-1.8)^2-.2*(y-2.1)^2), {(x-2)^2+(.1*y+.2)^2 = 1}, 
maximize); 

 
a := plot3d(x-2*y+99*exp(-.1*(x-1.8)^2-.2*(y-2.1)^2), x = 0 .. 4, y = -15 .. 10);b 
:= implicitplot3d({(x-2)^2+(.1*y+.2)^2 = 1}, x = 0 .. 4, y = -15 .. 10, z = -20 .. 90, 
style = surface);display(a, b); 
 
restart; with(Optimization); with(plots);  
Решение оптимизационной задачи без ограничений 
F := proc (x, y) options operator, arrow; (x^2+y^2)^2+1/(x^2+y^2+.1)+(x^2-
2*x+1+y^2)^2+1/(x^2-2*x+1+y^2+.1) end proc; 
plot3d(F(x, y), x = .4 .. .6, y = -.95 .. .95, axes = boxed); 
minimize(F(x, y), location); 
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a := implicitplot(F(x, y) = 4.5, x = -2 .. 2, y = -2 .. 2, numpoints = 10000); 
b := implicitplot(F(x, y) = 3.81, x = -2 .. 2, y = -2 .. 2, numpoints = 10000); 
c := implicitplot(F(x, y) = 4.1, x = -2 .. 2, y = -2 .. 2, numpoints = 10000); 
d := implicitplot(F(x, y) = 4, x = -2 .. 2, y = -2 .. 2, numpoints = 10000); 
Линии уровня 
display(a, b, c, d); 

 
restart; with(Optimization); with(plots); 
p1 := plot3d((x^2+sin(x-y))*exp(-x^2-2*y^2), x = -3 .. 3, y = -3 .. 3, axes = 
boxed); 
plot3d((x^2+sin(x-y))*exp(-x^2-2*y^2), x = -3 .. 3, y = -3 .. 3, axes = boxed); 
a := cos(t); b := sin(t); c := (a^2+sin(a-b))*exp(-a^2-2*b^2); 
spacecurve([a, b, c], t = 0 .. 2*Pi, color = green, thickness = 3, axes = boxed); p2 := 
spacecurve([a, b, c], t = 0 .. 2*Pi, color = green, thickness = 3); 

 
 

display(p1, p2); 
S := NLPSolve((x^2+sin(x-y))*exp(-x^2-2*y^2), {x^2+y^2 = 1}, initialpoint = [x 
= -1, y = .1]);  

 
T := NLPSolve((x^2+sin(x-y))*exp(-x^2-2*y^2), {x^2+y^2 = 1}, initialpoint = [x 
= -1, y = .1], maximize);  
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p3 := pointplot3d([[rhs(S[2][1]), rhs(S[2][2]), S[1]]], color = red, symbolsize = 20, 
symbol = solidsphere); 
p4 := pointplot3d([[rhs(T[2][1]), rhs(T[2][2]), T[1]]], color = blue, symbolsize = 
20, symbol = solidsphere); 
display(p1, p2, p3, p4); 
R := NLPSolve((x^2+sin(x-y))*exp(-x^2-2*y^2), {x^2+y^2 <= 1}, initialpoint = 
[x = -1, y = .1]);  

p5 := pointplot3d([[rhs(R[2][1]), rhs(R[2][2]), R[1]]], color = magenta, symbolsize 
= 20, symbol = solidsphere); 
display(p1, p2, p3, p4, p5); 
e := 2*t+.1; f := (t^2+sin(t-e))*exp(-2*e^2-t^2); 
p6 := spacecurve([t, e, f], t = -1 .. 1, color = green, thickness = 3); 
display(p1, p6); 
U := NLPSolve((x^2+sin(x-y))*exp(-x^2-2*y^2), {y = 2*x+.1, -3 <= x, -3 <= y, x 
<= 3, y <= 3}, initialpoint = [x = -1, y = .1]);  

 

p7 := pointplot3d([[rhs(U[2][1]), rhs(U[2][2]), U[1]]], color = red, symbolsize = 
20, symbol = solidsphere); display(p1, p6, p7); 
Линейное программирование 
restart;with(plots); 
a := inequal({y <= 2+.1*x, x-y <= 1, 0 < x, 0 < y}, x = -4 .. 4, y = -4 .. 4, op-
tionsfeasible = (color = magenta), optionsopen = (color = blue), optionsclosed = 
(color = black, thickness = 2), optionsexcluded = (color = grey)); 
b := animate(implicitplot, [y-2*x = C, x = -4 .. 4, y = -4 .. 4, color = red, thickness 

= 3], C = -5 .. 2); 
display(a, b); 
S := solve({y = 2+.1*x, x-y = 1});  
assign(S); 
C := evalf(y-2*x);   
Симплекс-метод 
restart;with(Student); with(LinearAlgebra);with(simplex); 
initial := {x1+x2+x3+4*x4-x6 = 5, 2*x1+x2+4*x3+x4-x5 = 8}; 
Введем балансовые переменные и перепишем систему с целевой функцией 
cnsts := {x1+x2+x3+4*x4-x6 = 5, 2*x1+x2+4*x3+x4-x5 = 8}; 
obj := 10*x1+12*x2+8*x3+10*x4;  
Применим симплекс-метод в пакете 
minimize(obj, cnsts, NONNEGATIVE); 

 

eval(obj, [x1 = 0, x2 = 0, x3 = 9/5, x4 = 4/5, x5 = 0, x6 = 0]);  
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Теперь решение вручную (пошагово) 
Допустимое решение (начальная опорная точка): x1=3, x2=2, прочие равны 0. 
Запишем матрицу исходных коэффициентов 
A := Matrix(3, 7, {(1, 1) = 8, (1, 2) = 2, (1, 3) = 1, (1, 4) = 4, (1, 5) = 1, (1, 6) = -1, 
(1, 7) = 0, (2, 1) = 5, (2, 2) = 1, (2, 3) = 1, (2, 4) = 1, (2, 5) = 4, (2, 6) = 0, (2, 7) = -
1, (3, 1) = 0, (3, 2) = 10, (3, 3) = 12, (3, 4) = 8, (3, 5) = 10, (3, 6) = 0, (3, 7) = 0}); 
Pivot(%, 1, 2); 
MultiplyRow(%, 1, 1/2); 
Pivot(%, 2, 3); 
MultiplyRow(%, 2, 2); 
Pivot(%, 2, 5); MultiplyRow(%, 2, 1/7); 
Pivot(%, 1, 4); MultiplyRow(%, 1, 7/15); 
Симплекс-метод в теории игр 
restart;with(Student); 
Вручную 
with(LinearAlgebra); 
N := Matrix(3, 4, {(1, 1) = 25, (1, 2) = 40, (1, 3) = 113, (1, 4) = 129, (2, 1) = 65, (2, 
2) = 115, (2, 3) = 56, (2, 4) = 76, (3, 1) = 142, (3, 2) = 74, (3, 3) = 96, (3, 4) = 65}); 
Пишем ограничения для первого игрока, пользуясь столбцами платежной 
матрицы, L--->max 
sys := {25*x1+65*x2+142*x3 >= L, 40*x1+115*x2+74*x3 >= L, 
113*x1+56*x2+96*x3 >= L, 129*x1+76*x2+65*x3 >= L}; 
Вводим переменные невязки 
syst := {25*x1+65*x2+142*x3-z1 = L, 40*x1+115*x2+74*x3-z2 = L, 
113*x1+56*x2+96*x3-z3 = L, 129*x1+76*x2+65*x3-z4 = L}; 
Используем, что сумма вероятностей распределения в стратегии равна 1 
subs(x3 = 1-x1-x2, syst); display(%); 
Переписываем систему в стандартной форме (свободные члены - слева) 
syste := {65 = -64*x1-11*x2+z4+L, 74 = 34*x1-41*x2+z2+L, 96 = -
17*x1+40*x2+z3+L, 142 = 117*x1+77*x2+z1+L}; display(syste); 
Записываем коэффициенты в матрицу 
M := Matrix(4, 8, {(1, 1) = 142, (1, 2) = 117, (1, 3) = 77, (1, 4) = 1, (1, 5) = 0, (1, 
6) = 0, (1, 7) = 0, (1, 8) = 1, (2, 1) = 74, (2, 2) = 34, (2, 3) = -41, (2, 4) = 0, (2, 5) = 
1, (2, 6) = 0, (2, 7) = 0, (2, 8) = 1, (3, 1) = 96, (3, 2) = -17, (3, 3) = 40, (3, 4) = 0, 
(3, 5) = 0, (3, 6) = 1, (3, 7) = 0, (3, 8) = 1, (4, 1) = 65, (4, 2) = -64, (4, 3) = -11, (4, 
4) = 1, (4, 5) = 0, (4, 6) = 0, (4, 7) = 1, (4, 8) = 1}); 
Оставляем L только в последней строке 
Pivot(M, 4, 8); 
Удаляем последний столбец, получаем стандартную симплекс-матрицу 
%[1 .. 4, [1 .. 7]]; 
Pivot(%, 1, 2); 
MultiplyRow(%, 1, 1/181); 
Pivot(%, 2, 3); 
MultiplyRow(%, 2, -181/14054); 
Pivot(%, 3, 4); 
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MultiplyRow(%, 3, -14054/19149); 
x1, x2 ,z1 - базисные переменные, z2,z3,z4 свободные, 
L=Typesetting[delayDotProduct](40899/491.За, счет, true) свободных перемен-
ных увеличение L невозможно. Стратегия(x1, x2, x3); средний выигрыш L; 
x1 := evalf(4301/19149); x2 := evalf(7909/19149); x3 := 1-x1-x2; L := 
evalf(40899/491); 

    
Симплекс-метод 
Для второго игрока пишем неравенства по строкам 
sys1 := {25*y1+40*y2+113*y3+129*y4 <= K, 65*y1+115*y2+56*y3+76*y4 <= 
K, 142*y1+74*y2+96*y3+65*y4 <= K}; 
Вводим невязки 
syst1 := {25*y1+40*y2+113*y3+129*y4+v1 = K, 
65*y1+115*y2+56*y3+76*y4+v2 = K, 142*y1+74*y2+96*y3+65*y4+v3 = K}; 
Подставляем К, пользуясь 3-имуравнением в первые 2 уравнения (они со-
ставляют syst2;) ; подставляем в syst3; формулу полной вероятности y4 := 1-
y1-y2-y3; 
syst2 := {25*y1+40*y2+113*y3+129*y4+v1 = K, 
65*y1+115*y2+56*y3+76*y4+v2 = K}; syst3 := subs(K = 
142*y1+74*y2+96*y3+65*y4+v3, syst2); syst4 := subs(y4 = 1-y1-y2-y3, syst3); 
Пишем обращение к симплекс-методу 
cnstr := syst4; Obj := subs(y4 = 1-y1-y2-y3, 142*y1+74*y2+96*y3+65*y4+v3); 
with(simplex); 
minimize(Obj, cnstr, NONNEGATIVE); evalf(%); y1; 

 

 

 

ОТВЕТ 
Оптимальная стратегия второго игрока 
y1 := 0; y2 := .4286828964; y3 := .4678526841; y4 := 1-y1-y2-y3; 

    

Средний проигрыш второго игрока 
K := 9*(2747/6408)+31*(1499/3204)+65; 

 

evalf(%);   
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Лабораторная работа №3 
Анализ и прогнозирование временных рядов 

 
restart; with(Statistics); 
Число значащих цифр в результатах 
Digits := 4; 
Число групп и их объемы 
l := 3; n[1] := 10; n[2] := 7; n[3] := 5; N := n[1]+n[2]+n[3];  
Подготовка к вычислению средних и дисперсий 
S[3] := sum(C[i], i = 1 .. n[3]); S[2] := sum(B[i], i = 1 .. n[2]); S[1] := sum(A[i], i = 
1 .. n[1]); 
Q[1] := sum(n[k]*(m[x][k]-M[x])^2, k = 1 .. 3); Q[2] := sum((A[i]-m[x][1])^2, i = 
1 .. n[1])+sum((B[i]-m[x][2])^2, i = 1 .. n[2])+sum((C[i]-m[x][3])^2, i = 1 .. n[3]); 
sigma := sum((A[i]-M[x])^2, i = 1 .. n[1])+sum((B[i]-M[x])^2, i = 1 .. 
n[2])+sum((C[i]-M[x])^2, i = 1 .. n[3]); 
Генерация выборок нормальных распределений 
X := RandomVariable(Normal(3, 2)); A := Sample(X, n[1]);   

 

Y := RandomVariable(Normal(4.8, 2)); B := Sample(Y, n[2]);   
 

Z := RandomVariable(Normal(2.4, 2)); C := Sample(Z, n[3]);   
 

Групповые и межгрупповые средние и дисперсии 
M[x] := (S[1]+S[2]+S[3])/N;   

m[x][1] := S[1]/n[1]; m[x][2] := S[2]/n[2]; m[x][3] := S[3]/n[3]; 
   

Q[1]; Q[2]; sigma;       
sigma = Q[1]+Q[2];   
Выборочное значение критерия Фишера 
F := Q[1]*(N-l)/((l-1)*Q[2]); 
Надежность и квантиль распределения Фишера 
p := .95; Quantile(FRatio(l-1, N-l), p); 
Если F>Quantile, групповые средние различны c надежностью p 
Анализ и прогноз временного ряда 
restart; with(Statistics); with(plots); 
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Вводим X и Y, содержащих значения независимой x и зависимой y перемен-
ных. Имя файла выбирается по последней цифре зачетной книжки. 
N := 200; X := [seq(1 .. N)]; convert(X, Vector[row]);   
Y := readdata("0", 1); 
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ScatterPlot(X, Y); 

Здесь позвать преподавателя и посоветоваться о виде возможной регрессии. 
 
Нелинейная регрессия. Остаточная дисперсия 
NonlinearFit(a*x+c*exp(b*x), X, Y, x, initialvalues = [a = 2, b = -.1, c = -2]); a := 
'a'; b := 'b'; c := 'c'; NonlinearFit(ax+c*exp(b*x), X, Y, x, output = [residu-
alsumofsquares]); 

  
 
Сглаживающая кривая 
P := ScatterPlot(X, Y, lowess, degree = 3, thickness = 3); 
NonlinearFit(a+sin(b*x), X, Y, x, initialvalues = [a = 0, b = 2*Pi*(1/200)], output 
= [residualsumofsquares]);  
NonlinearFit(a+sin(b*x), X, Y, x, initialvalues = [a = 0, b = 2*Pi*(1/200)]); 

 
Q := plot(%, x = 1 .. N, thickness = 3, color = red);plots[display](P, Q); 

 
 

PolynomialFit(3, X, Y, x, output = [residualsumofsquares]);   
PolynomialFit(3, X, Y, x); 

 

S := plot(%, x = 1 .. N, thickness = 3, color = blue);plots[display](P, S); 
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y := Vector(200); 
Расчет отклонений от тренда 
for i from 1 by 1 to 200 do y[i]:=Y[i]-
(38.6216032895871210+2.94888304449808202*X[i]-0.233668075761351534e-
1*X[i]^2+0.595847204221020644e-4*X[i]^3); od: 
convert(y, Vector[row]); ScatterPlot(X, y); 

 
Расчет автокорреляций на один и два шага назад 
m := Mean(y); s := StandardDeviation(y); 

  
i := 'i'; rho[1] := 0; for i to 199 do rho[1] := rho[1]+(y[i]-m)*(y[i+1]-m) end do; 
rho[1] := rho[1]/(199*s^2);   

rho[2] := 0; for i to 198 do rho[2] := rho[2]+(y[i]-m)*(y[i+2]-m) end do; rho[2] := 
rho[2]/(198*s^2);  

Расчет модели автокорреляции АР(2) 
fsolve({alpha[2]*rho[1]+alpha[1]+rho[1] = 0, alpha[1]*rho[1]+alpha[2]+rho[2] = 
0});  

assign(alpha[1] = -.1738686864, alpha[2] = -0.9999346521e-1); 
Сглаженный прогноз, начиная с двух значений 

V := Vector(200); 
V[1] := Y[1]; V[2] := Y[2]; for i from 3 to 200 do V[i] := 
evalf(38.6216032895871210+2.94888304449808202*X[i]-
0.233668075761351534e-1*X[i]^2+0.595847204221020644e-4*X[i]^3-
alpha[1]*y[i-1]-alpha[2]*y[i-2]) end do;   
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Прогноз вперед на шаг 
i := 201; Prognoz[201] := evalf(38.6216032895871210+2.94888304449808202*i-
0.233668075761351534e-1*i^2+0.595847204221020644e-4*i^3-alpha[1]*y[i-1]-
alpha[2]*y[i-2]);   

Модель авторегрессии на фоне облака данных 
convert(V, Vector[row]); 
Q := ScatterPlot(X, V, color = green);plots[display](P, Q, S); 
 
Критерии случайности 
Критерий поворотных точек 
eta := 0; for i from 2 to N-1 do if `or`(y[i] > max(y[i-1], y[i+1]), y[i] < min(y[i-1], 
y[i+1])) then eta := eta+1 else eta := eta+0 end if end do;%; 
eta; `M&eta;` := 2/3*(N-2); `D&eta;` := (16*N-29)*(1/90); evalf((eta-
`M&eta;`)/sqrt(`D&eta;`));  
 
Критерий Кэндела 
P:=0   for i from 1 by 1 to  N-1 do   if ( y[i]> y[i+1]) then P:=P+1 else end if od: ; 
P; 

 
nu := 4*P/N(N-1)-1; `M&nu;` = 0;   

`D&nu;` := (2*(2*N+5))/(9*N(N-1));   

evalf(nu/sqrt(`D&nu;`)); 
То же для исходного ряда 
eta := 0; for i from 2 to N-1 do if `or`(Y[i] > max(Y[i-1], Y[i+1]), Y[i] < min(Y[i-
1], Y[i+1])) then eta := eta+1 else eta := eta+0 end if end do;%; 
eta; `M&eta;` := 2/3*(N-2); `D&eta;` := (16*N-29)*(1/90); evalf((eta-
`M&eta;`)/sqrt(`D&eta;`));  
P := 0; for i to N-1 do if Y[i] > Y[i+1] then P := P+1 else  end if end do;  
P;   

nu := 4*P/N(N-1)-1; `M&nu;` = 0;    

`D&nu;` := (2*(2*N+5))/(9*N(N-1));   

evalf(nu/sqrt(`D&nu;`));  
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