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ÊÎÍÒÐÎËÜÍÎÅ ÄÎÌÀØÍÅÅ ÇÀÄÀÍÈÅ

Çàäàíèå 1. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ôóíê-
öèè L íà îáëàñòè M , çàäàííîé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ.

1.1. L = 3x+ y, 1.2. L = 2x+ 2y,

M =


x+ y > 2,
x > 1

2 ,
y 6 4,
x− y 6 0.

M =


3x− 2y > −6,
3x+ y > 3,
x 6 3,
y > 0.

1.3. L = 2x+ 3y, 1.4. L = 3x− 4y,

M =


x+ 3y > 4,
x+ y 6 5,
x− 2y > −1,
y > 0.

M =


x+ 3y > 3,
x+ y 6 5,
x > 1,
y > 0.

1.5. L = x− y, 1.6. L = −x+ 2y,

M =


3 6 x+ y 6 7,
1 6 y 6 4,
x 6 4,
x > 0.

M =


x− 3y > 6,
x+ y > 1,
0 6 y 6 2,
x > 0.

1.7. L = 4x− y, 1.8. L = −2x− y,

M =


3x+ 4y > 12,
3x− y > 3,
x+ y 6 9,
y > 0.

M =


x+ y > 2,
3x+ y 6 6,
y 6 4,
x > 0.

1.9. L = x+ 3y, 1.10. L = −x− 3y,

M =


x+ y 6 6,
x+ 2y > 4,
x > 0,
y > 0.

M =


3x+ 2y > 4,
3x− 3y 6 4,
3x− 7y > −21,
x > 0.

Çàäàíèå 2. Íàéòè îïòèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ìàêñèìèçè-
ðóþùåå ëèíåéíóþ ôîðìó L ïðè óêàçàííîé ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé.

2.1. L = 2x1 − x4, 2.2. L = −x1 + x2 − x3 − x4 − x5, x1 + 2x2 + 5x3 = 20,
x2 + 2x4 − x5 = 5,
x1 + x2 − x3 − x6 = −8.

 x1 + x4 = 9,
3x1 + x2 − 4x3 = 2,
x1 + 2x3 + x5 = 6.

2.3. L = −x1 − x2, 2.4. L = 2x1 + x4, x1 − 2x3 + x4 = 2,
x2 − x3 + 2x4 = 1,
x3 − x4 + x5 = 5.

 x1 + x2 + 5x3 = 20,
x2 + 2x4 − x5 = 5,
x1 + x2 − x3 − x6 = 8.



4

2.5. L = −12x1 − 5x2 − 3x3, 2.6. L = −x1 − 2x2 − 3x3,{
4x1 + 3x2 + x3 = 180,
4x2 + 9x3 + 12x4 = 900.

{
x1 − 2x2 + 3x3 − x4 = −1,
2x1 − x2 − x3 + x5 = −1.

2.7. L = x3 − x1, 2.8. L = x2 − 2x3,{
x1 − 2x2 + x3 = 1,
x1 + 3x2 + x4 = 2.

{
2x1 + x2 − x3 − x4 = 2,
x2 − x4 = 1.

2.9. L = x2 + x3, 2.10. L = −5x1 + x3,{
x1 − x2 + x3 = 1,
x2 − 2x3 + x4 = 2.

{
x1 + x2 + 2x3 − x4 = 3,
x2 + 2x4 = 1.

Çàäàíèå 3. Íàéòè ðåøåíèå ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ 2 ïðè ïîìîùè
ñèìïëåêñ-òàáëèö.

Çàäàíèå 4. Ñîñòàâèòü ïëàí ïåðåâîçîê, îïòèìèçèðóþùèõ ñèòóàöèþ,
äàííûå êîòîðîé ñîáðàíû â òàáëèöó. (Â ïðàâûõ âåðõíèõ ÿ÷åéêàõ òàáëèöû óêà-
çàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê.)

4.1. bk
ai

60 80 100

155
6 10 4

85
12 2 8

4.2. bk
ai

65 85 90

90
7 9 5

150
10 1 6

4.3. bk
ai

50 90 110

165
3 8 7

85
9 4 6

4.4. bk
ai

55 100 75

80
7 8 4

150
10 6 5
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4.5. bk
ai

70 90 80

95
9 11 3

145
2 7 6

4.6. bk
ai

65 105 90

160
2 8 5

100
4 5 10

4.7. bk
ai

90 70 80

175
8 12 5

65
3 8 9

4.8. bk
ai

55 110 65

150
4 1 9

80
8 6 5

4.9. bk
ai

70 75 95

80
5 12 6

160
4 7 9

4.10. bk
ai

90 110 60

105
7 11 3

155
10 6 8
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Çàäàíèå 5.

5.1. Â èíñòðóìåíòàëüíîì îòäåëåíèè ñáîðî÷íîãî öåõà ðàáîòàþò òðè êëàäîâ-
ùèêà. Â ñðåäíåì çà 1 ìèíóòó çà èíñòðóìåíòîì ïðèõîäÿò 0, 8 ðàáî÷åãî
(λ = 0, 8). Îáñëóæèâàíèå îäíîãî ðàáî÷åãî çàíèìàåò ó êëàäîâùèêà âðå-
ìÿ t = 1 ìèíóòó. Î÷åðåäü íå èìååò îãðàíè÷åíèÿ. Ñòîèìîñòü 1 ìèíóòû
ðàáîòû ðàáî÷åãî ðàâíà 30 äåíåæíûõ åäèíèö, à êëàäîâùèêà � 15 äå-
íåæíûõ åäèíèö. Íàéäèòå ñðåäíèå ïîòåðè öåõà ïðè äàííîé îðãàíèçàöèè
îáñëóæèâàíèÿ â èíñòðóìåíòàëüíîì îòäåëåíèè (ñòîèìîñòü ïðîñòîÿ) ïðè
ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ðàáîòû.

5.2. Áèëåòíàÿ êàññà ðàáîòàåò áåç ïåðåðûâà. Áèëåòû ïðîäà¼ò îäèí êàññèð.
Ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ � 2 ìèíóòû íà êàæäîãî ÷åëîâåêà. Ñðåä-
íåå ÷èñëî ïàññàæèðîâ, æåëàþùèõ ïðèîáðåñòè áèëåòû â êàññå â òå÷åíèå
îäíîãî ÷àñà, ðàâíî λ = 20 ïàññàæèðîâ â ÷àñ. Îïðåäåëèòå ñðåäíþþ äëèíó
î÷åðåäè, âåðîÿòíîñòü ïðîñòîÿ êàññèðà, ñðåäíåå âðåìÿ íàõîæäåíèÿ ïàñ-
ñàæèðà â áèëåòíîé êàññå (â î÷åðåäè è íà îáñëóæèâàíèè), ñðåäíåå âðåìÿ
îæèäàíèÿ â î÷åðåäè â óñëîâèÿõ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ðàáîòû êàññû.

5.3. Ïîñò äèàãíîñòèêè àâòîìîáèëåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîêàíàëüíóþ ÑÌÎ
ñ îòêàçàìè. Çàÿâêà íà äèàãíîñòèêó, ïîñòóïèâøàÿ â ìîìåíò, êîãäà ïîñò
çàíÿò, ïîëó÷àåò îòêàç. Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà çàÿâîê íà äèàãíîñòèêó
λ = 0, 5 àâòîìîáèëÿ â ÷àñ. Ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü äèàãíîñòèêè
t = 1, 2 ÷àñà. Îïðåäåëèòå â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå âåðîÿòíîñòíûå õà-
ðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû.

5.4. Àâòîçàïðàâî÷íàÿ ñòàíöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÑÌÎ ñ îäíèì êàíàëîì îá-
ñëóæèâàíèÿ è îäíîé êîëîíêîé. Ïëîùàäêà ïðè ÀÇÑ äîïóñêàåò ïðåáûâà-
íèå â î÷åðåäè íà çàïðàâêó íå áîëåå òð¼õ àâòîìîáèëåé îäíîâðåìåííî.
Åñëè â î÷åðåäè óæå íàõîäèòñÿ òðè àâòîìîáèëÿ, î÷åðåäíîé àâòîìîáèëü,
ïðèáûâøèé ê ñòàíöèè, â î÷åðåäü íå ñòàíîâèòñÿ, à ïðîåçæàåò ìèìî. Ïîòîê
àâòîìîáèëåé, ïðèáûâàþùèõ äëÿ çàïðàâêè, èìååò èíòåíñèâíîñòü λ = 0, 7
àâòîìîáèëÿ â ìèíóòó. Ïðîöåññ çàïðàâêè ïðîäîëæàåòñÿ â ñðåäíåì 1, 25
ìèíóòû. Îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ÑÌÎ â ñòàöèîíàð-
íîì ðåæèìå.

5.5. Íà æåëåçíîäîðîæíóþ ñîðòèðîâî÷íóþ ãîðêó ïðèáûâàþò ñîñòàâû ñ èíòåí-
ñèâíîñòüþ λ = 2 ñîñòàâà â ÷àñ. Ñðåäíåå âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ãîðêà
îáñëóæèâàåò ñîñòàâ, ðàâíî 0, 4 ÷àñà. Ñîñòàâû, ïðèáûâàþùèå â ìîìåíò,
êîãäà ãîðêà çàíÿòà, ñòàíîâÿòñÿ â î÷åðåäü è îæèäàþò â ïàðêå ïðèáûòèÿ,
ãäå èìååòñÿ òðè çàïàñíûõ ïóòè, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ìîæåò îæèäàòü
îäèí ñîñòàâ. Ñîñòàâ, ïðèáûâøèé â ìîìåíò, êîãäà âñå òðè çàïàñíûõ ïóòè
â ïàðêå ïðèáûòèÿ çàíÿòû, ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü íà âíåøíèé ïóòü. Ïðè
óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå íàéäèòå ñðåäíåå ÷èñëî ñîñòàâîâ, îæèäàþùèõ â
î÷åðåäè (êàê â ïàðêå ïðèáûòèÿ, òàê è âíå åãî), ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â
ïàðêå ïðèáûòèÿ è íà âíåøíèõ ïóòÿõ, ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ ñîñòàâà â
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ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèáûâøèé ñîñòàâ çàéì¼ò
ìåñòî íà âíåøíèõ ïóòÿõ.

5.6. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàáîòà ÀÇÑ, íà êîòîðîé èìååòñÿ òðè çàïðàâî÷íûå êî-
ëîíêè. Çàïðàâêà îäíîé ìàøèíû äëèòñÿ â ñðåäíåì 3 ìèíóòû. Â ñðåäíåì
íà ÀÇÑ êàæäóþ ìèíóòó ïðèáûâàåò ìàøèíà, íóæäàþùàÿñÿ â çàïðàâêå
áåíçèíîì. ×èñëî ìåñò â î÷åðåäè íå îãðàíè÷åíî. Âñå ìàøèíû, âñòàâøèå
â î÷åðåäü íà çàïðàâêó, äîæèäàþòñÿ ñâîåé î÷åðåäè. Îïðåäåëèòå âåðîÿò-
íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû ÀÇÑ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.

5.7. Íà ñòàíöèþ òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÒÎ) àâòîìîáèëåé êàæäûå
äâà ÷àñà ïîäúåçæàåò â ñðåäíåì îäíà ìàøèíà. Ñòàíöèÿ èìååò 6 ïîñòîâ îá-
ñëóæèâàíèÿ. Î÷åðåäü àâòîìîáèëåé, îæèäàþùèõ îáñëóæèâàíèÿ, íå îãðà-
íè÷åííà. Ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ îäíîé ìàøèíû 2 ÷àñà. Îïðåäåëè-
òå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñòàíöèè òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ
àâòîìîáèëåé.

5.8. Ìàëîå òðàíñïîðòíîå ïðåäïðèÿòèå ýêñïëóàòèðóåò äåñÿòü ìîäåëåé àâòî-
ìîáèëåé îäíîé ìàðêè. Ïîòîê îòêàçîâ àâòîìîáèëåé èìååò èíòåíñèâíîñòü
λ = 0, 25 îòêàçà â äåíü. Ñðåäíåå âðåìÿ óñòðàíåíèÿ îäíîãî îòêàçà àâòî-
ìîáèëÿ îäíèì ìåõàíèêîì ðàâíî 2 ÷àñ. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà îáñëó-
æèâàíèÿ: âñå àâòîìîáèëè îáñëóæèâàþò äâà ìåõàíèêà ñ îäèíàêîâîé ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòüþ èëè âñå àâòîìîáèëè ïðåäïðèÿòèÿ îáñëóæèâàþò òðè
ìåõàíèêà ñ îäèíàêîâîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ. Íåîáõîäèìî âûáðàòü íàè-
ëó÷øèé âàðèàíò îðãàíèçàöèè îáñëóæèâàíèÿ àâòîìîáèëåé.

5.9. Â ìàãàçèíå ðàáîòàåò îäèí ïðîäàâåö, êîòîðûé ìîæåò îáñëóæèòü â ñðåä-
íåì 30 ïîêóïàòåëåé â ÷àñ. Ïîòîê ïîêóïàòåëåé ïðîñòåéøèé ñ èíòåíñèâ-
íîñòüþ, ðàâíîé 60 ïîêóïàòåëåé â ÷àñ. Âñå ïîêóïàòåëè �íåòåðïåëèâûå� è
óõîäÿò, åñëè â î÷åðåäè ñòîèò 5 ÷åëîâåê (ïîìèìî îáñëóæèâàåìûõ). Îïðå-
äåëèòå ñëåäóþùèå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàãàçèíà äëÿ ñòàöè-
îíàðíîãî ðåæèìà ðàáîòû: âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïîêóïàòåëÿ, àá-
ñîëþòíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ìàãàçèíà, ñðåäíþþ äëèíó î÷åðåäè,
ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè, ñðåäíåå âðåìÿ âñåãî îáñëóæèâàíèÿ,
âåðîÿòíîñòü ïðîñòîÿ ïðîäàâöà.

5.10. Èìååòñÿ äâóõêàíàëüíàÿ ïðîñòåéøàÿ ÑÌÎ ñ îòêàçàìè. Íà å¼ âõîä ïîñòó-
ïàåò ïîòîê çàÿâîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ = 3 çàÿâêè â ÷àñ. Ñðåäíåå âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ îäíîé çàÿâêè t = 0, 5 ÷àñà. Êàæäàÿ îáñëóæåííàÿ çàÿâêà
ïðèíîñèò äîõîä 5 äåíåæíûõ åäèíèö. Ñîäåðæàíèå êàíàëà îáõîäèòñÿ â 3
äåíåæíûå åäèíèöû â ÷àñ. Ðåøèòå, âûãîäíî ëè â ýêîíîìè÷åñêîì îòíîøå-
íèè óâåëè÷èòü ÷èñëî êàíàëîâ ÑÌÎ äî òð¼õ.

Çàäàíèå 6. Äàíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé öåïè Ìàðêîâà
Q è å¼ ìàòðèöà ïåðåõîäîâ P .

à) Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ÷åðåç 2 øàãà.
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á) Íàéòè ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.

â) Íàðèñîâàòü ðàçìå÷åííûé ãðàô ïåðåõîäîâ â öåïè.

6.1. Q = (1; 0; 0; 0), P =


0, 9 0 0, 1 0
0 0, 8 0, 1 0, 1
0 0 0, 7 0, 3
0, 2 0 0, 8 0



6.2. Q = (0; 1; 0; 0), P =


0, 1 0, 2 0, 7 0
0, 2 0, 1 0, 6 0, 1
0, 1 0, 5 0, 1 0, 3
0, 5 0, 3 0, 1 0, 1



6.3. Q = (0; 0; 1; 0), P =


0, 9 0 0, 1 0
0 0, 8 0, 1 0, 1
0 0 0, 7 0, 3
0 0 0, 8 0, 2



6.4. Q = (0; 0; 0; 1), P =


0, 1 0, 2 0, 2 0, 5
0, 2 0, 4 0, 1 0, 3
0 0 0, 5 0, 5
0 0, 7 0, 1 0, 2



6.5. Q = (0, 5; 0; 0; 0, 5), P =


0, 9 0 0, 1 0
0 0, 8 0, 1 0, 1
0 0 0, 7 0, 3
0 0 0, 8 0, 2



6.6. Q = (0; 0, 5; 0, 5; 0), P =


0, 1 0, 2 0, 3 0, 4
0 0, 8 0, 2 0
0 0 0, 7 0, 3
0 0 0, 8 0, 2



6.7. Q = (0; 0, 5; 0; 0, 5), P =


0, 1 0, 3 0, 1 0, 5
0, 2 0, 3 0, 3 0, 2
0, 3 0 0, 7 0
0 0, 2 0, 8 0



6.8. Q = (0, 5; 0, 25; 0, 25; 0), P =


0, 9 0 0, 1 0
0 0, 8 0, 1 0, 1
0 0 0, 7 0, 3
0, 4 0 0, 4 0, 2



6.9. Q = (0, 25; 0; 0, 5; 0, 25), P =


0, 1 0, 7 0, 1 0, 1
0, 1 0, 8 0 0, 1
0, 3 0 0, 7 0
0 0 0 1


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6.10. Q = (0, 25; 0, 25; 0, 25; 0, 25), P =


0, 3 0, 3 0, 1 0, 3
0, 6 0, 3 0, 1 0
0, 3 0 0, 7 0
0, 2 0, 4 0, 4 0


Çàäàíèå 7. Òðàíñïîðòíàÿ ñåòü çàäàíà ìàòðèöåé M . Íàéòè å¼ ìàêñè-

ìàëüíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü è íàðèñîâàòü ãðàô ìàêñèìàëüíîé çàãðóçêè
ýòîé ñåòè.

7.1. M =


0 9 6 0 0 0
0 0 3 4 6 0
0 0 0 3 3 0
0 0 0 0 0 8
0 0 0 0 0 6
0 0 0 0 0 0

 7.2. M =


0 7 4 0 0 0
0 0 0 3 4 0
0 0 0 2 2 0
0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 6
0 0 0 0 0 0



7.3. M =


0 5 4 0 0 0
0 0 0 2 5 0
0 0 0 3 4 0
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 6
0 0 0 0 0 0

 7.4. M =


0 8 3 0 0 0
0 0 0 4 5 0
0 0 0 2 3 0
0 0 0 0 0 4
0 0 0 0 0 7
0 0 0 0 0 0



7.5. M =


0 2 4 0 0 0
0 0 0 2 1 0
0 0 0 3 1 0
0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 7.6. M =


0 2 7 0 0 0
0 0 0 3 0 0
0 0 1 0 6 0
0 0 0 0 0 6
0 0 0 2 0 5
0 0 0 0 0 0



7.7. M =


0 7 2 0 0 0
0 0 0 5 3 0
0 0 0 1 3 0
0 0 0 0 1 5
0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 0

 7.8. M =


0 11 3 0 0 0
0 0 2 9 0 0
0 0 0 2 1 1
0 0 0 0 7 4
0 0 0 0 7 8
0 0 0 0 0 0



7.9. M =


0 6 3 0 0 0
0 0 0 4 3 0
0 0 0 2 4 0
0 0 0 0 1 6
0 0 0 0 0 4
0 0 0 0 0 0

 7.10. M =


0 5 10 0 0 0
0 0 0 5 1 2
0 3 0 6 1 0
0 0 0 0 5 7
0 0 0 0 0 7
0 0 0 0 0 0


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ÎÁÐÀÇÅÖ ÐÅØÅÍÈß

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÎÃÎ ÄÎÌÀØÍÅÃÎ ÇÀÄÀÍÈß

Çàäà÷à 1. Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ

Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà è îáëàñòü ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ
Ïóñòü çàäàíî ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x1 è x2

a1x1 + a2x2 + b > 0. (1)

Åñëè âåëè÷èíû x1 è x2 ðàññìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû òî÷êè ïëîñêîñòè,
òî ñîâîêóïíîñòü òî÷åê ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó (1), íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ðåøåíèé äàííîãî íåðàâåíñòâà. Îáëàñòüþ
ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (1) ÿâëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòü.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óñòàíîâèòü, êàêàÿ èç äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé ñîîòâåòñòâó-
åò íåðàâåíñòâó (1), äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ýòî íåðàâåíñòâî ê âèäó x2 6 kx1 + l
èëè ê âèäó x2 > kx1+ l. Â ïåðâîì ñëó÷àå èñêîìàÿ ïîëóïëîñêîñòü ëåæèò âûøå
ïðÿìîé x2 = kx1 + l, âî âòîðîì � íèæå å¼. Åñëè æå a2 = 0, òî íåðàâåíñòâî
ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó èç âèäîâ x1 6 h èëè x1 > h, ãäå h = −b/a1. Òî åñòü
ïîëóïëîñêîñòü ëåæèò ñïðàâà èëè ñëåâà îò ïðÿìîé x1 = h.

Â ñëó÷àå æå, êîãäà çàäàíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
a11x1 + a12x2 + b1 > 0,
a21x1 + a22x2 + b2 > 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + bm > 0,

(2)

ãäå m � êîíå÷íîå ÷èñëî, ïîëó÷èì ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïëîñ-
êîñòåé, îáðàçóþùåå ìíîãîóãîëüíóþ îáëàñòü D. Îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ îáëà-
ñòüþ ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (2). Ýòà îáëàñòü íå âñåãäà áûâàåò îãðà-
íè÷åíà, îíà ìîæåò áûòü è íåîãðàíè÷åííîé è äàæå ïóñòîé. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé
èìååò ìåñòî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (2) ïðîòèâîðå÷èâà. Ìîãóò áûòü
òàêæå ñëó÷àè ëèøíèõ íåðàâåíñòâ, âõîäÿùèõ â ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó è îïðåäå-
ëÿþùèõ ïðÿìûå, íå èìåþùèå ñ îáëàñòüþ D îáùèõ òî÷åê. Òàêèå íåðàâåíñòâà
ìîæíî èñêëþ÷èòü.

Îáëàñòü ðåøåíèé îáëàäàåò âàæíûì ñâîéñòâîì � îíà ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëîé, òî åñòü âìåñòå ñ ëþáûìè ñâîèìè äâóìÿ òî÷êàìè ñîäåðæèò è âåñü ñî-
åäèíÿþùèé èõ îòðåçîê. Ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ èìååò ñ îáëàñòüþ ïî êðàéíåé ìåðå
îäíó îáùóþ òî÷êó, ïðèòîì òàê, ÷òî âñÿ îáëàñòü ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò
ýòîé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ îïîðíîé ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé îáëàñòè.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè ñïîñîáîâ

îòûñêàíèÿ íàèáîëüøåãî èëè íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðè
íàëè÷èè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé.
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Ôóíêöèÿ, íàèáîëüøåå èëè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå êîòîðîé îòûñêèâàåò-
ñÿ, íàçûâàåòñÿ öåëåâîé ôóíêöèåé, à ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïðè
êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøåå èëè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåò òàê
íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûé ïëàí. Âñÿêàÿ æå äðóãàÿ ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèÿì, îïðåäåëÿåò äîïóñòèìûé ïëàí (ðåøåíèå).

Ïóñòü îãðàíè÷åíèÿ çàäàíû ñîâìåñòíîé ñèñòåìîé τ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
ñ n ïåðåìåííûìè: 

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn > b1,
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn > b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn > bm.

(3)

Ñðåäè íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå
ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (öåëåâàÿ ôóíêöèÿ)

L = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn + c0

ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå èëè, êàê ãîâîðÿò, ìàêñèìèçè-
ðîâàòü (ìèíèìèçèðîâàòü) ëèíåéíóþ ôîðìó L.

Ïîêàæåì, êàê ðåøàåòñÿ óêàçàííàÿ çàäà÷à ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì, äëÿ
÷åãî îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè. Ïóñòü, êðîìå òîãî, çàäàíà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ L =
= c1x1+c2x2+c0. Íàéä¼ì ñðåäè ìíîæåñòâà òî÷åê (x1;x2) èç îáëàñòè ðåøåíèé
ñîâìåñòíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ òàêèå, êîòîðûå ïðèäàþò çàäàííîé ëèíåéíîé
ôóíêöèè íàèìåíüøåå (íàèáîëüøåå) çíà÷åíèå.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ L ïðèíèìàåò ôèêñèðîâàííîå
çíà÷åíèå L = L0. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê åñòü ïðÿìàÿ c1x1+ c2x2+ c0 =
= L0, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó C(c1, c2), âûõîäÿùåìó èç íà÷àëà êîîðäè-
íàò. Åñëè ýòó ïðÿìóþ ïåðåäâèãàòü ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè âåêòîðà C, òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ L = c1x1 + c2x2 + c0 áóäåò
âîçðàñòàòü, à â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè � óáûâàòü.

Ïóñòü ïðè äâèæåíèè ïðÿìîé L â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè âåêòîðà
îíà âïåðâûå âñòðåòèòñÿ ñ ìíîãîóãîëüíèêîì ðåøåíèé â åãî âåðøèíå, òîãäà â
ýòîì ïîëîæåíèè Lmin ïðÿìàÿ L ñòàíîâèòñÿ îïîðíîé, è íà ýòîé ïðÿìîé ôóíê-
öèÿ L ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Ïðè äàëüíåéøåì äâèæåíèè â òîì
æå íàïðàâëåíèè (ïîëîæèòåëüíîì) ïðÿìàÿ L ïðîéä¼ò ÷åðåç äðóãóþ âåðøèíó
ìíîãîóãîëüíèêà ðåøåíèé, âûõîäÿ èç îáëàñòè ðåøåíèé, è ñòàíåò òàêæå îïîð-
íîé ïðÿìîé Lmax; íà íåé ôóíêöèÿ L ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñðåäè
âñåõ çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ íà ìíîãîóãîëüíèêå ðåøåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìèçàöèÿ è ìàêñèìèçàöèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè L =
= c1x1+c2x2+c0 íà ìíîãîóãîëüíèêå ðåøåíèé äîñòèãàþòñÿ â òî÷êàõ ïåðåñå÷å-
íèÿ ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ îïîðíûìè ïðÿìûìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè âåêòî-
ðó C(c1, c2). Îïîðíàÿ ïðÿìàÿ ìîæåò èìåòü ñ ìíîãîóãîëüíèêîì ðåøåíèé ëèáî
îäíó îáùóþ òî÷êó (âåðøèíó ìíîãîóãîëüíèêà), ëèáî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
òî÷åê (ýòî ìíîæåñòâî åñòü ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíèêà).
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Çàäàíèå 1.
Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè L = y −

− 2x íà îáëàñòè, çàäàííîé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ
x− y 6 1,
y 6 2 + 0, 1x,
x > 0,
y > 0.

Ðèñóíîê 1 èëëþñòðèðóåò ðåøåíèå çàäà÷è. Æèðíûìè ëèíèÿìè èçîáðà-
æåíû ïðÿìûå x − y = 1, y = 2 + 0, 1x, x = 0, y = 0. Ò¼ìíàÿ îáëàñòü �
ìíîãîóãîëüíèê ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ. Âåêòîð îáùåé íîðìàëè (−2; 1)
ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìûì y − 2x = C (ïîêàçàíû ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè).

Ðèñ. 1. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïðè ñìåùåíèè â íàïðàâëåíèè âåêòîðà íîðìàëè ëèíèÿ óðîâíÿ âïåðâûå
çàöåïèò ìíîãîóãîëüíèê â ïðàâîé âåðõíåé âåðøèíå. Êîîðäèíàòû âåðøèíû (îá-
ùåé òî÷êè ïðÿìûõ x− y = 1 è y = 2 + 0, 1x) ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ ñèñòåìó{

x− y = 1,
y = 2 + 0, 1x.

Ïîëó÷àåì x = 10
3 , y = 7

3 . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè êîîðäèíàòû â ôóíêöèþ L,
ïîëó÷àåì Lmin = −13

3 . Ïðè äàëüíåéøåì ñäâèãå â íàïðàâëåíèè íîðìàëè íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ â ëåâîì âåðõíåì óãëó (äàëåå ëèíèè óðîâíÿ óæå
íå áóäóò èìåòü îáùèõ òî÷åê ñ ìíîãîóãîëüíèêîì). Êîîðäèíàòû ëåâîé âåðõíåé
âåðøèíû ìîæíî èñêàòü êàê îáùóþ òî÷êó ïðÿìûõ x = 0 è y = 2+0, 1x. Îòñþ-
äà íàõîäèì òî÷êó (0; 2). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè êîîðäèíàòû â ôóíêöèþ L, ïîëó÷àåì
Lmax = 2.
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Çàäà÷à 2. Ñèìïëåêñ-ìåòîä

Ïîíÿòèå î ñèìïëåêñ-ìåòîäå
Ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ãåîìåòðè÷å-

ñêèì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíûì â ñëó÷àå äâóõ è äàæå òð¼õ ïåðåìåííûõ.
Äëÿ ñëó÷àÿ æå áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ñòàíîâèòñÿ
íåâîçìîæíûì. Òîãäà ïðèìåíÿþò òàê íàçûâàåìûé ñèìïëåêñ-ìåòîä, ïðèíàä-
ëåæàùèé ê ÷èñëó àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è ëèíåéíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé â âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäàõ îáû÷íî çàäà¼òñÿ ñè-
ñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm.

(4)

Ñðåäè íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) íàäî íàéòè
òàêèå, êîòîðûå ìàêñèìèçèðîâàëè áû ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

L = c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn + c0.

Çàìå÷àíèå î ñâÿçè çàäà÷ íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì
Ìàêñèìóì ôóíêöèè L(x) ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ôóíêöèè −L(x). Ïî-

ýòîìó, åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìóì, òî â ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ è
ïðèìåðàõ íàäî ïðîñòî çàìåíèòü L(x) íà −L(x).

Âûðàçèì x1, x2, ..., xr (r 6 m) ÷åðåç îñòàëüíûå ïåðåìåííûå:
x1 = a′1,r+1xr+1 + a′1,r+2xr+2 + ...+ a′1,nxn + b′1,
x2 = a′2,r+1xr+1 + a′2,r+2xr+2 + ...+ a′2,nxn + b′2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xr = a′r,r+1xr+1 + a′r,r+2xr+2 + ...+ a′r,nxn + b′r,

(5)

ãäå b′1 > 0, b′2 > 0, ..., b′r > 0.
Çàìå÷àíèå î íåðàâåíñòâàõ â óñëîâèè
Åñëè îãðàíè÷èòåëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû íåðàâåíñòâàìè, òî èõ ìîæíî

ïðåîáðàçîâàòü â ðàâåíñòâà ïóò¼ì ââåäåíèÿ íîâûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ, òàê íàçûâàåìûõ áàëàíñîâûõ (âûðàâíèâàþùèõ) ïåðåìåííûõ. Íà-
ïðèìåð, â íåðàâåíñòâå a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn 6 b1 äîñòàòî÷íî äîáà-
âèòü ê ëåâîé ÷àñòè íåêîòîðóþ âåëè÷èíó xn+1 > 0, è ïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn + xn+1 = b1.

Îãðàíè÷èòåëüíûå óñëîâèÿ ìîãóò çàäàâàòüñÿ è ñìåøàííûì îáðàçîì, òî
åñòü íåðàâåíñòâàìè è óðàâíåíèÿìè. Òîãäà óêàçàííûì ïóò¼ì èõ ìîæíî ñâåñòè
òîëüêî ê óðàâíåíèÿì.
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Ïåðåìåííûå (íåèçâåñòíûå) x1, x2, ..., xr íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè, à âåñü
íàáîð {x1, x2, ..., xr} � áàçèñîì, îñòàëüíûå ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíû-
ìè. Ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé (5) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé, ïðèâåä¼ííîé ê åäèíè÷-
íîìó áàçèñó. Ïîäñòàâëÿÿ â ëèíåéíóþ ôîðìó L âìåñòî áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ
èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå èç ñèñòåìû (5), ïîëó÷èì

L = γr+1xr+1 + γr+2xr+2 + ...+ γnxn + γ0.

Òåïåðü, ïîëàãàÿ âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ðàâíûìè íóëþ, íàéä¼ì çíà-
÷åíèÿ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ: x1 = b′1 > 0, x2 = b′2 > 0, ..., xr = b′r > 0. Òàêèì
îáðàçîì, ðåøåíèå (b′1, b

′
2, ..., b

′
r, 0, ..., 0) ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì � îíî

íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì ðåøåíèåì.
Äëÿ ïîëó÷åííîãî áàçèñíîãî ðåøåíèÿ çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôîðìû LB ðàâ-

íî γ0. Ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà ðàñïàäàåòñÿ íà ðÿä øàãîâ,
çàêëþ÷àþùèõñÿ â òîì, ÷òî îò äàííîãî áàçèñà B′ ìû ïåðåõîäèì ê äðóãîìó áà-
çèñó B′′ ñ òàêèì ðàñ÷¼òîì, ÷òîáû çíà÷åíèå L óâåëè÷èâàëîñü èëè, ïî êðàéíåé
ìåðå, íå óìåíüøàëîñü, òî åñòü LB′ 6 LB′′.

Èäåþ ìåòîäà ïðîñëåäèì íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.
Çàäàíèå 2.
Íàéòè îïòèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ìàêñèìèçèðóþùåå ëè-

íåéíóþ ôîðìó L = −x4 + x5 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ x1 + x4 − 2x5 = 1,
x2 − 2x4 + x5 = 2,
x3 + 3x4 + x5 = 3.

Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé-îãðàíè÷åíèé ñîâìåñòíà, òàê êàê ðàíãè ìàò-
ðèöû ñèñòåìû  1 0 0 1 −2

0 1 0 −2 1
0 0 1 3 1


è ðàñøèðåííîé ìàòðèöû  1 0 0 1 −2 1

0 1 0 −2 1 2
0 0 1 3 1 3


ñîâïàäàþò è ðàâíû 3. Ñëåäîâàòåëüíî, òðè ïåðåìåííûå (áàçèñíûå) ìîæíî ëè-
íåéíî âûðàçèòü ÷åðåç äâå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå. Âûðàçèì, íàïðèìåð, ïå-
ðåìåííûå x1, x2 è x3 ÷åðåç ïåðåìåííûå x4, x5, òî åñòü ïðèâåä¼ì ñèñòåìó ê
åäèíè÷íîìó áàçèñó:  x1 = 1− x4 + 2x5,

x2 = 2 + 2x4 − x5,
x3 = 3− 3x4 − x5.

(6)

Ëèíåéíóþ ôîðìó L = −x4 + x5 âûðàçèì ÷åðåç ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå
x4, x5 (â äàííîì ïðèìåðå L óæå âûðàæåíà ÷åðåç x4 è x5). Òåïåðü ïðè x4 = 0,
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x5 = 0 íàéä¼ì çíà÷åíèÿ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ: x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3. Òàêèì
îáðàçîì, ïåðâîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé åñòü (1, 2, 3, 0, 0).
Ïðè íàéäåííîì äîïóñòèìîì ðåøåíèè ëèíåéíàÿ ôîðìà L èìååò çíà÷åíèå 0, òî
åñòü L1 = 0.

Òåïåðü ïîïûòàåìñÿ óâåëè÷èòü çíà÷åíèå L1. Óâåëè÷åíèå x4 óìåíüøèò L1,
òàê êàê ïåðåä x4 ñòîèò îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò, à óâåëè÷åíèå x5 äà¼ò
óâåëè÷åíèå è L1. Ïîýòîìó óâåëè÷èì çíà÷åíèå x5 òàê, ÷òîáû ÷èñëà x1, x2, x3
íå ñòàëè îòðèöàòåëüíûìè, îñòàâèâ x4 = 0. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
ñëåäóåò, ÷òî x5 ìîæíî óâåëè÷èòü äî 2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ: x1 = 5, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 0, x5 = 2. Èëè, â âåêòîðíîé
ôîðìå, (5, 0, 1, 0, 2).

Çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôîðìû L ïðè ýòîì äîïóñòèìîì ðåøåíèè ðàâíî L2 =
= 2, òî åñòü íà âòîðîì øàãå îíî óâåëè÷èëîñü.

Äàëåå, ïðèìåì çà ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå x2 è x4, òî åñòü èìåííî òå
ïåðåìåííûå, êîòîðûå â íîâîì ðåøåíèè èìåþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Ñ ýòîé öå-
ëüþ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6) âûðàçèì x5 ÷åðåç x2 è x4 è ïîëó÷èì
x5 = 2− x2 + 2x4.

Òîãäà, 
x1 = 5− 2x2 + 3x4,
x3 = 1 + x2 − 5x4,
x5 = 2− x2 + 2x4,
L = 2− x2 + x4.

(7)

Äëÿ óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ L áóäåì óâåëè÷èâàòü x4. Èç âòîðîãî óðàâíå-
íèÿ ñèñòåìû (7) âèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè íåîòðèöàòåëüíîñòè x3 çíà÷åíèå x4
ìîæíî äîâåñòè äî x4 = 1/5 . Ïðè ýòîì óñëîâèè íîâîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå
åñòü x1 = 28/5, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 1/5, x5 = 12/5 èëè (28/5, 0, 0, 1/5, 28/5).
Çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôîðìû ïðè ýòîì L3 = 11/5.

Âûðàçèì òåïåðü x1, x4, x5 ÷åðåç ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå x2 è x3:
x1 =

28
5 −

3
5x3 −

7
5x2,

x4 =
1
5 −

1
5x3 +

1
5x2,

x5 =
12
5 −

2
5x3 −

3
5x2,

L = 11
5 −

1
5x3 −

4
5x2.

Òàê êàê â ïîñëåäíåé ëèíåéíîé ôîðìå îáå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå âõîäÿò
ñ îòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå L äîñòèãàåòñÿ
ïðè x2 = 0, x3 = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå (28/5, 0, 0, 1/5, 28/5)
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è Lmax = 11/5.
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Çàäà÷à 3. Ñèìïëåêñíûå òàáëèöû

Ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé ñâåä¼ì ê åäèíè÷íîìó áàçèñó:
x1 + a1,r+1xr+1 + a1,r+2xr+2 + ...+ a1,nxn = b1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xi + ai,r+1xr+1 + ai,r+2xr+2 + ...+ ai,nxn = bi,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xr + ar,r+1xr+1 + ar,r+2xr+2 + ...+ ar,nxn = br.

à ëèíåéíóþ ôîðìó L � ê âèäó

L+ γr+1xr+1 + ...+ γjxj + ...+ γnxn = γ0. (8)

Â âèäå òàáëèöû ýòè äàííûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

Áàçèñíûå
ïåðåìåííûå

Ñâîáîäíûå
÷ëåíû

x1 . . . xi . . . xr xr+1 . . . xj . . . xn

x1 b1 1 . . . 0 . . . 0 a1,r+1 . . . a1j . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xi bi 0 . . . 1 . . . 0 ai,r+1 . . . aij . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xr br 0 . . . 0 . . . 1 ar,r+1 . . . arj . . . arn
L γ0 0 . . . 0 . . . 0 γr+1 . . . γj . . . γn

Ðàâåíñòâî (8) áóäåì íàçûâàòü ïðèâåä¼ííûì (ê ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì)
âûðàæåíèåì äëÿ ôóíêöèè L, à êîýôôèöèåíòû γj � îöåíêàìè (èíäåêñàìè)
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ xj.

Àëãîðèòì ïåðåñ÷¼òà ñèìïëåêñ-òàáëèö.

1. Âûáèðàþò ðàçðåøàþùèé ñòîëáåö ap èç óñëîâèÿ: îöåíêà γp < 0 è õîòÿ áû
îäèí ýëåìåíò aip > 0.

2. Âûáèðàþò ðàçðåøàþùóþ ñòðîêó íîìåð q èç óñëîâèÿ

bq
aqp

= min

{
bi
aip

}
äëÿ aip > 0.

3. Ïðîèçâîäÿò ïåðåñ÷¼ò ýëåìåíòîâ ðàçðåøàþùåé q-é ñòðîêè ïî ôîðìóëå

a′qk =
aqk
aqp

, k = 0, 1, ..., n.

4. Âû÷èñëÿþò ýëåìåíòû âñåõ îñòàëüíûõ ñòðîê ïî ôîðìóëå

a′ik = aik − a′qkaip, i = 0, 1, ..., q − 1, q + 1, ..., r.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå î÷åðåäíîãî ïåðåñ÷¼òà ñèìïëåêñ-òàáëèöû íà ìåñòå
ðàçðåøàþùåãî ýëåìåíòà áóäåò ñòîÿòü åäèíèöà, à âñå îñòàëüíûå ÷èñëà â ðàç-
ðåùàþùåì ñòîëáöå ñòàíóò íóëÿìè.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó îñíîâíóþ òåîðåìó ñèìïëåêñíîãî ìåòîäà:

Ò Å Î Ð Å Ì À. Åñëè ïîñëå âûïîëíåíèÿ î÷åðåäíîé èòåðàöèè:

1) íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà îòðèöàòåëüíàÿ îöåíêà è â êàæäîì ñòîëáöå ñ
òàêîé îöåíêîé îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò, òî
åñòü γk > 0 äëÿ íåêîòîðûõ k, è aik > 0 äëÿ òåõ æå k è íåêîòîðîãî i,
òî ìîæíî óëó÷øèòü ðåøåíèå, âûïîëíèâ ñëåäóþùóþ èòåðàöèþ;

2) íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà îòðèöàòåëüíàÿ îöåíêà, ñòîëáåö êîòîðîé íå
ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü γk < 0, aik < 0 äëÿ
êàêîãî-òî k è âñåõ i, òî ôóíêöèÿ L íå îãðàíè÷åíà â îáëàñòè äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé (Lmax →∞);

3) âñå îöåíêè îêàæóòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè, òî åñòü γk > 0 äëÿ âñåõ k,

òî äîñòèãíóòî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Çàäàíèå 3.
Íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè L = 7x1 + 5x2 íà ìíî-

æåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé
2x1 + 3x2 + x3 = 19,
2x1 + x2 + x4 = 13,
3x2 + x5 = 15,
3x1 + x6 = 18.

Ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé
2 3 1 0 0 0
2 1 0 1 0 0
0 3 0 0 1 0
3 0 0 0 0 1


ðàâåí 4. Ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû òàêæå ðàâåí 4. Ñëåäîâàòåëüíî,÷åòûðå
ïåðåìåííûå (áàçèñíûå) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äâå (ñâîáîäíûå), òî åñòü

x3 = 19− 2x1 − 3x2,
x4 = 13− 2x1 − x2,
x5 = 15− 3x2,
x6 = 18− 3x1.

Ëèíåéíàÿ ôîðìà L = 7x1 + 5x2, L − 7x1 − 5x2 = 0 óæå âûðàæåíà ÷åðåç ýòè
æå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå. Èìååì èñõîäíóþ òàáëèöó (ñì. òàáëèöó 1).
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Òàáëèöà 1

Áàçèñíûå
ïåðåìåííûå

Ñâîáîäíûå
÷ëåíû

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x3 19 2 3 1 0 0 0
x4 13 2 1 0 1 0 0
x5 15 0 3 0 0 1 0
x6 18 3 0 0 0 0 1
L 0 -7 -5 0 0 0 0

Âûÿñíÿåì, èìåþòñÿ ëè â ïîñëåäíåé (èíäåêñíîé) ñòðîêå îòðèöàòåëüíûå
÷èñëà. Òàêèõ ÷èñåë äâà: −7 è −5. Áåð¼ì, íàïðèìåð, −5 è ïðîñìàòðèâàåì
ñòîëáåö äëÿ x2. Â ýòîì ñòîëáöå èìååì òðè ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòà 3, 1, 3.
Äåëèì íà ýòè ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîáîäíûå ÷ëåíû: 19/3, 13/1, 15/3. Èç
ïîëó÷åííûõ ÷àñòíûõ íàèìåíüøåå åñòü 15/3. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøàþùèì
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò 3, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè äëÿ x5 è ñòîëáöà äëÿ x2.
Íîâûé áàçèñ ñîñòîèò èç x3, x4, x2, x6. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ñëåäóþùåé òàáëèöû
óìíîæèì âûäåëåííóþ ñòðîêó òàáëèöû 1 íà 1/3, ÷òîáû ïîëó÷èòü íà ìåñòå
ðàçðåøàþùåãî ýëåìåíòà 1 è ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì ñòðîêó ïèøåì íà ìå-
ñòå ïðåæíåé. Ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ ñòðîê ïðèáàâëÿåì âíîâü ïîëó÷åííóþ,
óìíîæåííóþ íà òàêîå ÷èñëî, ÷òîáû â êëåòêàõ ñòîëáöà äëÿ x2 ïîÿâèëèñü íó-
ëè, è ïèøåì ïðåîáðàçîâàííûå ñòðîêè íà ìåñòå ïðåæíèõ. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ
ïåðâàÿ èòåðàöèÿ.

Òàáëèöà 2

Áàçèñíûå
ïåðåìåííûå

Ñâîáîäíûå
÷ëåíû

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x3 4 2 0 1 0 -1 0
x4 8 2 0 0 1 -1/3 0
x2 5 0 1 0 0 1/3 0
x6 18 3 0 0 0 0 1
L 25 -7 0 0 0 5/3 0

Òåïåðü âñå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê òàáëèöå 2, òî
åñòü âûïîëíÿåì âòîðóþ èòåðàöèþ. Íîâûé ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò, íàõîäÿùèé-
ñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè äëÿ x3 è ñòîëáöà äëÿ x1, åñòü 2.
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Òàáëèöà 3

Áàçèñíûå
ïåðåìåííûå

Ñâîáîäíûå
÷ëåíû

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 2 1 0 1/2 0 -1/2 0
x4 4 0 0 -1 1 2/3 0
x2 5 0 1 0 0 1/3 0
x6 12 0 0 -3/2 0 3/2 1
L 39 0 0 7/2 0 -11/6 0

Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé òàáëèöå. Òî æå ïîâòîðèì ïðèìåíèòåëüíî ê
òàáëèöå 3. Çäåñü ðàçðåøàþùèì ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò 2/3, íàõîäÿùèéñÿ íà ïåðå-
ñå÷åíèè ñòðîêè äëÿ x4 è ñòîëáöà äëÿ x5. Ïåðåõîäèì ê òàáëèöå 4.

Òàáëèöa 4

Áàçèñíûå
ïåðåìåííûå

Ñâîáîäíûå
÷ëåíû

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 5 1 0 −1/4 3/4 0 0
x5 6 0 0 −3/2 3/2 1 0
x2 3 0 1 1/2 −1/2 0 0
x6 3 0 0 3/4 −9/4 0 1
L 50 0 0 3/4 11/4 0 0

Ïîñêîëüêó â èíäåêñíîé ñòðîêå íåò îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ìû ïîëó÷èëè
îïòèìàëüíûé ïëàí (5, 3, 0, 0, 6, 3) è íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôîðìû
L åñòü Lmax = 50.

Çàäà÷à 4. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à

Îäíîé èç òèïè÷íûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàê
íàçûâàåìàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à. Îíà âîçíèêàåò ïðè ïëàíèðîâàíèè íàèáî-
ëåå ðàöèîíàëüíûõ ïåðåâîçîê ãðóçîâ. Â îäíèõ ñëó÷àÿõ ýòî îçíà÷àåò îïðåäåëå-
íèå òàêîãî ïëàíà ïåðåâîçîê, ïðè êîòîðîì ñòîèìîñòü ïîñëåäíèõ áûëà áû ìè-
íèìàëüíà, à âäðóãèõ � áîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âûèãðûø âî âðåìåíè. Ïåðâàÿ
çàäà÷à ïîëó÷èëà íàçâàíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ïî êðèòåðèþ ñòîèìîñòè,
à âòîðàÿ � òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ïî êðèòåðèþ âðåìåíè.

Ïåðâàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü ðåøåíà ñèìïëåêñíûì ìåòîäîì. Îäíàêî, â ñèëó îñî-
áåííîñòåé ýòîé çàäà÷è, å¼ ìîæíî ðåøèòü ïðîùå.

Ïóñòü â p ïóíêòàõ îòïðàâëåíèÿ íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî a1, a2, ..., ap
åäèíèö îäíîðîäíîãî ãðóçà, êîòîðûé äîëæåí áûòü äîñòàâëåí q ïîòðåáèòåëÿì â
êîëè÷åñòâàõ b1, b2, ..., bq åäèíèö. Çàäàíû ñòîèìîñòè cik ïåðåâîçîê åäèíèöû ãðó-
çà èç ïóíêòà îòïðàâëåíèÿ i â ïóíêò ïîòðåáëåíèÿ k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xik > 0
(i = 1, 2, ..., p; k = 1, 2, ..., q) êîëè÷åñòâî åäèíèö ãðóçà, ïåðåâîçèìîãî ñî ñêëà-
äà i ïîòðåáèòåëþ k; òîãäà ïåðåìåííûå xik äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì
îãðàíè÷èòåëüíûì óñëîâèÿì:
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

q∑
k=1

xik = ai, i = 1, 2, ..., p,

p∑
i=1

xik = bk, k = 1, 2, ..., q,

xik > 0.

Ñóììàðíûå çàòðàòû íà ïåðåâîçêè ðàâíû

L = c11x11 + c12x12 + ...+ cpqxpq =
∑
i,k

cikxik.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåòñÿ íàéòè pq ïåðåìåííûõ xik, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óêàçàííûì óñëîâèÿì è ìèíèìèçèðóþùèõ öåëåâóþ ôóíêöèþ L.

Òàáëèöà 5

bk
ai

b1 b2 . . . bk . . . bq

a1
c11 c12 . . .

c1k . . .
c1q

x11 x12 x1k x1q

a2
c21 c22 . . .

c2k . . .
c2q

x21 x22 x2k x2q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai
ci1 ci2 . . .

cik . . .
ciq

xi1 xi2 xik xiq

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ap
cp1 cp2 . . .

cpk . . .
cpq

xp1 xp2 xpk xpq

Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà:

1) îïðåäåëåíèå èñõîäíîãî îïîðíîãî ðåøåíèÿ;

2) ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèé, òî åñòü ïðèáëèæåíèå ê îïòè-
ìàëüíîìó ðåøåíèþ.

Îïðåäåëåíèå èñõîäíîãî îïîðíîãî ðåøåíèÿ
Ïóñòü ìû èìååì òàáëèöó èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Èñõîäíîå îïîðíîå

ðåøåíèå áóäåì ñòðîèòü ïî òàê íàçûâàåìîìó ïðàâèëó �ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà�.
Çàïîëíèì âûøåóêàçàííóþ òàáëèöó, íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî âåðõíåãî óãëà, äâèãàÿñü
äàëåå ïî ñòðîêå âïðàâî èëè ïî ñòîëáöó âíèç. Â êëåòêó (a1, b1) çàíåñ¼ì ìåíüøåå
èç ÷èñåë a1 è b1, òî åñòü x11 = min{a1, b1}.

Åñëè a1 > b1, òî x11 = b1 è ïåðâûé ñòîëáåö �çàêðûò�, òî åñòü ïîòðåáíîñòè
ïåðâîãî ïîòðåáèòåëÿ óäîâëåòâîðåíû ïîëíîñòüþ. Äâèãàåìñÿ äàëåå ïî ïåðâîé
ñòðîêå, çàïèñûâàÿ â ñîñåäíþþ êëåòêó (a1, b2) ìåíüøåå èç ÷èñåë a1 − b1 è b2,
òî åñòü x12 = min{a1 − b1, b2}.
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Åñëè æå b2 > a1, òî àíàëîãè÷íî �çàêðûâàåòñÿ� ïåðâàÿ ñòðîêà è äà-
ëåå ïåðåõîäèì ê çàïîëíåíèþ ñîñåäíåé êëåòêè (a2, b1), êóäà çàíîñèì x21 =
= min{a2, b1−a1}. Áóäåì ïðîäîëæàòü ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà íà êàêîì-
òî ýòàïå íå èñ÷åðïûâàþòñÿ ðåñóðñû ap è ïîòðåáíîñòè bq.

Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà íà ïðèìåðå.
Çàäàíèå 4.
Â äâóõ ïóíêòàõ îòïðàâëåíèÿ A è B íàõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî 150 è

90 òîíí ãîðþ÷åãî. Â ïóíêòû 1, 2, 3 òðåáóåòñÿ äîñòàâèòü ñîîòâåòñòâåííî 60,
70 è 110 òîíí ãîðþ÷åãî. Ñòîèìîñòè ïåðåâîçêè òîííû ãîðþ÷åãî èç ïóíêòà A
â ïóíêòû 1, 2, 3 ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî 6, 10 è 4 äåíåæíûõ åäèíèö, à
èç ïóíêòà B � ñîîòâåòñòâåííî 12, 2 è 8 äåíåæíûõ åäèíèö. Ñîñòàâèòü îïòè-
ìàëüíûé ïëàí ïåðåâîçîê ãîðþ÷åãî òàê, ÷òîáû îáùàÿ ñóììà òðàíñïîðòíûõ
ðàñõîäîâ áûëà íàèìåíüøåé.

Çàïèøåì èñõîäíûå äàííûå â òàáëèöó 6. Çàïîëíåíèå íà÷í¼ì ñ êëåòêè
(a1, b1): x11 = min{150, 60} = 60, ïåðâûé ñòîëáåö çàêðûò. Ïåðåõîäèì ê êëåòêå
(a1, b2): x12 = min{150− 60, 70} = 70, âòîðîé ñòîëáåö çàêðûò. Äàëåå, ïåðåõî-
äèì ê êëåòêå (a1, b3): x13 = min{150− 60− 70, 110} = 20. Òàê êàê â òðåòüåì
ñòîëáöå îêàçàëñÿ îñòàòîê, ðàâíûé 90, òî ïåðåõîäèì ê çàïîëíåíèþ êëåòêè
(a2, b3), êóäà çàíîñèì x23 = min{90, 90} = 90. Ïîñêîëüêó îñòàòêè ïî ñòðîêå
è ñòîëáöó ðàâíû íóëþ, îïîðíîå èñõîäíîå ðåøåíèå ïîñòðîåíî. Ýòîìó ïëàíó
ñîîòâåòñòâóþò çàòðàòû â êîëè÷åñòâå L = 6 · 60+10 · 70+4 · 20+8 · 90 = 1860
äåíåæíûõ åäèíèö.

Òàáëèöà 6

1 2 3
bk

ai

60 70 110

A 150
6 10 4

60 70 20

B 90
12 2 8

90

Â ïðàâèëå �ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà� íå ó÷èòûâàåòñÿ âåëè÷èíà çàòðàò cik,
à ïîòîìó èñõîäíîå îïîðíîå ðåøåíèå ÷àñòî ìîæåò áûòü äàë¼êèì îò îïòèìàëü-
íîãî. Ïðèìåíÿþò òàêæå ïðè¼ì �ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà�, â êîòîðîì ó÷èòû-
âàåòñÿ âåëè÷èíà cik.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå èñõîäíîãî îïîðíîãî ðåøåíèÿ íà÷èíàþò ñ êëåò-
êè ñ íàèìåíüøåé âåëè÷èíîé cik, â äàííîì ïðèìåðå � ñ êëåòêè (a2, b2), ãäå c22 =
= 2 (ñì. òàáëèöó 7). Â ýòó êëåòêó çàíîñèì x22 = min{a2, b2} = min{90, 70} =
= 70. Îñòàòêè ïî ñòðîêå è ñòîëáöó çàïèñûâàåì â ñîîòâåòñòâóþùèå êëåòêè
ñòðîêè è ñòîëáöà îñòàòêîâ. Ñòîëáåö b2 çàêðûò. Òåïåðü ïåðåõîäèì ê êëåòêå
(a1, b3), òàê êàê ïîñëå c22 = 2 íàèìåíüøèì ÿâëÿåòñÿ c13 = 4. Â êëåòêó (a1, b3)
çàíîñèì x13 = min{a1−b1, b3} = min{150−60, 110} = 90. Çàòåì ïåðåõîäíèì ê
êëåòêå (a1, b1): x11 = min{a1, b1} = min{150, 60} = 60. Íàêîíåö, ïåðåõîäèì ê
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êëåòêå (a2, b3), â êîòîðóþ çàíîñèì x23 = min{a2−b2, b3} = min{90−70, 110} =
= 20.

Òàáëèöà 7

bk
ai

60 70 110 Îñòàòîê

150
6 10 4

60
60 90

90
12 2 8

20
70 20

Îñòàòîê 0 0 20

Ïðèìåíÿÿ ýòî ïðàâèëî, ìû ïîëó÷èëè äðóãîé âàðèàíò èñõîäíîãî îïîð-
íîãî ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðîì çàòðàòû L = 6 · 60 + 2 · 70 + 4 · 90 + 8 · 20 = 1020
äåíåæíûõ åäèíèö, òî åñòü ñóììà çàòðàò áëèæå ê îïòèìàëüíîìó ïëàíó.

Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèé
Ïîëó÷èâ èñõîäíîå îïîðíîå ðåøåíèå, ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ íî-

âûõ îïîðíûõ ðåøåíèé, óëó÷øàþùèõ ïðåäûäóùåå. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ìåòîä
ïîòåíöèàëîâ.

Èòàê, ïîñëå ïîñòðîåíèÿ èñõîäíîãî îïîðíîãî ðåøåíèÿ âñå ïåðåìåííûå
ðàçáèòû íà äâå ãðóïïû: xki � áàçèñíûå è xpq � ñâîáîäíûå. Ëèíåéíûå ôóíêöèè
ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê âûðàçÿòñÿ ÷åðåç ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå òàê:

L =
∑
p,q

γpqxpq + γ0. (9)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ γpq ïðè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ñî-
ïîñòàâèì êàæäîìó ïóíêòó îòïðàâëåíèÿ Ai íåêîòîðóþ âåëè÷èíó ui (i =
= 1, 2, . . . ,m), êîòîðóþ íàçîâ¼ì ïîòåíöèàëîì ïóíêòà Ai è êàæäîìó ïóíêòó
íàçíà÷åíèÿ Bj âåëè÷èíó vj � ïîòåíöèàë ïóíêòà Bj. Ñâÿæåì ýòè âåëè÷èíû
ðàâåíñòâîì uk+ vl = ckl, ãäå ckl � ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè îäíîé òîííû ãðóçà èç
ïóíêòà Ak â ïóíêò Bl.

Îòìåòèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé uk + vl = ckl, ñîñòàâëåííûõ äëÿ
âñåõ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ, ñîñòàâëÿåò ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé, ïðè÷¼ì çíà÷åíèå îäíîé èç ïåðåìåííûõ ìîæíî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíî,
è òîãäà çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû îäíîçíà÷íî.
Îáîçíà÷èì äëÿ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ñóììó ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòåíöèàëîâ
÷åðåç c′pq, òî åñòü up+vq = c′pq è íàçîâåì å¼ êîñâåííîé ñòîèìîñòüþ (â îòëè÷èå
îò çàäàííîé ñòîèìîñòè cpq). Òîãäà êîýôôèöèåíòû ïðè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ
â ñîîòíîøåíèè (9) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà γpq = cpq − c′pq.

Åñëè âñå âåëè÷èíû γpq íåîòðèöàòåëüíû, òî èñõîäíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì. Åñëè æå ñðåäè íèõ èìåþòñÿ îòðèöàòåëüíûå, òî ïåðåõîäèì ê
ñëåäóþùåìó áàçèñó ïóò¼ì óâåëè÷åíèÿ ÷ëåíà ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåí-
òîì, îñòàâëÿÿ äðóãèå ïåðåìåííûå ðàâíûìè íóëþ.



23

Âîñïîëüçóåìñÿ èçëîæåííûìè îáùèìè ïîíÿòèÿìè è ïðîäîëæèì ðåøåíèå
çàäà÷è. Ìû ïîëó÷èëè èñõîäíîå îïîðíîå ðåøåíèå (ñëåäóÿ ïðàâèëó �ìèíèìàëü-
íîãî ýëåìåíòà�):

x11 = 60, x12 = 0, x13 = 90, x21 = 0, x22 = 70, x23 = 20, L = 1020.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëîâ íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó

u1 + v1 = c11 = 6, u1 + v3 = c13 = 4, u2 + v2 = c22 = 2, u2 + v3 = c23 = 8.

Çíà÷åíèå îäíîãî èç íåèçâåñòíûõ çàäàäèì ïðîèçâîëüíî, íàïðèìåð, u1 = 1.
Òîãäà, v1 = 5, v3 = 3, u2 = 5, v2 = −3. Äàëåå âû÷èñëÿåì êîñâåííûå ñòîèìîñòè:

u1 + v2 = c′12 = −2, u2 + v1 = c′21 = 10.

Ïîäñ÷èòàåì òåïåðü ðàçíîñòè γpq = cpq − c′pq:

γ12 = c12 − c′12 = 10− (−2) = 12, γ21 = c21 − c′21 = 12− 10 = 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå L ÷åðåç ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå èìååò âèä
L = 1020 + 12x12 + 2x21. Ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåìåííûõ â ïðàâîé
÷àñòè íåò îòðèöàòåëüíûõ. Çíà÷èò, èñõîäíîå îïîðíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî �ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà� ñðàçó äà¼ò
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Ðåøèì òåïåðü ýòó æå çàäà÷ó ïðè óñëîâèè, ÷òî èñõîäíîå ðåøåíèå ïîëó-
÷åíî ïî ïðàâèëó �ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà�, òî åñòü

x11 = 60, x12 = 70, x13 = 20, x21 = 0, x22 = 0, x23 = 90, L = 1860.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëîâ íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó

u1 + v1 = c11 = 6, u1 + v2 = c12 = 10, u1 + v3 = c13 = 4, u2 + v3 = c23 = 8.

Ïîëàãàÿ u1 = 1, ïîëó÷èì v1 = 5, v2 = 9, v3 = 3, u2 = 5.
Âû÷èñëÿåì êîñâåííûå ñòîèìîñòè cpq:

u2 + v1 = c′21 = 10, u2 + v2 = c′22 = 14.

Ïîäñ÷èòàåì òåïåðü ðàçíîñòè γpq = cpq − c′pq:

γ21 = c21 − c′21 = 12− 10 = 2, γ22 = c22 − c′22 = 2− 14 = −12.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå L ÷åðåç ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå èìååò âèä
L = 1860+2x21−12x22. Ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåìåííûõ â ïðàâîé ÷àñòè
åñòü îòðèöàòåëüíûé ïðè x22, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ óìåíüøèòü L,
óâåëè÷èâ x22 (ñîõðàíèâ íóëåâîå çíà÷åíèå x21). Ïîëîæèì x22 = λ. Ïîñêîëü-
êó ñóììû çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì äîëæíû îñòàòüñÿ
íåèçìåííûìè, íóæíî ïðîèçâåñòè ñëåäóþùèé áàëàíñîâûé ïåðåñ÷¼ò:
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60 70− λ . . .
↑

→ 20 + λ
↓

...
λ . . .←

...
. . . 90− λ

Äîáàâëåíèå λ ê x22 êîìïåíñèðóåòñÿ âû÷èòàíèåì λ èç x12, à ýòî â ñâîþ
î÷åðåäü � ïðèáàâëåíèåì λ ê x13 è òàê äàëåå äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå âåðí¼ìñÿ
îáðàòíî ê x22. Îáõîäÿ êëåòêè ïî ïóíêòèðíîé ëîìàíîé ëèíèè, â îäíîé èç âåð-
øèí êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ x22, à â îñòàëüíûõ âåðøèíàõ �
áàçèñíûå ïåðåìåííûå (ïðè÷¼ì íå îáÿçàòåëüíî âñå), ìû ïîëó÷èì òàê íàçûâà-
åìûé öèêë ïåðåñ÷¼òà (ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ öèêëîì), îòâå÷àþùèé ñâîáîäíîé
êëåòêå x22. Êàê âèäíî èç òàáëèöû, äëÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ ÷èñëî
λ ìîæíî óâåëè÷èòü äî λ = 70, òîãäà ïîëó÷èì âòîðîå îïîðíîå ðåøåíèå:

60 0 90
0 70 20

Èòàê, x11 = 60, x12 = 0, x13 = 90, x21 = 0, x22 = 70, x23 = 20.
Çíà÷åíèå ôóíêöèè L äëÿ íåãî ñîñòàâëÿåò L = 1860− 12 · 70 = 1020, òî

åñòü ïîëó÷èëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (ñóäÿ ïî ïðåäûäóùåìó ðåøåíèþ).

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëà âû÷èñëåíèé ïî ìåòîäó ïîòåíöèàëîâ ñâîäÿòñÿ
ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

1. Íàõîäÿò ïîòåíöèàëû uk è vl âñåõ ïóíêòîâ îòïðàâëåíèÿ Ak è íàçíà÷åíèÿ
Bl .

2. Âûáèðàþò êàêóþ-íèáóäü ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ, äëÿ êîòîðîé ñóììà ïî-
òåíöèàëîâ ñòðîãî áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîèìîñòè, ýòî ñîîòâåòñòâóåò
ýëåìåíòó ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïðè ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé â
ïðàâîé ÷àñòè ôóíêöèè L .

3. Äëÿ âûáðàííîé â ïóíêòå 2 ïåðåìåííîé íàõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèé åé öèêë
ïåðåñ÷¼òà è ïðîèçâîäÿò ñäâèã ïî ýòîìó öèêëó. Ýòîò ñäâèã ïðèâîäèò ê
íîâîìó äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ.

4. Âûøåóêàçàííûå ïóíêòû 1 � 3 ïîâòîðÿþò äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷àò
îïòèìàëüíûé áàçèñ, òî åñòü íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû ïðè ñâî-
áîäíûõ ïåðåìåííûõ â ïðàâîé ÷àñòè ëèíåéíîé ôóíêöèè L.



25

Çàäà÷à 5. Ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ)

Ñõåìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ÑÌÎ

Ìîäåëè ÑÌÎ ñ ïðîñòåéøèìè ïîòîêàìè ñîáûòèé õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëå-
äóþùèìè âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè:

1) n � ÷èñëî êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ;

2) M � äîïóñòèìàÿ äëèíà î÷åðåäè;

• M = 0 � ñèñòåìà ñ îòêàçàìè;

• m = M <∞ � ñèñòåìà ñ îæèäàíèåì, îãðàíè÷åíèå ïî äëèíå î÷åðåäè;

• M =∞ � ñèñòåìà ñ îæèäàíèåì, äëèíà î÷åðåäè íå ðåãëàìåíòèðîâà-
íà;

3) λ � ïëîòíîñòü ïîòîêà çàÿâîê (â åäèíèöó âðåìåíè); λ = 1/t0, ãäå t0 �
ñðåäíèé èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè çàÿâêàìè;

4) µ � ïëîòíîñòü ïîòîêà îáñëóæèâàíèÿ (â åäèíèöó âðåìåíè); µ = 1/t̄, ãäå
t̄ � ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè;

5) ν � ïëîòíîñòü ïîòîêà óõîäà èç î÷åðåäè (â åäèíèöó âðåìåíè); ν = 1/ts,
ãäå ts � ñðåäíèé èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè óõîäàìè.

Â çàäà÷àõ íà ÑÌÎ íåîáõîäèìî áûâàåò îïðåäåëèòü ñëåäóþùèå âûõîäíûå
ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ñòàáèëüíûé (óñòàíîâèâøèéñÿ) ðåæèì:

1) p0 � âåðîÿòíîñòü ïðîñòîÿ (âñå êàíàëû ñâîáîäíû);

2) pk, k 6 n � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàíÿòû k êàíàëîâ (ìîæåò áûòü íå
âñå);

3) pn+s, 0 6 s 6 n + m � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàíÿòû âñå êàíàëû è s
çàÿâîê ñòîèò â î÷åðåäè;

4) pn+m, åñëè m = 0 èëè m = M < ∞ � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàíÿòû âñå
êàíàëû è âñå ìåñòà â î÷åðåäè, òî åñòü âåðîÿòíîñòü îòêàçà â îáñëóæèâà-
íèè;

5) pn+s, 0 6 s, M =∞ � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî î÷åðåäü èìååò äëèíó s;

6) ms � ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè;

7) ts � ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè;

8) T � ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå íà îáñëóæèâàíèè.
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Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: α =
λ

µ
; β =

ν

µ
.

Ñõåìû è ôîðìóëû

I. ÑÌÎ ñ îòêàçàìè (î÷åðåäü íå ïðåäóñìîòðåíà)

p0 =
1

n∑
k=0

αk

k!

, pk =
αk

k!
· p0, pîòêàçà = pn.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü q = 1− pn.

II. ÑÌÎ ñ îæèäàíèåì (î÷åðåäü íå îãðàíè÷åíà,
çàÿâêè èç î÷åðåäè óõîäÿò)

p0 =
1

n∑
k=0

αk

k! +
αn

n!

∞∑
s=1

αs

s∏
m=1

(n+mβ)

, pk =
αk

k!
· p0 (0 < k 6 n),

pn+s =
αn+s

n!
s∏

m=1
(n+mβ)

· p0 (s > 1).

Ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè ms = p0 ·

αn

n!

∞∑
s=1

sαs

s∏
m=1

(n+mβ)

 .

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà ïîêèíåò î÷åðåäü íåîáñëóæåííîé pH = β
αms.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü q = 1− pH .

Àáñîëþòíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü λ · q.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â ôîðìóëàõ äëÿ p0 è ms ñëåäóåò îãðàíè÷èâàòüñÿ
êîíå÷íûìè ñóììàìè, îáðûâàÿ ñóììèðîâàíèå ñ òîãî ìîìåíòà, êîãäà ïîñëåäó-
þùèå ñëàãàåìûå ñòàíîâÿòñÿ îòíîñèòåëüíî ìàëû.
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III. ÑÌÎ ñ îæèäàíèåì (î÷åðåäü íå îãðàíè÷åíà,
çàÿâêè èç î÷åðåäè íå óõîäÿò)

Ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû òîëüêî â ñëó÷àå α < n

p0 =
1

n∑
k=0

αk

k! +
αn+1

n!(n−α)

, pk =
αk

k!
·p0 (0 < k 6 n), pn+s =

αn+s

n! · ns
·p0 (s > 1).

Ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè ms = p0 ·
αn+1

n · n! · (1− α
n)

2
.

Cðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè ts =
ms

n·µ .

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà ïîêèíåò î÷åðåäü íåîáñëóæåííîé pH = 0.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü q = 1.

IV. ÑÌÎ ñ îæèäàíèåì (î÷åðåäü îãðàíè÷åíà äëèíîé m,
çàÿâêè èç î÷åðåäè íå óõîäÿò)

p0 =
1

n∑
k=0

αk

k! +
αn

n! ·
m∑
s=1

(
α
n

)s , pk =
αk

k!
· p0 (0 < k 6 n),

pn+s =
αn

n!
·
(α
n

)s
·p0 (m > s > 1).

Ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè ms =
m∑
s=1

s · pn+s.

Cðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè ts =
ms

n·µ .

Cðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå íà îáñëóæèâàíèè T = ts + t̄.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà ïîêèíåò ÑÌÎ íåîáñëóæåííîé pH = pn+m.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü q = 1− pH .
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Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ëþáîãî ïðè-
ìåðà íà÷èíàåòñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ òîãî, êàêàÿ èç âûøåïðèâåä¼ííûõ ñõåì ìîæåò
áûòü ïðèìåíåíà.

Çàäàíèå 5à. Â âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð êîëëåêòèâíîãî ïîëüçîâàíèÿ ñ
òðåìÿ ÝÂÌ ïîñòóïàþò çàêàçû îò ïðåäïðèÿòèé íà âû÷èñëèòåëüíûå ðàáîòû.
Åñëè ðàáîòàþò âñå òðè ÝÂÌ, òî âíîâü ïîñòóïàþùèé çàêàç íå ïðèíèìàåòñÿ, è
ïðåäïðèÿòèå âûíóæäåíî îáðàòèòüñÿ â äðóãîé âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð. Ïóñòü
ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ñ îäíèì çàêàçîì ñîñòàâëÿåò 3 ÷àñà. Èíòåíñèâíîñòü ïî-
òîêà çàÿâîê 0,25 ÷−1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü îòêàçà è îòíîñèòåëüíóþ ïðîïóñêíóþ
ñïîñîáíîñòü.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî â çàäà÷å îïèñàíà ÑÌÎ ñ îòêàçàìè.
Èìååì: n = 3, λ = 0, 25 ÷−1, t = 3 ÷. Íàõîäèì: α = λ ·t = 3 ·0, 25 = 0, 75,

p0 =
1

3∑
k=0

αk

k!

=
1

1 + α+ α2

2 + α3

6

=
10

21
,

pîòêàçà = p3 =
α3

3!
· p0 ≈ 0, 033, q ≈ 1− 0, 33 = 0, 67.

Çàäàíèå 5á. Íà àâòîçàïðàâî÷íîé ñòàíöèè óñòàíîâëåíû òðè êîëîíêè
äëÿ âûäà÷è áåíçèíà. Îêîëî ñòàíöèè íàõîäèòñÿ ïëîùàäêà íà òðè ìàøèíû
äëÿ èõ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè. Íà ñòàíöèþ ïðèáûâàåò â ñðåäíåì äâå ìàøèíû
â ìèíóòó. Ñðåäíåå âðåìÿ çàïðàâêè îäíîé ìàøèíû îäíà ìèíóòà. Òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü îòêàçà è ñðåäíþþ äëèíó î÷åðåäè.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî â çàäà÷å îïèñàíà ÑÌÎ ñ îãðàíè÷åíèåì ïî äëèíå
î÷åðåäè. Èìååì: n = 3, m = 3, λ = 2 ìèí−1, t = 1 ìèí, µ = 1/t = 1 ìèí−1.
Íàõîäèì: α = λ/µ = 2/1 = 2, òîãäà

p0 =
1

n∑
k=0

αk

k! +
αn

n! ·
m∑
s=1

(
α
n

)s =

=

(
1 + 2 +

22

2!
+

23

3!
+

23

3!

(
2

3
+

(
2

3

)2

+

(
2

3

)3
))−1

= 0.12,

ms =
m∑
s=1

s ·pn+s = p3+1+2p3+2+3p3+3 = p0
23

3!

(
2

3
+ 2

(
2

3

)2

+ 3

(
2

3

)3
)
≈ 0.4.

Çàäàíèå 5â. Â ïîðòó èìååòñÿ äâà ïðè÷àëà äëÿ ðàçãðóçêè ãðóçîâûõ
ñóäîâ. Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà ñóäîâ ðàâíà 0,8 ñóäîâ â ñóòêè. Ñðåäíåå âðåìÿ
ðàçãðóçêè îäíîãî ñóäíà ñîñòàâëÿåò äâîå ñóòîê. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî î÷åðåäü
îæèäàþùèõ ðàçãðóçêè ñóäîâ ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííîé äëèíû. Íàéòè ñðåä-
íåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ñóäíà â ïîðòó.
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Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî â çàäà÷å îïèñàíà ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åííîé î÷å-
ðåäüþ. Èìååì: t̄ = 2, λ = 0, 8 ñóò−1, µ = 1/t̄ = 0, 5 ñóò, α = λ/µ = 0, 8/0, 5 =
= 1, 6. Íàõîäèì:

p0 =
1

2∑
k=0

1,6k

k! + 1,62+1

2!(2−1,6)

=

(
1 + 1, 6 +

1, 62

2
+

1, 63

2 · 0, 4

)−1
≈ 0, 11,

ms = p0 ·
1, 62+1

2 · 2! · (1− α
2 )

2
≈ 2, 8, ts =

ms

2 · 0, 5
≈ 2, 8.

Çàäàíèå 5ã. Â ïóíêòå õèì÷èñòêè èìååòñÿ òðè àïïàðàòà äëÿ ÷èñòêè.
Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà ïîñåòèòåëåé λ = 6 ïîñåòèòåëåé â ÷àñ. Èíòåíñèâíîñòü
îáñëóæèâàíèÿ ïîñåòèòåëåé îäíèì àïïàðàòîì µ = 3 ïîñåòèòåëÿ â ÷àñ. Ñðåäíåå
êîëè÷åñòâî ïîñåòèòåëåé, ïîêèäàþùèõ î÷åðåäü, íå äîæäàâøèñü îáñëóæèâàíèÿ
ν = 1 ïîñåòèòåëü â ÷àñ. Íàéòè àáñîëþòíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ïóíêòà.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî â çàäà÷å îïèñàíà ÑÌÎ ñ îæèäàíèåì, çàÿâêè èç
î÷åðåäè óõîäÿò. Èìååì: n = 3, λ = 6, µ = 3, ν = 1. Íàõîäèì: α = λ/µ =
= 6/3 = 2, β = ν/µ = 1/3.

Â ôîðìóëàõ, ñîäåðæàùèõ áåñêîíå÷íûå ñóììû, âîçüì¼ì ïî 3 ñëàãàåìûõ:

p0 ≈
1

n∑
k=0

αk

k! +
αn

n!

3∑
s=1

αs

s∏
m=1

(n+mβ)

=

(
1 + 2 + 2 +

23

3!
+

23

3!

(
2

3 + 1/3
+

+
22

(3 + 1/3)(3 + 2/3)
+

23

(3 + 1/3)(3 + 2/3)(3 + 3/3)

))−1
≈ 0, 13,

ms ≈ p0 ·
αn

n!

3∑
s=1

sαs

s∏
m=1

(n+mβ)
= 0, 13 · 2

3

3!

(
2

3 + 1/3
+

+
2 · 22

(3 + 1/3)(3 + 2/3)
+

3 · 23

(3 + 1/3)(3 + 2/3)(3 + 3/3)

)
≈ 0, 3.

Äàëåå, pH = β
α ·ms ≈ 1

6 · 0, 3 = 0, 05, q = 1− pH = 0, 95.
Àáñîëþòíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü λ · q ≈ 6 · 0, 95 = 5, 7 ÷åë/÷àñ.

Çàäà÷à 6. Ìàðêîâñêèå öåïè

Öåïüþ Ìàðêîâà íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñïûòàíèé, â êàæäîì èç
êîòîðûõ ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäíî èç k íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A1, A2, . . . , Ak

ïîëíîé ãðóïïû, ïðè÷¼ì óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü pij(s) òîãî, ÷òî â s-ì èñïû-
òàíèè íàñòóïèò ñîáûòèå Aj, (j = 1, 2, . . . , k) ïðè óñëîâèè, ÷òî â (s − 1)-ì
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èñïûòàíèè íàñòóïèëî ñîáûòèå Ai, (j = 1, 2, . . . , k) íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ
ïðåäøåñòâóþùèõ èñïûòàíèé.

Íàïðèìåð, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñïûòàíèé îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà
è ïîëíàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A1, A2, A3, A4,
ïðè÷¼ì èçâåñòíî, ÷òî â øåñòîì èñïûòàíèè ïîÿâèëîñü ñîáûòèå A2, òî óñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåäüìîì èñïûòàíèè íàñòóïèò ñîáûòèå A4, íå çàâèñèò
îò òîãî, êàêèå ñîáûòèÿ ïîÿâèëèñü â ïåðâîì, âòîðîì, ..., ïÿòîì èñïûòàíèÿõ.

Óêàæåì òåðìèíîëîãèþ, êîòîðàÿ ïðèíÿòà ïðè èçëîæåíèè öåïåé Ìàðêî-
âà. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ñèñòåìà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ â îäíîì
èç k ñîñòîÿíèé: ïåðâîì, âòîðîì, ..., k-ì. Â îòäåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè â
ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èçìåíÿåòñÿ, òî åñòü ñèñòåìà ïåðå-
õîäèò èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ, íàïðèìåð i, â äðóãîå, íàïðèìåð j. Â ÷àñòíîñòè,
ïîñëå èñïûòàíèÿ ñèñòåìà ìîæåò îñòàòüñÿ â òîì æå ñîñòîÿíèè (¾ïåðåéòè¿ èç
ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j = i).

Òàêèì îáðàçîì, ñîáûòèÿ íàçûâàþò ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåìû, à èñïûòà-
íèÿ � èçìåíåíèÿìè å¼ ñîñòîÿíèé. Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå öåïè Ìàðêîâà,
èñïîëüçóÿ íîâóþ òåðìèíîëîãèþ. Öåïüþ Ìàðêîâà íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà ïðèíèìàåò òîëüêî îäíî èç
k ñîñòîÿíèé ïîëíîé ãðóïïû ñîñòîÿíèé, ïðè÷¼ì óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü pij(s)
òîãî, ÷òî â s-ì èñïûòàíèè ñèñòåìà áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè j, ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ïîñëå (s− 1)-ãî èñïûòàíèÿ îíà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè i, íå çàâèñèò
îò ðåçóëüòàòîâ îñòàëüíûõ, ðàíåå ïðîèçâåä¼ííûõ èñïûòàíèé.

Öåïüþ Ìàðêîâà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì íàçûâàþò öåïü, èçìåíåíèå ñî-
ñòîÿíèé êîòîðîé ïðîèñõîäèò â îïðåäåë¼ííûå ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè.

Öåïüþ Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì íàçûâàþò öåïü, èçìåíåíèå
ñîñòîÿíèé êîòîðîé ïðîèñõîäèò â ëþáûå ñëó÷àéíûå âîçìîæíûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè. Äàëåå ðûññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äèñêðåòíûå îäíîðîäíûå öåïè Ìàðêîâà.

Îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà. Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè. Ìàòðè-
öà ïåðåõîäà

Îäíîðîäíîé íàçûâàþò öåïü Ìàðêîâà, åñëè óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü pij(s)
(ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j) íå çàâèñèò îò íîìåðà èñïûòàíèÿ.
Ïîýòîìó âìåñòî pij(s) ïèøóò ïðîñòî pij; ýòî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç
ñîñòîÿíèÿ i (â êîòîðîì ñèñòåìà îêàçàëàñü â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî èñïûòàíèÿ,
áåçðàçëè÷íî êàêîãî íîìåðà) â èòîãå ñëåäóþùåãî èñïûòàíèÿ ñèñòåìà ïåðåéä¼ò
â ñîñòîÿíèå j. Òàêèì îáðàçîì, â îáîçíà÷åíèè pij ïåðâûé èíäåêñ óêàçûâàåò
íîìåð ïðåäøåñòâóþùåãî, à âòîðîé � íîìåð ïîñëåäóþùåãî ñîñòîÿíèÿ.

Ïóñòü ÷èñëî ñîñòîÿíèé êîíå÷íî è ðàâíî k. Ìàòðèöåé ïåðåõîäà ñèñòå-
ìû íàçûâàþò ìàòðèöó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ýòîé
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ñèñòåìû

P =


p11 p12 . . . p1k
p21 p22 . . . p2k
...

... . . . ...
pk1 pk2 . . . pkk

 .

Òàê êàê â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû ïîìåùåíû âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé (ïå-
ðåõîäà èç îäíîãî è òîãî æå ñîñòîÿíèÿ i â ëþáîå âîçìîæíîå ñîñòîÿíèå j), êî-
òîðûå îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, òî ñóììà âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé ðàâíà
åäèíèöå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóììà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé êàæäîé ñòðîêè
ìàòðèöû ïåðåõîäà ðàâíà åäèíèöå:

k∑
j=1

pij = 1, i = 1, . . . , k.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ìàòðèöû ïåðåõîäà ñèñòåìû, êîòîðàÿ ìîæåò íàõîäèòü-
ñÿ â òð¼õ ñîñòîÿíèÿõ:

T =

 0, 5 0, 2 0, 3
0, 4 0, 5 0, 1
0, 6 0, 3 0, 1

 . (10)

Çäåñü p21 = 0, 4 � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ i = 2 â ñîñòîÿíèå
j = 1. Àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìåþò îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû.

Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíûõ ïåðåõîäàõ â ñèñòåìå è î âåðîÿò-
íîñòÿõ ýòèõ ïåðåõîäîâ äà¼ò òàê íàçûâàåìûé ãðàô ñîñòîÿíèé. Ïðèìåíèòåëüíî
ê ïîñëåäíåé ìàòðèöå îí áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Ãðàô ïåðåõîäîâ â ñèñòåìå ñ òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè.

Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì (è çàíóìåðîâàíû ñî-
îòâåòñòâåííî). ×èñëî 0, 5 ó âåðøèíû 2 ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòè îñòàòüñÿ â
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âåðøèíå 2 ïîñëå ïåðåõîäà ê íîâîìó ñîñòîÿíèþ (òî åñòü ýòî p22). ×èñëî 0, 3 ó
ñòðåëêè íà îñíîâàíèè, íàïðàâëåííîé îò âåðøèíû 3 ê âåðøèíå 2, åñòü p32, òî
åñòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îò ñîñòîÿíèÿ 3 ê ñîñòîÿíèþ 2. (Åñëè âåðîÿòíîñòü
ïåðåõîäà ðàâíà íóëþ, òî ñòðåëêà íå ðèñóåòñÿ.)

Íàîáîðîò, ïî òàêèì îáðàçîì ðàçìå÷åííîìó ãðàôó ñîñòîÿíèé íåòðóäíî
âîññòàíîâèòü ìàòðèöó ïåðåõîäîâ.

Ðèñ. 3. Ãðàô ïåðåõîäîâ â ñèñòåìå ñ ÷åòûðüìÿ ñîñòîÿíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ðèñóíîê 3 äëÿ ñèñòåìû ñ ÷åòûðüìÿ ñîñòîÿíèÿìè. Áóäó÷è
â ñîñòîÿíèè 1 ìîæíî ëèáî îñòàòüñÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 9 =
= p11, ëèáî ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå 3 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 1 = p13. Ïåðåõîä èç 1 â 2
íåâîçìîæåí (íåò ñòðåëêè!) è, çíà÷èò, p12 = 0. Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì
âîçìîæíûå ïåðåõîäû ïî ãðàôó, ñîñòàâëÿåì åãî ìàòðèöó:

0, 9 0 0, 1 0
0 0, 8 0, 1 0, 1
0 0 0, 7 0, 3
0 0 0, 8 0, 2

 .

Ðàâåíñòâî Ìàðêîâà

Âñëåäñòâèå ñëó÷àéíîãî õàðàêòåðà ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà î òîì, â êàêîì
ñîñòîÿíèè áóäåò íàõîäèòüñÿ ñèñòåìà ñïóñòÿ íåñêîëüêî øàãîâ, ìîæíî ãîâî-
ðèòü ëèøü ñ îïðåäåë¼ííîé âåðîÿòíîñòüþ (íàïðèìåð, â ñîñòîÿíèè 1 îíà áóäåò
íàõîäèòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 3, â ñîñòîÿíèè 2 � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 01 è òàê
äàëåå). Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íà n-ì øàãå õàðàêòåðèçóåòñÿ âåê-
òîðîì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P(n) = (p1(n), p2(n), . . . , pk(n)), ãäå k �
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÷èñëî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó ýòîò âåêòîð ñîäåðæèò âåðî-

ÿòíîñòè âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé, òî
k∑

i=1
pi = 1.

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî P(n + 1) = P(n) · P (çäåñü P � ìàòðèöà ïåðå-
õîäîâ è èìååòñÿ â âèäó óìíîæåíèå ìàòðèö). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè Q �
íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
Ìàðêîâà:

P(n) = Q · Pn.

Çàäàíèå 6à. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè è ìàòðèöû ïå-
ðåõîäîâ T (ñì. ìàòðèöó (10)) èñõîäíî âñå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåðîÿòíû: Q =
=
(
1
3 ;

1
3 ;

1
3

)
. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ÷åðåç äâà øàãà.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì Ìàðêîâà P(2) = Q · T 2.

P(2) = Q ·

 0, 5 0, 2 0, 3
0, 4 0, 5 0, 1
0, 6 0, 3 0, 1

2

=

=

(
1

3
;
1

3
;
1

3

)
·

 0, 5 0, 2 0, 3
0, 4 0, 5 0, 1
0, 6 0, 3 0, 1

 ·
 0, 5 0, 2 0, 3

0, 4 0, 5 0, 1
0, 6 0, 3 0, 1

 .

Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû, íàõîäèì P(2) ≈ (0, 483; 0, 317; 0, 2).
Â ìàðêîâñêèõ öåïÿõ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ îñîáî èíòåðåñíû òàê íàçûâà-

åìûå ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå ðàñïðåäåëåíèå
Q, ÷òî Q · P = Q. Èíûìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé â ñòàöèîíàð-
íîì ðåæèìå îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì íà êàæäîì øàãó. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèíåéíîé
àëãåáðû âåêòîð Q ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ ìàòðèöû P ñ ñîáñòâåííûì ÷èñ-

ëîì λ = 1. Åñëè íà ýòîò âåêòîð íàëîæèòü åù¼ óñëîâèå íîðìèðîâêè
k∑

i=1
pi = 1,

òî âåêòîð Q îïðåäåëèòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Çàäàíèå 6á. Íàéòè ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû äëÿ öåïè Ìàðêîâà ñ ìàò-
ðèöåé ïåðåõîäîâ T .

Ïóñòü ñòàöèîíàðíûé ðåæèì åñòü Q = (x; y; z). Òîãäà óðàâíåíèÿ íà x, y
è z èìåþò ñëåäóþùèé âèä. (x; y; z) · T = (x; y; z) ·

 0, 5 0, 2 0, 3
0, 4 0, 5 0, 1
0, 6 0, 3 0, 1

 = (x; y; z),

x+ y + z = 1.

Ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó.
0, 5x+ 0, 4y + 0, 6z = x,
0, 2x+ 0, 5y + 0, 3z = y,
0, 3x+ 0, 1y + 0, 1z = z,

x+ y + z = 1.
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðâîé ïåðåìåííîé (x), ñî-
ñòàâëåíû èç ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû T , ïðè âòîðîé ïåðåìåííîé
(y), èç âòîðîé ñòðîêè è òàê äàëåå.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû áóäåò âåêòîð (x; y; z) = (0, 488; 0, 314; 0, 198). Ýòî è
åñòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.

Çàäà÷à 7. Ïîòîêè â ñåòÿõ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïåðåãðóçêå òîâàðîâ. Ãîòîâàÿ ïðîäóêöèÿ äîëæíà
ðàñïðåäåëÿòüñÿ ïî ñêëàäàì, à îòòóäà ïîïàäàòü ê ïîòðåáèòåëÿì. Âñ¼ ýòî äîëæ-
íî îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ ìèíèìàëüíûìè ðàñõîäàìè. Èñòî÷íèêè, ñêëàäû è ïîòðå-
áèòåëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óçëû ñåòè, à ïóòè ìåæäó íèìè íàçûâàþòñÿ äóãà-
ìè.

Îäíà ìîäåëü òàêîãî ñîðòà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 4, ãäå íà êàæäîé äóãå
óêàçàíà å¼ ìàêñèìàëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîëó÷å-
íèè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ïîòîêà îò èñòî÷íèêà (óçåë 1) ê ñòîêó (óçåë 6).
Íàïðàâëåíèÿ ïîòîêîâ, óêàçàííûå ñòðåëêàìè, íå ìîãóò áûòü èçìåíåíû. Ðàñõî-
äû íà ïåðåâîçêó òàêæå íå ó÷èòûâàþòñÿ. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñåòåâîé çàäà÷è,
íàçûâàåìûé çàäà÷åé î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå . (Çäåñü â êà÷åñòâå åù¼
îäíîé èíòåðïðåòàöèè ìîæíî ïðåäëîæèòü ñåòü íåôòåïðîâîäîâ îò ìåñòîðîæ-
äåíèÿ äî ýêñïîðòíîãî òåðìèíàëà ìîðñêîãî ïîðòà.)

Íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ïîòîêè xij èç îäíîãî óçëà i â äðó-
ãîé óçåë j. Â ðàññìîòðåíèè ó÷àñòâóþò òîëüêî ïàðû âèäà x12, x24, . . . , x56,
ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì (îòðåçêàì), èçîáðàæ¼ííûì íà ðèñóíêå. Åñëè âåðõíèå
ïðåäåëû (ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè) ýòèõ äóã ðàâíÿþòñÿ aij, òî îãðàíè÷åíèÿ
íà îòäåëüíûå ïîòîêè èìåþò âèä xij 6 aij.

Ðèñ. 4. Ñèñòåìà ñ îãðàíè÷åííîé

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ.
Ðèñ. 5. Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.

Â äîïîëíåíèå ê ýòîìó ñóùåñòâóåò òàêæå îãðàíè÷åíèå íà êàæäûé ïðî-
ìåæóòî÷íûé óçåë, ñîñòîÿùåå â ðàâåíñòâå âõîäÿùåãî è âûõîäÿùåãî ïîòîêîâ.



35

Ýòî ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ èñòî÷íèêà è ñòîêà, åñëè ìû ââåä¼ì â ðàññìîò-
ðåíèå ôèêòèâíóþ òðóáó ñ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ è
áóäåì âîçâðàùàòü âñ¼ íàçàä îò ñòîêà ê èñòî÷íèêó. Ñóììàðíûé ïîòîê, ïîñòó-
ïàþùèé â óçåë ñ íîìåðîì j, ðàâåí

∑
xij ïî âñåì i, à ñóììàðíûé ïîòîê èç j-ãî

óçëà ðàâåí
∑

xjk ïî âñåì k. Ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå ïî ðàâíîâåñèþ èìååò âèä∑
xij −

∑
xjk = 0.

Â çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå ñòðåìÿòñÿ ñäåëàòü âåëè÷èíó x61 êàê
ìîæíî áîëüøåé, òàê ÷òî ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ çàäà÷ó ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì. Íî ìû
õîòèì âîñïîëüçîâàòüñÿ óêîðî÷åííûì âàðèàíòîì. Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìîæ-
íî îïðåäåëèòü, íå ïðèáåãàÿ ê ïîìîùè êîìïüþòåðà, òàê ÷òî ìû ñðàçó ïåðåéä¼ì
ê ðàññìîòðåíèþ óñëîâèÿ, ïîêàçûâàþùåãî, ÷òî ïîòîê äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåò-
ñÿ ìàêñèìàëüíûì è íå ìîæåò áûòü óâåëè÷åí. Ïðåæäå âñåãî, ââåä¼ì ïîíÿòèÿ
ðàçðåçà ñåòè, îçíà÷àþùåãî ðàçäåëåíèå âñåõ óçëîâ íà äâå ãðóïïû S è S ′ ñ
èñòî÷íèêîì â ãðóïïå S è ñòîêîì â S ′. Ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ðàçðåçà íà-
çîâ¼ì ñóììó ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ïî âñåì äóãàì, èäóùèì èç S â S ′.

Íàïðèìåð, åñëè S ñîäåðæèò ïåðâûé è òðåòèé óçëû, òî ïðîïóñêíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü ýòîãî ðàçðåçà ðàâíà 7 + 4 + 2 = 13. Ïîòîê, áîëüøèé ÷åì 13, íåâîç-
ìîæåí, ïîñêîëüêó îí íå ñìîæåò ïðîéòè ÷åðåç ðàçðåç.

Òåîðåìà î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå.
Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè ðàâíÿåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíè-
ìàëüíîãî ðàçðåçà.

Ýòà òåîðåìà äà¼ò íàì âîçìîæíîñòü ïðîâåðÿòü, ÷òî çàäàííûé ïîòîê ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, íóæíî ëèøü íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçðåç. Â íàøåì
ïðèìåðå ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ðàâåí 11, è îäèí èç âîçìîæíûõ ìèíèìàëüíûõ
ðàçðåçîâ èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 5.

Ýòà òåîðåìà äà¼ò òàêæå è àëãîðèòì ðåøåíèÿ: äëÿ ëþáîãî ïîòîêà íóæíî
âû÷èñëÿòü íåèñïîëüçîâàííóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè, è åñëè
ñòîê ìîæåò áûòü äîñòèãíóò ïî êàêîìó-òî íåäîçàïîëíåííîìó ïóòè, òî íóæíî
óâåëè÷èòü ïîòîê ïî íåìó äî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî è âû÷èñëèòü ðåçóëüòàò.
Ïîñòåïåííî äîëæåí áûòü äîñòèãíóò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê, è â ñëó÷àå öåëî-
÷èñëåííûõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé öåëî÷èñëåííûì áóäåò è ïîòîê, òî åñòü
ýòà çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê öåëî÷èñëåííîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ.

Çàäàíèå 7. Ðàññìîòðèì òðàíñïîðòíóþ ñåòü, çàäàííóþ ìàòðèöåé

M =


0 7 8 0 0 0
0 0 2 3 6 0
0 0 0 2 2 0
0 0 0 0 0 7
0 0 0 0 0 9
0 0 0 0 0 0

 .

Ãðàô ñåòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 6 (ýëåìåíò m12 = 5 îçíà÷àåò, ÷òî
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âåðøèíó 1 ñ âåðøèíîé 2 ñîåäèíÿåò ïóòü ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ 5, ýëåìåíò
m14 = 0 îçíà÷àåò, ÷òî èç âåðøèíû 1 ê âåðøèíå 4 ïóòè íåò è òàê äàëåå).

Ðèñ. 6. Èñõîäíûé ãðàô ñåòè.
Ðèñ. 7. Çàïîëíèëè è óñòðàíè-

ëè ïåðâûé ïóòü 1-2-4-6.

Ñíà÷àëà çàïîëíÿåì ïî ìàêñèìóìó ïóòü 1−2−4−6, èìåþùèé ïðîïóñê-
íóþ ñïîñîáíîñòü 3. Èñïîëüçîâàííûå ïðîïóñêíûå âîçìîæíîñòè óñòðàíÿåì èç
ãðàôà (ñì. ðèñ. 7). Ïðîäîëæàåì çàïîëíÿòü è óñòðàíÿòü äîñòóïíûå ïóòè (ñì.
ðèñ. 8 � 11).

Ðèñ. 8. Óñòðàíèëè 1-2-3-4-6. Ðèñ. 9. Óñòðàíèëè 1-3-5-6.

Â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíû âñå âîçìîæíîñòè ñåòè � íå îñòàëîñü íè îä-
íîãî ïóòè, âåäóùåãî èç 1 â 6. Íåèñïîëüçîâàííûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ñåòè
ïðåäñòàâëåíû ãðàôîì íà ðèñóíêå 10.
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà íåèñïîëüçîâàííûõ ñïîñîáíîñòåé èìååò âèä

∆ =


0 0 6 0 0 0
0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 0

 .

Ðèñ. 10. Óñòðàíèëè 1-2-5-6.

Íåèñïîëüçîâàííûå ìîùíîñòè.

Ðèñ. 11. Ñåòü ïîëíîñòüþ çà-

ãðóæåíà.

Ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ â ìàêñèìàëüíî çàãðóæåííîé ñåòè áóäåò, òàêèì
îáðàçîì, èìåòü ìàòðèöó

C = M −∆ =


0 7 2 0 0 0
0 0 2 3 2 0
0 0 0 2 2 0
0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 4
0 0 0 0 0 0


è ãðàô, ïðèâåä¼ííûé íà ðèñóíêå 11.

Ïîëó÷åííàÿ ïîëíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà 9 � äîñòàòî÷íî ïî-
ñìîòðåòü íà ïîòîê ó èñòîêà 1 èëè ó ñòîêà 6.

Ýòîò ïîòîê íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ìàêñèìàëüíûì. Ñëåäóþùèé øàã ñî-
ñòîèò â ñîñòàâëåíèè ãðàôà ïðèðàùåíèé.

Íà÷èíàåì ðèñîâàòü íîâûé ãðàô ñ òåìè æå âåðøèíàìè, ÷òî è èñõîäíûé.
Òàì, ãäå åñòü ñòðåëêè íà ãðàôå íåèñïîëüçîâàííûõ ìîùíîñòåé (ðèñ. 10), íà
íîâîì ãðàôå ðèñóåì ñòðåëêó-ðåáðî â òîì æå íàïðàâëåíèè, ÷òî è â ïîëíîì
ãðàôå. Òàì, ãäå åñòü ñòðåëêà-ïîòîê ïîëíîãî ãðàôà íà ðåáðå (ðèñ. 11), ðèñó-
åì ðåáðî-ñòðåëêó â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè (è ñ îòðèöàòåëüíîé ïðîïóñêíîé
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ñïîñîáíîñòüþ). Íåêîòîðûå âåðøèíû áóäóò ñîåäèíåíû ñòðåëêàìè â ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Ìàòðèöà ãðàôà ïðèðàùåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé S = ∆−CT , ãäå
CT � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöå C.

S =


0 0 6 0 0 0
−7 0 0 0 4 0
−2 −2 0 0 0 0
0 −3 −2 0 0 2
0 −2 −2 0 0 5
0 0 0 −5 −4 0

 .

Â íàøåì ïðèìåðå ãðàô ïðèðàùåíèé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 12.

Ðèñ. 12. Ãðàô ïðèðàùåíèé.

Ðèñ. 13. Äîáàâëÿåì 2 âäîëü ïó-

òè 1-3-2-5-6. Ïîëó÷åí ìàêñèìàëüíûé

ïîòîê.

Åñëè íà ãðàôå ïðèðàùåíèé ìîæíî íàéòè ïóòü îò èñòîêà äî ñòîêà (ó÷è-
òûâàÿ íàïðàâëåíèÿ âñåõ ñòðåëîê), òî ïî íåìó ñëåäóåò íàðàñòèòü ïîòîê äî
íàñûùåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ïóòü 1 → 3 → 2 → 5 → 6. Ïîòîê â í¼ì
ìîæíî óâåëè÷èòü íà 2, ÷òî ïðèâåä¼ò ê îáíóëåíèþ ïîòîêà íà ðåáðå 3→ 2, âåäü
òàì âûáðàíà ñòðåëêà, ïðîòèâîïîëîæíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîìó ãðàôó
íàïðàâëåíèè. Âîîáùå, ïðè äîáàâëåíèè íàãðóçêè âäîëü ïóòè ãðàôà ïðèðàùå-
íèé ïîòîê íå ìîæåò ïðåâûøàòü àáñîëþòíûõ âåëè÷èí íàãðóçîê â âûáðàííîì
íàïðàâëåíèè.

Ïîòîê â ñåòè óâåëè÷èëñÿ íà âåëè÷èíó 2 è äîñòèã âåëè÷èíû 11 (ñì.
ðèñ. 13).

Ïðîöåäóðó ñ ãðàôîì ïðèðàùåíèé íàäî ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà â í¼ì
íå îñòàíåòñÿ ïóòåé îò èñòîêà äî ñòîêà. Â íàøåì ïðèìåðå ïîñëåäíèé ïîòîê óæå
ìàêñèìàëåí.
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