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÷×ÅÄÅÎÉÅ

îÁÓÔÏÑÝÅÅ ÐÏÓÏÂÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÄÎÅ×ÎÏÇÏ ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ. ÷ ÎÅÍ ËÒÁÔËÏ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ, ÍÅÔÏÄÙ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÇÏ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁ-
ÄÁÎÉÑ. ÷ ÐÏÓÏÂÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÉÐÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ,
ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÈ ÔÏÞÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. ÷ ÃÅÌÑÈ ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉÁ-
ÌÁ ÐÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÕÞÅÂÎÉËÉ.

1. ðÉÓËÕÎÏ× î. ó. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ
×ÔÕÚÏ×. ô.2. í.: îÁÕËÁ, 1976.

2. ûÉÐÁÞÅ× ÷. ó. ÷ÙÓÛÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. í.: ÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 1990.
á×ÔÏÒÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÇÌÕÂÏËÕÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÄÏÃÅÎÔÕ ËÁÆÅÄÒÙ äÅÍÅÎÔØÅ-

×Õ à. é. ÚÁ ÐÏÍÏÝØ × ÎÁÐÉÓÁÎÉÉ ÒÁÂÏÔÙ.
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1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ

ïÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï,
Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, Å¾ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ, ÏÔ ËÏÔÏÒÏ-
ÇÏ ÏÎÉ ÚÁ×ÉÓÑÔ. ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ, ÄÒÕÇÉÈ Ñ×ÌÅÎÉÊ, ÉÓÓÌÅÄÏ-
×ÁÎÉÑ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ É ÒÅÛÅÎÉÑ (ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ) ÔÁËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

F (x, y(x), y′(x), ..., y(n)) = 0. (1)

÷ Î¾Í ÓÌÅ×Á ÓÔÏÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x, ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
y(x) É Å¾ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ y′(x), y′′(x), ..., y(n)(x). ðÏÒÑÄÏË ÓÔÁÒÛÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ n-ÇÏ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ:
1. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

y′ =
y

x
. (∗)

2. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

y′′ + 4y = 0. (∗∗)
òÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ

ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ Å¾ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔ ÅÇÏ × ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï. òÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
(*) ÂÕÄÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ y = cx, ÇÄÅ c ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ðÏÄÓÔÁ×É× ÅÇÏ
× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï c = c. òÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (**) ÂÕÄÅÔ

y(x) = c1 sin 2x+ c2 cos 2x.

éÚ ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÉÍÅÀÔ ÂÅÓÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÈÏÄÑÝÉÈ
× ÎÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ðÒÉÄÁ×ÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ c × ÒÅÛÅÎÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (*) y = cx
ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: ÐÒÉ c = 1 y = x, ÐÒÉ c = 3 y = 3. òÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (*)
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ c, ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (**) Ä×Å ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c1 É
c2. üÔÏ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏ É Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (*) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (**) ¡ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

y = y(x, c1, c2...cn) (2)

Ô.Å. ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n ËÏÎÓÔÁÎÔ. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÞÁÓÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
× ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ

�(x, y(x), c1, c2, ...cn) = 0 (3)
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÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1).
ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ Ë ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÕÞÉÔÙ-
×ÁÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚÕÞÁÅÍÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ. üÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ. éÈ ÕÞÅÔ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔ
× ÏÂÝÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑÈ (2) ÉÌÉ (3) É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÜÔÉÍ ÎÁÞÁÌØ-
ÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÉÚÕÞÁÅÍÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ) ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅ-
ÎÉÅ. þÉÓÌÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÒÑÄËÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

äÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ y′ = f(x, y) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ
ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ x = x0 y(x0) = y0, ÇÄÅ y0 ¡ ÚÁÄÁÎ-
ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ y′′ = f(x, y, y′) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ
Ä×Á ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ: ÐÒÉ x = x0 y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, ÇÄÅ y0, y′0 ¡ ÚÁ-
ÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (1) n ÎÁÞÁÌØÎÙÈ
ÕÓÌÏ×ÉÊ ÚÁÐÉÛÕÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, ..., y
(n−1)(x0) = yn−1

0 ,

ÇÄÅ y0, y
′
0, y
′′
0 , . . . , y

(n−1)
0 ¡ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. úÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) Ó ÎÁ-

ÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (4) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ ëÏÛÉ.
ðÒÉÍÅÒ 1. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ

y′′ + 4y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 2.

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y(x) = c1 sin 2x+ c2 cos 2x.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

y(0) = c1 sin 0 + c2 cos 0 = 0⇒ c2 = 0.

îÁÊÄÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ

y′(x) = −2c1 cos 2x+ 2c2 sin 2x.

ðÏÄÓÔÁ×É× ÓÀÄÁ ×ÔÏÒÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

y′(0) = −2c1 cos 0 + 2c2 sin 0 = 2⇒ c1 = 1.

òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y(x) = − sin 2x.

íÅÔÏÄÙ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÚ-
×ÅÓÔÎÙ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ×ÉÄÏ× ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÒÅ-
ÛÅÎÉÑ.
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2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

F (x, y, y′) = 0 (3)

ÉÌÉ, ÐÏÓÌÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ,

y′ = f(x, y). (4)

äÏÂÁ×ÌÑÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (4) ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ

y′ = f(x, y), y = y(x0) ÐÒÉ x = x0. (5)

úÁÍÅÎÑÑ y′ ÎÁ dy
dx

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (4) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ

dy = f(x, y)dx. (6)

îÁ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (5) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (4) ÆÕÎËÃÉÑ f(x, y) É Å¾ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ
∂f
∂y ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (xOy), ÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ
ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ (x0, y0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y = y(x) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
(4), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ y = y0 ÐÒÉ x = x0.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÐÒÉ ÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ y(x) ÚÁÄÁÞÉ (5), ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (x0, y0).
çÒÁÆÉË y(x) ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ,
ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ
y = y(x, c). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ (x0, y0)
× ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y(x0, c) = y0, ÒÅÛÁÑ ËÏÔÏÒÏÅ, ÎÁÊÄÅÍ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ c0, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÑ y(x, c0) ÚÁÄÁÞÉ (5).

óÁÍÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (4) ÔÁËÖÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÒÁËÔÏ×ËÕ: ÏÎÏ ÚÁ-
ÄÁ¾Ô ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ xOy ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ
ËÒÉ×ÙÍ, ×ÈÏÄÑÝÉÍ × ÏÂÝÅÅ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÐÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4) ËÏÎÓÔÁÎÔÅ c, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ f(x, y) = c, ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÉÚÏËÌÉÎÏÊ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÚÏËÌÉÎÙ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
(4), ×ÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÕÇÏÌ ÎÁËÌÏÎÁ Ó ÏÓØÀ Ox.
éÎÏÇÄÁ ÉÚÏËÌÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÎ-
ÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ.

3. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ϕ1(x)ϕ1(y)dx+ ϕ2(x)ϕ2(y)dy = 0
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ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. äÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ
ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ ϕ1(y)ϕ2(x) (ψ1(y) 6= 0, ϕ2(x) 6= 0) ÏÎÏ ÐÒÉ×Ï-
ÄÉÔÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ

ϕ1(x)
ϕ2(x)

dx+
ψ1(y)
ψ2(y)

dy = 0.

ðÒÉÍÅÒ 1. éÎÏÇÄÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÕÖÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ó ÒÁÚÄÅ-
ÌÅÎÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ

ϕ(x)dx+ ψ(y)dy = 0.

ïÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÅÇÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
∫
ϕ(x)dx+

∫
ψ(y)dy = c.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 2x2dx+ ydy = 0.

2
∫
x2dx+

∫
y dy = c,

2
3
x3 +

y2

2
= c ¡ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ.

ðÒÉÍÅÒ 3. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x(y + 1)dx− (x2 + 1)ydy = 0.
òÁÚÄÅÌÑÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÇÏ Ë ×ÉÄÕ

xdx

x2 + 1
− ydy

y + 1
= 0.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ

1
2

ln(x2 + 1)−
∫ (

1− 1
y + 1

)
dy = C,

1
2

ln(x2 + 1)− y + ln |y + 1| = C.

úÁÍÅÎÑÑ C ÎÁ ln |C|, ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

Cey

y + 1
=
√
x2 + 1.

4. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ

ìÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.

y′ + p(x)y = q(x). (7)
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òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÝÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y = u(x) · v(x). (8)

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (8), ÐÏÌÕÞÉÍ

y′(x) = uv′ + u′v. (9)

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ (9) × (7), ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ uv′ + u′v + p(x)uv = q(x) ÉÌÉ
(
dv

dx
+ pv

)
+ v

du

dx
= q. (10)

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ v(x), ×ÙÂÅÒÅÍ ÅÅ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÂÙ

dv

dx
+ pv = 0. (11)

òÁÚÄÅÌÑÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ
dv

v
= −p(x)dx.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

ln |v| − ln |c| = −
∫
p(x)dx ÉÌÉ v = ce−

∫
p(x)dx.

îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (11), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÏÖÉÍ

v = e−
∫
p(x)dx.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ v(x) × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (10), ÐÏÌÕÞÉÍ

v(x)
du

dx
= q(x)

ÉÌÉ
du

dx
=
q(x)
v(x)

.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

u =
∫

q(x)
v(x)

dx+ c.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ u(x) É v(x) × (8), ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ (7)

y(x) =
(∫

q(x)
v(x)

dx+ c

)
v(x). (12)

ðÒÉÍÅÒ 1. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ − y = sinx.
ðÏÌÏÖÉ× y = uv, ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

u′v + v′u− uv = sinx ÉÌÉ u(v′ − v) + u′v = sinx.
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ðÏÌÁÇÁÑ v′− v = 0 É ÒÅÛÁÑ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ln |v| = x+ c. ðÒÉÎÉÍÁÑ
c = 0, ÎÁÊÄÅÍ v = ex. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ v(x) × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ u′v = sinx É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ
ÅÇÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

u(x) =
∫
e−x sinxdx+ c.

ôÏÇÄÁ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y(x) =
(∫

e−x sinxdx+ c

)
ex.

ðÏÓÌÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ

y(x) = cex − 1
2

(cosx+ sinx).

ðÒÉÍÅÒ 2. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ y′ + 3y
x

= 2
x3 , y(1) = 1.

ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÂÕÄÅÍ
ÉÍÅÔØ

y = uv, u′v + v′u+
3
x
uv =

2
x3 ,

v′ +
3
x
v = 0,

dv

v
= −3

x
dx, ln v = −3 ln |x|, v =

1
x3
,

u′v =
2
x3 , u′ =

2x3

x3 , u′ = 2, u = 2x+ c, y(x) = (2x+ c)
1
x3 .

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÜÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

2 + c

1
= 1⇒ c = −1

É ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y = (2x− 1)
1
x3 .

5. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ âÅÒÎÕÌÌÉ

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ
y′(x) + p(x)y(x) = q(x)yn

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ âÅÒÎÕÌÌÉ.
ðÒÉ n = 0 ÏÎÏ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, ÐÒÉ n = 1 ¡ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÅÍ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ðÒÉ ÄÒÕÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n ÏÎÏ ÐÒÉ-
×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÉÅÍÁ: ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ
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ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÅÌÉÍ ÎÁ yn É ÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ z = y−n+1. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

z′ + (−n+ 1)p(x)z = (−n+ 1)q(x).

òÅÛÉ× ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ×ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ ÏÔ z(x) Ë y(x), ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅ-
ÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 2(xy′ + y) = xy2.
òÁÚÄÅÌÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ 2x, ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÇÏ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ âÅÒÎÕÌÌÉ

y′ +
y

x
=
y2

2
.

äÅÌÑ ÏÂÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ÎÁ y2, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

y′

y2 +
1
xy

=
1
2
.

óÄÅÌÁÅÍ × ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÚÁÍÅÎÕ

z = y−2+1 =
1
y
, ÔÏÇÄÁ z′ = − y

′

y2

É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÃÉÉ z(x) ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

z′ − 1
x
z = −1

2
.

òÅÛÁÑ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ

z = uv, u′v + uv′ − 1
x
uv = −1

2
, v′ − 1

x
v = 0,

dv

v
=
dx

x
, ln |v| = ln |x|, v = x,

u′x = −1
2
, u′ = − 1

2x
, u = −1

2
ln |x|+ c,

z(x) =
(
−1

2
ln |x|+ c

)
x.

õÞÉÔÙ×ÁÑ ÓÄÅÌÁÎÎÕÀ ÚÁÍÅÎÕ y(x) = 1
z(x) , ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÑ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y(x) =
1

(−1
2 ln |x|+ c)

.
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6. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

óÎÁÞÁÌÁ ××ÅÄÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. æÕÎËÃÉÑ f(x, y) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ α,

ÅÓÌÉ f(αx, αy) = αf(x, y), ÇÄÅ α ¡ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
ðÒÉÍÅÒ 1. f(x, y) = 2x4 − 3xy3 + y4 ¡ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ

ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ, Ô.Ë. f(αx, αy) = α4f(x, y).
f(x, y) = 3xy2−8x2y+4y3

y2x ¡ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ, Ô.Ë.
f(αx, αy) = f(x, y).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ = f(x, y) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÅÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x, y) ¡ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ
ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f(αx, αy) = f(x, y) É ÐÏÌÏÖÉ× α = 1

x ÐÏÌÕÞÉÍ

f(x, y) = f(1,
y

x
).

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

y′(x) = f
(y
x

)
. (13)

C ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÍÅÎÙ

u =
y

x
ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.

u =
y

x
, y = ux,

dy

dx
=
du

dx
x+ u.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (13), ÐÏÌÕÞÉÍ

x
du

dx
+ u = f(u) ⇒ x

du

dx
= f(u)− u.

òÁÚÄÅÌÑÑ ÚÄÅÓØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

du

f(u)− u =
dx

x

É ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ
∫

du

f(u)− u =
∫
dx

x
+ c.

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ ÐÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y = ux, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÉÊ
ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (13).

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y′ =
xy − y2

x2 − 2xy
.
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ðÏÓÌÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁ x2, ÚÁÍÅÎÙ y =
= ux É ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ×ÙËÌÁÄÏË, ÐÏÌÕÞÉÍ

u+ x
du

dx
=
u− u2

1− 2u
,

du

dx
=

1
x

u2

1− 2u
.

òÁÚÄÅÌÑÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ
1− 2u
u2 du =

dx

x
.

ðÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ, ÐÏÌÕÞÉÍ

1
u

+ 2 ln |u| = ln

∣∣∣∣
1
x

∣∣∣∣+ ln |c|
ÉÌÉ

ln(e
1
uu2) = ln

∣∣∣ c
x

∣∣∣ , ÏÔËÕÄÁ u2e
1
u =

c

x
.

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÐÅÒÅÍÅÎÏÊ y, ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y2e
x
y = cx.

7. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ,
ÐÒÉ×ÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y′(x) = f

(
a1x+ b1y + c1

a2x+ b2y + c2

)
(14)

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÍÅÎÙ
x = u+ α, y = y + β (15)

ÐÏÓÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÐÏÄÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ α, β ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ u, v. úÁÍÅÎÑÑ dx = du, dy = dv É
ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ (15) × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (14), ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

dv

du
= f

(
a1u+ b1v + a1α+ b1β + c1

a2u+ b2v + a1α+ b2β + c2

)
. (16)

ðÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ {
a1α+ b1β + c1 = 0,
a2α+ b2β + c2 = 0.

(17)

ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (14) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 2 ÓÌÕÞÁÑ.
1. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÉÓÔÅÍÙ (17) – = |a1 b1

a2 b2
| 6= 0, ÔÏÇÄÁ

α =
|−c1 b1
c2 b2
|

–
, β =

|a1 −c1
a2 −c2|

–
13



É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (16) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ

dv

du
= f

(
a1u1 + b1v1

a2 + b2v

)
. (18)

ðÏÌÁÇÁÅÍ w = v
u É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (18), ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó

ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ w

u
dw

du
= −w + f

(
a1 + b1w

a2 + b2w

)
.

úÁÍÅÎÑÑ w(u) × ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ

w(u) =
v

u
,

Á ÚÁÔÅÍ u É v ÎÁ u = x + β, v = y + α ÚÁÐÉÛÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ (14).

2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÉÓÔÅÍÙ (17) – = |a1 b1
a2 b2
| = 0, ÔÏÇÄÁ

a1x+ b1y

a2x+ b2y
= k.

ÇÄÅ k ¡ ÞÉÓÌÏ. òÅÛÅÎÉÅ (14) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
÷×ÏÄÉÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

t = a1x+ b1y, (19)
ÔÏÇÄÁ

dt

dx
= a1 + b1

dy

dx
,

ÏÔËÕÄÁ
dy

dx
=

dt
dx − a1

b1
.

ðÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (14) ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ

dt

dx
= a1 + b1f

(
t+ c1

kt+ c2

)
.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÅÇÏ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ∫
dt

a1 + b1f
(
t+c1
kt+c2

) = x+ c.

÷ÙÒÁÖÁÑ ÐÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ t ÞÅÒÅÚ x É y ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (19), ÚÁÐÉÛÅÍ
ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
dy

dx
=
x− 3y + 5
2x− y + 4

.
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äÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ x = u + α, y = v + β, ÔÏÇÄÁ dy
dx = dv

du. ðÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉÍ

dv

du
=
u− 3v + α − 3β + 5
2u− v + 2α− β + 4

.

÷ÙÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ {
α − 3β + 5 = 0,
2α − β + 4 = 0,

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ – = |1−3
2−1| = 5 6= 0. òÅÛÁÑ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ α = −7

5,
β = 6

5, ÔÏÇÄÁ x = u− 7
5, y = v + 6

5 ÉÌÉ

u = x+
7
5
, v = y − 6

5
. (∗)

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u, v ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ
dv

du
=
u− 3v
2u− v .

äÅÌÁÑ × ÎÅÍ ÚÁÍÅÎÕ s = v
u
, ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ s Ó ÒÁÚÄÅÌÅÎ-

ÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ
(2− s)ds
s2 − 5s+ 1

=
du

u
.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

2
∫

ds

(s− 5
2)2 + 1− 25

4

− 1
2

∫
2s− 5

s2 − 5s+ 1
ds+

5
2

∫
ds

(s− 5
2)2 − 21

4

= ln |u|+ ln |c|,

9
2

1

2
√

21
4

ln

∣∣∣∣∣∣∣

5− 5
2 −

√
21
4

5− 5
2 +

√
21
4

∣∣∣∣∣∣∣
− 1

2
ln |s2 − 5s+ 1| = ln |u|+ ln |c|.

ðÏÓÌÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÓÎÁÞÁÌÁ Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ u, v, Á ÚÁÔÅÍ É Ë x, y ÐÏ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁÍ (*), ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(
y + 6

5 − 5+
√

21
2 (x− 7

2)

y + 6
5 − 5−

√
21

2 (x− 7
5)

)9
2

·
((

y + 6
5

x− 7
5

)2

− y + 6
5

x− 7
5

+ 1

) 1
2

= c

(
x− 7

5

)
.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
dy

dx
=

2x+ 6y − 3
x+ 3y + 1

.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÍÅÎÁ x = u+ α, y = v + β ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ (5)
{

2α+ 6β − 3 = 0,
α + 3β + 1 = 0

15



Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ |2 6
1 3| = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ

t = x+ 3y. (∗)
ôÏÇÄÁ

dt

dx
= 1 + 3

dy

dx
.

ðÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉÍ

1
3
dt

dx
− 1

3
=

2t− 3
t+ 1

ÉÌÉ
dt

dx
=

7t− 8
t+ 1

.

òÁÚÄÅÌÑÑ × ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ
∫

(t+ 1)
7t− 8

dt = x+ c.

÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

1
7
t+

15
49

ln |7t− 8| = x+ c.

úÁÍÅÎÑÑ ÚÄÅÓØ t ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (*), ÚÁÐÉÛÅÍ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ

1
7

(x+ 3y) +
15
49

ln |7(x+ 3y)− 8| = x+ c.

8. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÐÏÌÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÈ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (20)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ × ÐÏÌÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÈ, ÅÓÌÉ P (x, y) É Q(x, y) ¡
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É

∂P (x, y)
∂y

=
∂Q(x, y)
∂x

. (21)

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (20) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (21). ðÕÓÔØ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (20)
ÅÓÔØ ÐÏÌÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy,

16



ÔÏÇÄÁ

P (x, y)dx =
∂u

∂x
, Q(x, y)dy =

∂u

∂y
(22)

∂P (x, y)
∂y

=
∂2u

∂x∂y
,

∂Q

∂x
=

∂2u

∂x∂y
⇒ ∂P

∂x
=
∂Q

∂y
,

Ô.Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (21) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ
(20) ÂÙÌÁ ÐÏÌÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (21) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ. ðÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

∂u

∂x
= P (x, y),

ÐÏÌÕÞÉÍ

u(x, y) =

x∫

x0

P (x, y)dx+ ϕ(y). (23)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ y ÉÇÒÁÌÁ ÒÏÌØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÉÍÅÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ϕ(y). æÕÎËÃÉÀ ϕ(y) ÐÏÄÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÂÙ
×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ×ÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ (22). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ
(23) ÐÏ y É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÒÁ×ÎÑÅÍ Q(x, y):

∂u

∂y
=

x∫

x0

∂P (x, y)
∂y

dx+ ϕ′(y) = Q(x, y).

ó ÕÞÅÔÏÍ (21) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

∂u

∂y
=

x∫

x0

∂Q(x, y)
∂x

dx+ ϕ′(y) = Q(x, y)

ÉÌÉ
∂u

∂y
= Q(x, y)−Q(x0, y) + ϕ′(y) = Q(x, y),

ÏÔËÕÄÁ

ϕ′(y) = Q(x0, y), ϕ(y) =

y∫

y0

Q(x0, y)dy + c.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ u(x, y) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ

u(x, y) =

x∫

x0

P (x, y)dx+

y∫

y0

Q(x0, y)dy + c1.
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ô.Ë. ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (20) ÍÏÖÎÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ du = 0, ÔÏ ÅÇÏ
ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÔ u(x, y) = c, Ô.Å.

x∫

x0

P (x, y)dx+

y∫

y0

Q(x0, y)dy = c.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

x

y2
dx+

y − x2

y3
dy = 0.

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

∂P

∂y
= −2x

y3 ,
∂Q

∂x
= −2x

y3 .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÐÏÌÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÈ. ôÁË ËÁË ∂u
∂x = x

y2 ,
ÔÏ

u =
∫

x

y2dx+ ϕ(y) =
x2

2y2 + ϕ(y).

îÁÊÄÅÍ ∂u
∂y É ÐÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ Q(x) = y−x2

y3 .

∂u

∂y
= −2x2

2y3 + ϕ′(y) =
y − x2

y3 .

ïÔËÕÄÁ

ϕ′(y) =
1
y2

É

ϕ(y) = −1
y

+ c1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

u(x, y) =
x2

2y2 −
1
y

+ c1

É ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

u(x, y) = c,
x2

2y2
− 1
y

= c.
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9. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÏÅ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÒÛÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ

y(n) = f(x, y, y′, y′′, ..., y(n−1)). (1)

ðÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1)
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y = y(x, c1, c2, ..., cn), (2)

ÇÄÅ c1, c2, ..., cn ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ.
þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÅ-
ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x, y, y′, y′′, ..., y(n−1).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. (óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1).)
åÓÌÉ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ f(x, y, y, ..., y(n−1)) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÙÍÉ ÏÔ ÎÅÅ fx, fy, ..., fy(n), fy(n−1) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ

x = x0, y = y0, y
′ = y′0, ..., y

(n−1) = y
(n−1)
0 , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÐÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y(x) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

y = y0, y
′ = y′0, ..., y

(n−1) = y
(n−1)
0 .

îÁÈÏÄÑ y′(x), y′′(x), ..., y(n−1), ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÎÉÈ x = x0 É ÐÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÉÈ
ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ n ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÊ c1, c2, ..., cn.





y0 = y(x0, c1, c2, ..., cn),
y′0 = y′(x0, c1, c2, ..., cn),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
0 = y(n−1)(x0, c1, c2, ..., cn).

(3)

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (3) ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ×
(2), ÐÏÌÕÞÉÍ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ôÁËÖÅ ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÍÅÔÏÄÙ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÏÌÅÅ
×ÙÓÏËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÔÉÐÏ× ÜÔÉÈ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ.
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10. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ y(n) = f(x)

ïÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÔÅ-
ÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ n ÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅ n ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ

y =

x∫

x0

. . .

x∫

x0︸ ︷︷ ︸
n

f(x)dx . . . dx+
c1(x− x0)n−1

(n− 1)!
+
c2(x− x0)n−2

(n− 2)!
+ ...+ cn.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ

y′′ = x2, y(0) = 0, y′(0) = 1.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ

y′ =

x∫

0

x2dx+ c1 =
x3

3
+ c1, y =

x4

12
+ c1x+ c2.

ïÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔ.
1. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ y′(0) = 1, ÐÏÌÕÞÉÍ c1 = 1.
2. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ y(0) = 0, c2 = 0.
ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÉÈ × ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÁÊÄÅÍ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

y =
x4

12
+ x.

11. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ,
ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

11.1. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ñ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

d2y

dx2
= f

(
x,
dy

dx

)
. (4)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ dy
dx

ÞÅÒÅÚ p:

dy

dx
= p,

ÔÏÇÄÁ
d2y

dx2 =
dp

dx
.
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ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4), ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ

dp

dx
= f(x, p) (5)

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p(x). òÅÛÁÑ ÜÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÁÊÄÅÍ ÅÇÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ p =
= p(x, c1). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ dy

dx
= p, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅ-

ÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4),

y =
∫
p(x, c1)dx+ c2.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (x− 3)y′′ + y′ = 0.

y′ = p, y′′ =
dp

dx
, (x− 3)

dp

dx
+ p = 0,

dp

p
= − dx

x− 3
, ln |p| = − ln |x− 3|+ ln |c1|, p =

c1

x− 3
,

y =
∫

c1

x− 3
dx+ c2, y = c1 ln |x− 3|+ c2.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′′ + y′

x
= x.

ðÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ y′ = p, y′′ = p′ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

p′ +
p

x
= x.

üÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÁ-
ÇÁÅÍ p = uv É ÒÅÛÁÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

u′v + v′u+
1
x
uv = x, v′ +

1
x
v = 0,

dv

v
= −dx

x
, ln |v| = − ln |x|, v =

1
x
,

u′
1
x

= x, u′ = x2, u =
x3

3
+ c1, p =

x3

3 + c1

x
.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y(x) =
x3

9
+ c1 ln |x|+ c2.

11.2. ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

y′′ = f(y, y′). (6)

ðÏÌÏÖÉÍ y′ = p, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ p ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ y ÔÏÇÄÁ

y′′ =
d2y

dx2
=
dp

dx
=
dp

dy
· dy
dx

=
dp

dy
· p.
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ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × (6) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ dy
dx É d2y

dx2 , ÐÏÌÕÞÉÍ

p
dp

dy
= f(y, p),

Ô.Å. ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p. éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÅÇÏ, ÎÁÊÄÅÍ p
ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ y É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ c1:

p = p(y, c1) ÉÌÉ
dy

dx
= p(y, c1).

òÁÚÄÅÌÑÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ

dy

p(y, c1)
= dx

É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
∫

dy

p(y, c1)
= x+ c2.

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (y′)2 + 2yy′′ = 0.
äÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ y′(x) = p(y), ÔÏÇÄÁ

y′′ =
dy′

dx
=
dp

dy
· dy
dx

= p
dp

dy
.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

p2 + 2yp
dp

dy
= 0 ÉÌÉ p

(
p+ 2y

dp

dy

)
= 0. (7)

ðÏÌÁÇÁÑ ÔÅÐÅÒØ p + 2y dpdy = 0, ÒÁÚÄÅÌÑÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ÎÅÍ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ,
ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

dp

p
= −1

2
dy

y
, ln p = −1

2
ln y + ln c1,

p =
c1√
y
,

dy

dx
=

c1√
y1
,
√
ydy = c1dx.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

2
3
y

3
2 = c1x+ c2.

ðÏÌÁÇÁÑ × (7) p = 0, Ô.Å. y′ = 0, ÐÏÌÕÞÉÍ y = c ¡ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7).

ðÒÉÍÅÒ 4. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ

y′′ + 18 sin y cos3 y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 3.
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ðÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ p = dy
dx , ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

p
dp

dy
= −18 cos3 y sin y.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÅÇÏ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

p2

2
= 18

cos4 y

4
+ c1,

9
2

=
18
4

+ c1 ⇒ c1 = 0,
ÏÔËÕÄÁ

p2 = 9 cos4 y ÉÌÉ p = ±3 cos2 y.

úÁÍÅÎÑÑ p ÎÁ dy
dx , ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÑ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ-

×ÉÀ, ÐÏÌÕÞÉÍ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
dy

dx
= ±3 cos2 y,

dy

cos2 y
= ±3dx,

∫
dy

cos2 y
= ±x+ c2,

tg y = ±x+ c2,

tg 0 = ±0 + c2 ⇒ c2 = 0,

tg y = ±x, y = ± arctgx.

12. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ n-ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

íÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÍÅÈÁÎÉËÉ, ÜÌÅËÔÒÏÔÅÈÎÉËÉ É ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÈÎÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ (ìäõ).

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an−1(x)y′ + an(x)y = ϕ(x); (1)

ÐÒÉ n = 2 ÉÍÅÅÍ: a0(x)y′′ + a1(x)y′ + a2(x)y = ϕ(x). (1′)
æÕÎËÃÉÉ a0(x), a1(x), . . . an(x), ϕ(x) ÚÁÄÁÎÙ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b).
åÓÌÉ a0(x) 6= 0 ÎÁ (a; b), ÔÏ ÄÅÌÉÍ ÎÁ a0(x) É ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

y(n) + p1(x)y(n−1) + . . .+ pn−1(x)y′ + pn(x)y = f(x) (2)

ÐÒÉ n = 2, ÉÍÅÅÍ: y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x). (2′)
åÓÌÉ ϕ(x) ≡ 0 (f(x) ≡ 0), ÔÏ ìäõ (1) ((2)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ. åÓÌÉ

ϕ 6≡ 0 (f(x) 6≡ 0), ÔÏ ìäõ (1) ((2)) ¡ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ p(x), q(x),
f(x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ (a; b), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ x0 ∈ (a; b), y0, y′0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2′), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ-
×ÉÑÍ: y(x0) = y0, y′(x0) = y′0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÔÅÏÒÅÍÙ). åÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ
ÔÅÏÒÅÍÙ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ x0 ∈ (a; b); y0, y′0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ (ËÒÉ×ÁÑ), ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (x0, y0) É ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÅ Ó ÏÓØÀ Ox
× ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÕÇÏÌ α, tgα = y′0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n.

13. ìÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÉ y1(x), y2(x), . . ., yn(x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ (a, b),
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÎÁ (a, b), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ
α1, α2, . . ., αn, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
x ∈ (a, b) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

α1y1(x) + α2y2(x) + . . .+ αnyn(x) = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÉ y1(x), y2(x), . . ., yn(x), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ-
ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÎÁ (a, b) ÅÓÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï:

α1y1(x) + α2y2(x) + . . .+ αnyn(x) ≡ 0 ÎÁ (a, b)

(αi = const) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ α1 = α2 = . . . = αn = 0.
ðÒÉÍÅÒ 1. y1(x) = x2, y2(x) = x3 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁ ÌÀÂÏÍ (a; b).
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ α1y1(x) + α2y2(x) ≡ 0 É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ

ÞÉÓÅÌ α1 ÉÌÉ α2, ÎÁÐÒÉÍÅÒ α1, ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÏÇÄÁ
y1(x)
y2(x)

= −α2

α1
, Ô.Å.

1
x

=

−α2

α1
= const. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ α1y1 +α2y2 ≡ 0,

ÔÏ α1 = 0, α2 = 0, Ô.Å. y1(x) É y2(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
ðÒÉÍÅÒ 2. y1(x) = 4x2, y2(x) = x2.
äÌÑ α1 = 1, α2 = −4 ÉÍÅÅÍ: α1y1 + α2y2 ≡ 0 ÎÁ ÌÀÂÏÍ (a, b), Ô.Å. y1(x),

y2(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ y1 É y2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, Ô.Å. ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ (a, b) ×ÙÐÏÌÎÑ-

ÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
y1

y2
= λ = const.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. åÓÌÉ y1(x), y2(x), . . ., yn(x) ¡ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ
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(a, b) É ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ (n− 1)-ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ:

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) . . . yn(x)
y′1(x) y′2(x) . . . yn(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ ÉÌÉ ×ÒÏÎÓËÉÁÎÏÍ (àÚÅÆ ÷ÒÏÎÓËÉÊ
(1778 1853) ¡ ÐÏÌØÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË) (W (x) ¡ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ
(a, b)). åÓÌÉ n = 2, ÔÏ

W (x) =

∣∣∣∣
y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣ .

ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ y1(x), y2(x), . . ., yn(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁ
(a, b), ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÄÌÑ ÎÉÈ, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÎÁ
(a, b).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÄÌÑ n = 2. ðÕÓÔØ y1(x), y2(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×É-
ÓÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ α1 6= 0 ÉÌÉ α2 6= 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ α1y1(x) +α2y2(x) = 0.
ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, α1 6= 0. ôÏÇÄÁ y1(x) = −α2

α1
y2(x), y′1(x) = −α2

α1
y′2(x). ðÏÄ-

ÓÔÁ×ÉÍ × W (x):

W (x) =

∣∣∣∣
y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

−α2

α1
y2 y2

−α2

α1
y′2 y′2

∣∣∣∣∣∣
= 0,

Ô.Ë. ÓÔÏÌÂÃÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.
ðÒÉÍÅÒ. y1(x) = 1, y2(x) = sin2 x, y3(x) = cos 2x.
ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

−y1(x) + 2y2(x) + y3(x) ≡ 0,

Ô.Å. y1(x), y2(x), y3(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. îÁÈÏÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ
É ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ:

W (x) =

∣∣∣∣∣∣

1 sin2 x cos 2x
0 sin 2x −2 sin 2x
0 2 cos 2x −4 cos 2x

∣∣∣∣∣∣
= −4 sin 2x cos 2x+ 4 cos 2x sin 2x = 0.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ W (x) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ x0 ∈
(a, b), Ô.Å. W (x0) 6= 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ W (x) ≡ 0 ÎÁ (a, b), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ
ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ.
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14. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ y1(x), y2(x), . . ., yk(x) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÏÇÏ ìäõ

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = 0,

ÔÏ y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + . . . + ckyk(x) Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ
c1, c2, . . ., ck Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.
ôÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ p1(x), . . ., pn(x) ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ìäõ :

y(n) + p1(x)y(n−1) + . . .+ pn(x)y = 0 (3)

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ (a; b) É ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ y1(x), y2(x), . . ., yn(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-
ÓÉÍÙ ÎÁ (a; b), ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÏÔÌÉÞÅÎ
ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ (a; b).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ôÅÏÒÅÍÁ 4 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ y1, y2, . . ., yn,
Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ìäõ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ y1,
. . ., yn ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ,
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ y1(x), . . ., yn(x) ¡ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) Ó ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÎÁ (a, b) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É W (x) ¡ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ,
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÎÉÈ. éÚ ÔÅÏÒÅÍ 2 É 4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ W (x) ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÎÉ ×
ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a, b) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ
ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5 (ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ìäõ). åÓÌÉ
ÆÕÎËÃÉÉ y1(x), y2(x), . . ., yn(x) ¡ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÎÁ (a, b) ÒÅÛÅÎÉÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) Ó ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÎÁ (a, b) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + . . .+ cnyn(x) (4)

(ÇÄÅ c1, c2, . . ., cn ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ìäõ
2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (3′)

Ó ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÎÁ (a, b) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ p(x) É q(x), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ
ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: y1(x)
É y2(x).ôÏÇÄÁ

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) (4′)
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¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3′). ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÁÅÔÓÑ ÔÅÍ ÉÌÉ
ÉÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÁÊÔÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÑ y1(x). ôÏÇÄÁ ÄÒÕÇÏÅ
ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y2(x) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:

y2(x) = y1(x) ·
∫

1
y2

1(x)
exp


−

x∫

x0

p(x) dx


 dx,

ÇÄÅ x0 ∈ [a; b]. ïÂÁ ÒÅÛÅÎÉÑ y1(x) É y2(x) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

15. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ìäõ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ
2-ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

þÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ìäõ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÙÅ ìäõ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ:

y′′ + py′ + qy = 0, (5)

ÇÄÅ p É q ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ; ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ p É q ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ É ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÙÍÉ, ÎÏ ÚÄÅÓØ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ.

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ìäõ ÔÉÐÁ (5) ××ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

λ2 + pλ+ q = 0 (6)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (5). äÌÑ ÅÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ × ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ y(k) ÎÁ λk (k = 1, 2, . . .); y ÎÁ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. åÓÌÉ λ ¡ ËÏÒÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6) (λ ¡
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = eλx ¡ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ y = eλx, y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx × (5), ÐÏÌÕ-
ÞÉÍ:

eλx(λ2 + pλ+ q) = 0, Ô.Ë. λ2 + pλ+ q = 0.

éÔÁË, y = eλx ¡ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (5)
õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (6) ¡ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ ÞÅÒÅÚ λ1, λ2.
ôÅÏÒÅÍÁ 7. 1). åÓÌÉ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6) ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ (λ1 6= λ2), ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ
×ÉÄ:

y = c1e
λ1x + c2e

λ2x (7)
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2). åÓÌÉ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ É ÒÁ×-
ÎÙÅ (λ1 = λ2), ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

y = c1e
λ1x + c2xe

λ1x (8)

3). åÓÌÉ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ (λ1 = α+
iβ; λ2 = α − iβ, β 6= 0), ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

y = eαx(c1 cos βx+ c2 sin βx) (9)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.
1). ðÕÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ λ1 É λ2 ¡ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-

ÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6 y1(x) = eλ1x É y2(x) = eλ2x ¡ ÞÁÓÔÎÙÅ
ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5).

W (x) =

∣∣∣∣
y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
eλ1x eλ2x

λ1e
λ1x λ2e

λ2x

∣∣∣∣ = (λ2 − λ1)e(λ1+λ2)x 6= 0

(Ô.Ë. λ1 6= λ2).
÷ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÆÕÎËÃÉÉ y1(x) É y2(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ,

Á ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5 (7) ¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.
2). ðÕÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (6) ÉÍÅÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ D =
p2

4
− 4q = 0 É λ1 = λ2 = −p

2
.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6 y1(x) = eλ1x ¡ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ y2(x) = x · eλ1x ¡
ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5). ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × (5) y = x · eλ1x; y′ = (1 + λ1x)eλ1x;
y′′ = (2λ1 + λ2

1x) · eλ1x, ÐÏÌÕÞÉÍ:

eλ1x · (2λ1 + λ2
1x+ p+ pλ1x+ qx) = 0 ÉÌÉ

eλ1x · ((λ2
1 + pλ1 + q)x+ (2λ1 + p)) = 0.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ λ2
1 + pλ1 + q = 0 (Ô.Ë. λ1 ¡ ËÏÒÅÎØ

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ) É 2λ1 + p = 0 (Ô.Ë. λ1 = −p
2

).

éÔÁË, y2(x) = x · eλ1x ¡ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5). ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ
÷ÒÏÎÓËÏÇÏ:

W (x) =

∣∣∣∣
y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
eλ1x xeλ1x

λ1e
λ1x (1 + λ1x)eλ1x

∣∣∣∣ =

= (1 + λ1x− λ1x)eλ1x = eλ1x 6= 0.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 y1(x) É y2(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ, Á ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5 (8)
¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

3). ðÕÓÔØ λ1 = α + iβ É λ2 = α − iβ ¡ ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (6). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6 y1 = eλ1x É y2 = eλ2x ¡ ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ
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ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5). ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÆÕÎËÃÉÉ y3(x) =
1
2

(y1 + y2) É y4(x) =
1
2i

(y1 − y2) ¡ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5). ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ y3(x) É y4(x):

y3(x) =
1
2

(eλ1x + eλ2x) =
1
2

(e(α+iβ)x − e(α−iβ)x) =

=
eαx

2
(cosβx+ i sin βx+ cos βx+ i sin(−βx)) = eαx cos βx;

y4(x) =
1
2i

(y1 − y2) =
1
2i

(e(α+iβ)x − e(α−iβ)x) = eαx sin βx.

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ:

W (x) =

∣∣∣∣
y3 y4

y′3 y′4

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
eαx cos βx eαx sin βx

(α cos βx− β sinβx)eαx (α sin βx+ β cosβx)eαx

∣∣∣∣ = β2e2αx 6= 0.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 y3(x) É y4(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, Á ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ
5 (9) ¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: y′′ − 3y′ + 2y = 0.
òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ: λ2−3λ+2 = 0, λ1 = 2, λ2 = 1. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (7) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ:
y = c1e

2x + c2e
x.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: y′′ + 2y′ + y = 0.
òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ: λ2 + 2λ+ 1 = 0, λ1 = λ2 = −1. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (8) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
y = c1e

−x + c2xe
−x.

ðÒÉÍÅÒ 3. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: y′′ + 2y′ + 5y = 0.
òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ: λ2 + 2λ+ 5 = 0, λ1 = −1 + 2i, λ2 = −1− 2i. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(9) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

y = e−x(c1 cos 2x+ c2 sin 2x).

16. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ìäõ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó
ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

úÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ìäõ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó
ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

y(n) + p1y
(n−1) + p2y

(n−2) + . . .+ pny = 0, (10)
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ÇÄÅ p1, p2, . . ., pn ¡ ÞÉÓÌÁ, ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

λn + p1λ
n−1 + . . .+ pn = 0 (11)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (10).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6 ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ λ ¡ ËÏÒÅÎØ (11), ÔÏ
y = eλx ¡ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (10).

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1) ëÏÒÅÎØ λ = λ0 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (11) ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ k, ÅÓÌÉ

P (λ) = λn + p1λ
n−1 + . . .+ pn = (λ− λ0)kQ(λ), Q(λ0) 6= 0,

Q(λ) ¡ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.
2) íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ λ = λ0 ¡ ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ k ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P (λ0) = 0, P (i)(λ0) = 0 ÐÒÉ i = 1, . . . , k − 1; P (k)(λ0) 6= 0, ÇÄÅ

P (i)(x) =
diP

dxi
.

ðÒÉÍÅÒÙ. 1) λ2 − 2λ+ 1 = 0.
ðÏÓËÏÌØËÕ P (λ) = λ2− 2λ+ 1 = (λ− 1)2, ÔÏ λ = 1 ¡ ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2.
2) λ5 + 3λ4 + 3λ3 + λ2 = 0.
ðÏÓËÏÌØËÕ P (λ) = λ2(λ + 1)3, ÔÏ λ = 0 ¡ ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2, Á λ = −1

¡ ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 3.
ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (10) ÎÁÈÏÄÑÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ 2-ÏÇÏ ÐÏ-

ÒÑÄËÁ.

óÈÅÍÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ìäõ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

1◦. îÁÈÏÄÉÍ ËÏÒÎÉ λ1, λ2, . . ., λn ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (11). ó
ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (11) ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ËÏÒÎÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ
ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ (ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ).

ðÒÉÍÅÒ 2. λ5 + λ3 = 0 ⇔ λ3(λ2 + 1) = 0 ⇔ λ1 = λ2 = λ3 = 0, λ4 = i,
λ5 = −i. þÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ, ÒÁ×ÎÏÅ ÐÑÔÉ, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÒÑÄËÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
2◦. ðÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÕ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (11) ×ÙÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ (10):

Á) ëÁÖÄÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÍÕ ËÏÒÎÀ λ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y = eλx ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (10).

Â) ëÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ λ1 = α+iβ
É λ2 = α − iβ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ä×Á ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ: eαx cos βx; eαx sin βx
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (10).
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×) ëÁÖÄÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍÕ ËÏÒÎÀ λ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ k ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ k ÞÁÓÔ-
ÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ:

eλx;x · eλx;x2eλx; . . . ;xk−1eλx,

ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ.
Ç) ëÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ λ1 = α+iβ É λ2 = α−iβ

ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ 2m ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ

eαx cos βx;x · eαx cos βx; . . . ;xm−1eαx cos βx;

eαx sinβx;x · eαx sin βx; . . . ;xm−1eαx sin βx.

3◦. þÉÓÌÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (10)
ÒÁ×ÎÏ ÐÏÒÑÄËÕ n ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ y1,
. . ., yn ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ y(x) =
c1y1(x) + c2y2(x) + . . .+ cnyn(x) ¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (10).

ðÒÉÍÅÒ. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

yVII − 3yVI + 5yV − 7yIV + 7y′′′ − 5y′′ + 3y′ − y = 0.

óÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

λ7 − 3λ6 + 5λ5 − 7λ4 + 7λ3 − 5λ2 + 3λ− 1 = 0.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ P (λ). ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ P (1) =
0, Ô.Å. λ = 1 ¡ ËÏÒÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, P (1) =
P ′(1) = P ′′(1) = 0, P ′′′(1) 6= 0 (ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ
λ = 1), ÐÏÜÔÏÍÕ λ = 1 ¡ ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 3. äÅÌÉÍ P (λ) ÎÁ (λ − 1)3,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(λ− 1)3(λ2 + 1)2 = 0⇔ λ1 = λ2 = λ3 = 1;λ4 = λ5 = i;λ6 = λ7 = −i.
ëÏÒÎÀ λ = 1 ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÉ ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ: y1(x) = ex;
y2(x) = xex; y3(x) = x2ex. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ËÏÒÎÑÍ λ = ±i ËÒÁÔ-
ÎÏÓÔÉ 2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ y4(x) = cosx; y5 = x cosx;
y6(x) = sinx; y7(x) = x sinx. ÷ÓÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

y(x) = (c1 + c2x+ c3x
2) · ex + (c4 + c5x) cosx+ (c6 + c7x) sinx.

éÔÁË, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

y′′ + py′ + qy = 0

ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ λ2 + pλ + q = 0 É ÎÁÈÏÄÉÍ ÅÇÏ
ËÏÒÎÉ λ1, λ2.
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ëÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ìäõ

1◦ λ1 6= λ2, λ1, λ2 ∈ R y = c1e
λ1x + c2e

λ2x

2◦ λ1 = λ2, λ1, λ2 ∈ R y = (c1 + c2x)eλ1x

3◦ λ1 = α + iβ ∈ C
λ2 = α − iβ ∈ C

y = eαx(c1 cosβx+ c2 sin βx)

R¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; C¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y(n) + p1y
(n−1) + p2y

(n−2) + . . .+ pny = 0

ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

λn + p1λ
n−1 + . . .+ pn = 0.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ:

ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ λi ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ki, i = 1, . . . , s;

ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ αj ± iβj ËÒÁÔÎÏÓÔÉ mj, j = 1, 2, . . . , t.

k1 + k2 + . . .+ ks + 2(m1 +m2 + . . .+mt) = n.

ëÏÒÎÉ

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ þÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

1. λi ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ki
λi ∈ R
i = 1, 2, . . . , s

yi(x) = (c1 + c2x+ . . .+
cki−1x

ki−1)eλix

i = 1, 2, . . . , s

y(x) = y1 + y2 + . . .

2. ðÁÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ
αj ± iβj ËÒÁÔÎÏÓÔÉ mj,
j = 1, 2, . . . , t

�yj(x) = eαix((“c1 + “c2x+
. . .+ “cmj−1x

mj−1)·
· cos βjx + (ĉ1 + ĉ2x +
. . .+ ĉmj−1x

mj−1)·
· sin βjx
j = 1, 2, . . . , t

. . .+ ys + �y1+
+�y2 + . . .+ �yt

17. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ìäõ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ìäõ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

yn + p1(x)y(n−1) + p2(x)y(n−2) + . . .+ pn(x)y = f(x) (12)

ÐÒÉ n = 2:
y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), (12′)

ÇÄÅ p1(x), p2(x), . . ., pn(x), f(x), p(x), q(x) ¡ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ
ÎÁ (a; b).
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óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

y(n) + p1(x)y(n−1) + p2(x)y(n−2) + . . .+ pn(x)y = 0, (13)

Á ÐÒÉ n = 2:
y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0. (13′)

ôÅÏÒÅÍÁ 8. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ìäõ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍ-
ÍÅ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ y∗ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ �y ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÅÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Ô.Å.

y = y∗ + �y. (14)

18. íÅÔÏÄ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ìäõ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (12′). åÇÏ ÏÂÝÉÍ
ÒÅÛÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ (14), Ô.Å.

y = y∗ + �y.

þÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y∗ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (12′) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅ-
ÛÅÎÉÅ �y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (13′) ÍÅÔÏÄÏÍ ×ÁÒÉÁÃÉÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ

�y = c1y1(x) + c2y2(x)

¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (13′). úÁÍÅÎÉÍ × ÏÂÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ
c1, c2 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ c1(x) É c2(x) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ

y∗ = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) (15)

ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (12′). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ × (12′), ÐÏÌÁÇÁÑ

c′1(x)y1(x) + c′2(x)y2(x) = 0. (16)

ðÏÓÌÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÙËÌÁÄÏË ÐÏÌÕÞÉÍ

c′1(x)y′1(x) + c2(x)′y′2(x) = f(x). (17)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ (15) ÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ y∗ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (12′),
ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ c1(x) É c2(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (16) É (17):

{
c′1(x)y1(x) + c′2(x)y2(x) = 0
c′1(x)y′1(x) + c′2(x)y′2(x) = f(x).

(18)

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÉÓÔÅÍÙ

∣∣∣∣
y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ 6= 0, Ô.Ë. ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ

ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ y1(x) É y2(x) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (13′). ðÏÜÔÏÍÕ
ÓÉÓÔÅÍÁ (18) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: c′1(x) = ϕ(x) É c′2(x) = ψ(x), ÇÄÅ
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ϕ(x), ψ(x) ¡ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ x. éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ c1(x) É c2(x),
Á ÚÁÔÅÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (15) ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (12′).

ðÒÉÍÅÒ. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

y′′ − 2y′ + y =
ex

x
.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ: y′′ − 2y′ + y = 0. éÍÅÅÍ: λ2 − 2λ+ 1 = 0, λ1 = λ2 = 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
y = (c1 + c2x)ex. îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y∗ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
ïÎÏ ÉÝÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ: y∗ = c1(x)ex + c2(x)xex. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ c1(x) É c2(x)
ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (18)

{
c′1(x) · ex + c′2(x) · xex = 0,

c′1(x) · ex + c′2(x)(1 + x)ex =
ex

x
.

òÅÛÁÅÍ ÅÅ: – =

∣∣∣∣
ex xex

ex (1 + x)ex

∣∣∣∣ = e2x;

–1 =

∣∣∣∣∣
0 xex

ex

x
(1 + x)ex

∣∣∣∣∣ = −e2x; –2 =

∣∣∣∣∣
ex 0

ex
ex

x

∣∣∣∣∣ =
e2x

x
;

c′1(x) =
–1

–
= −1; c′2(x) =

–2

–
=

1
x
.

c1(x) =
∫

(−1) dx = −x+ “c1; c2(x) =
∫

1
x
dx = ln |x|+ “c2.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ: c1(x) = −x; c2(x) = ln |x|. úÁÍÅ-
ÎÉÍ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: y∗ = −xex +x ln |x|ex. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y(x) = �y + y∗ = (c1 + c2x− x+ x ln |x|)ex.

äÌÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ìäõ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (12) ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y∗(x), ÁÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÅÔÏÄÏÍ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ. ïÎÏ ÉÝÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ:

y∗ = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) + . . .+ cn(x)yn(x),

ÇÄÅ yi(x), i = 1, . . . , n ¡ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (13).
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óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ c′i(x) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ




c′1y1 + c′2y2 + c′3y3 + . . .+ c′nyn = 0,
c′1y
′
1 + c′2y

′
2 + c′3y

′
3 + . . .+ c′ny

′
n = 0,

c′1y
′′
1 + c′2y

′′
2 + c′3y

′′
3 + . . .+ c′ny

′′
n = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c′1y
(n−1)
1 + c′2y

(n−1)
2 + c′3y

(n−1)
3 + . . .+ c′ny

(n−1)
n = f(x).

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ¡ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ y1, y2,
. . ., yn, ÏÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ × ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ y1, y2, . . ., yn.
ðÏÜÔÏÍÕ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ðÒÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ìäõ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏ-
ÌÅÚÎÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 9. åÓÌÉ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (12) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍ-
ÍÕ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) = f1(x) + f2(x), Á y∗1 É y∗2 ¡ ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ (12), Á ÐÒÁ×ÁÑ
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó f1(x) É f2(x), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y∗ = y∗1 + y∗2 Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

19. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ìäõ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ-
ÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ
×ÉÄÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ìäõ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

y(n) + p1y
(n−1) + p2y

(n−2) + . . .+ pny = f(x), (19)

pi, i = 1, . . . , n ¡ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.
óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8 ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (19) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ

ÓÕÍÍÕ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ �y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÞÁÓÔ-
ÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ y∗ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. þÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (19)
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ ÍÅÔÏÄÏÍ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ.

äÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (19) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÏÌÅÅ
ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ y∗, ÅÓÌÉ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ f(x) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (19) ÉÍÅÅÔ
ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ×ÉÄ:

I f(x) = Pn(x)eαx ÉÌÉ
II f(x) = eαx(Pn(x) cosβx + Qm(x) sinβx) (Pn(x), Qm(x) ¡ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

ÓÔÅÐÅÎÉ n, m ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ)
III f(x) ¡ ÓÕÍÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÉÄÁ I É II.
óÕÔØ ÍÅÔÏÄÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÓÏ-

ÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÐÏ ×ÉÄÕ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ f(x) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (19) ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔ
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ÏÖÉÄÁÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ,
ÚÁÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÅÅ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (19) É ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÎÁÈÏÄÑÔ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×.

÷ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉÃÅ × ÇÒÁÆÅ 1 ÕËÁÚÁÎ ×ÉÄ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ f(x), ×
ÇÒÁÆÅ 2 ¡ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ n > 2, × ÇÒÁÆÅ 3 ¡ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ f(x) þÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y∗

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
y(n) + p1y

(n−1) + . . .+ pny =
f(x)

þÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y∗

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
y′′ + py′ + qy = f(x)

I. eαxPk(x), ÇÄÅ Pk(x) =
a0x

k + . . . + ak ¡ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
k-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ x

y∗(x) = xrP ∗k (x)eαx, ÇÄÅ
P ∗k (x) ¡ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ k-ÔÏÊ
ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ; ÞÉÓÌÏ r
ÒÁ×ÎÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÏÒÎÑ α
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ (× ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ α ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,
ÓÞÉÔÁÅÍ r = 0)

á. y∗(x) = eαxP ∗k (x), ÅÓÌÉ
ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-
ÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅ ÒÁ-
×ÅÎ α.
â. y∗(x) = xeαxP ∗k (x), ÅÓ-
ÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ α.
÷. y∗(x) = x2eαxP ∗k (x), ÅÓ-
ÌÉ ÏÂÁ ËÏÒÎÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ α.
(÷Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ á, â, ÷
P ∗k (x) ¡ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ
k Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÁÍÉ.)

II eαx(Pk(x) cos βx +
Qm(x) sinβx)
Pk(x) Qm(x) ¡ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
ÓÔÅÐÅÎÉ k, m ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ

y∗(x) = xr(P ∗l (x) cos βx +
Q∗l (x) sin βx)eαx, ÇÄÅ P ∗l , Q∗l
¡ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÅÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ
ÓÔÅÐÅÎÉ l = max(k,m); ÞÉ-
ÓÌÏ r ÒÁ×ÎÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÏÒÎÑ
α+iβ (ÉÌÉ α−iβ) ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-
ÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (× ÓÌÕ-
ÞÁÅ, ÅÓÌÉ α ± iβ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÒÎÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÓÞÉÔÁÅÍ r = 0)

á. y∗(x) = (P ∗l (x) cos βx +
Q∗l (x) sin βx)eαx, ÅÓÌÉ ËÏÒÎÉ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ α ± iβ, l =
max(k,m)
â. y∗(x) =
x(P ∗l (x) cos βx+
Q∗(x) sin βx)eαx, ÅÓÌÉ ËÏÒÎÉ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ α± iβ.

III f1(x) + f2(x) + . . .+ fm(x)
fi(x) ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ I ÉÌÉ
II

y∗(x) = “y1 + “y2 + . . .+ “ym, ÇÄÅ “yi ¡ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ: y(n) + p1y

(n−1) + . . .+ pny = fi(x), i = 1, 2, . . . ,m

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′′+2y′ = x+1, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ
ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ y(0) = 0, y′(0) = 1.

òÅÛÅÎÉÅ. úÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ìäõ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ-
ÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ λ2 + 2λ = 0 ÉÍÅÅÔ ËÏÒ-
ÎÉ λ1 = 0 É λ2 = −2. ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ eαxPn(x), α = 0, Pn(x) = x+ 1
¡ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 1-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÁÔØ × ×ÉÄÅ:
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y∗ = x(Ax+B) (λ = 0 ¡ ËÏÒÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ
1). îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

(y∗)′ = 2Ax+B; (y∗)′′ = 2A; 2A+ 4Ax+ 2B = x+ 1.

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x:
{

4A = 1
2A+ 2B = 1

.

ïÔËÕÄÁ A =
1
4

, B =
1
4

; y∗ =
1
4

(x + 1)x. ôÁË ËÁË ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÅÓÔØ �y = c1 + c2e
−2x, ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ

y = c1 + c2e
−2x +

1
4

(x+ 1)x.

îÁÊÄÅÍ c1 É c2 ÐÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ. ôÁË ËÁË y(0) = 0, ÔÏ ÉÚ ÏÂÝÅ-
ÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÍ c1 + c2 = 0. îÁÊÄÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ:

y′ = −2c2e
−2x +

x

2
+

1
4

. éÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÔÏÒÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

1 = −2c2 +
1
4

, ÏÔËÕÄÁ c2 = −3
8

; c1 =
3
8

. þÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y =
3
8

(1− e−2x) +
1
4

(x+ 1)x.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′′ − 4y′ + 3y = x sinx.
òÅÛÅÎÉÅ. úÄÅÓØ f(x) = x sinx, Ô.Å. α = 0, Pn(x) = 0, Qm(x) = x, n = 0,

m = 1.
èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ λ2 − 4λ + 3 = 0 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ λ1 = 3,

λ2 = 1. ôÁË ËÁË ÞÉÓÌÁ α±iβ = ±i ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÝÅÍ × ×ÉÄÅ (ÓÍ. ÔÁÂÌÉÃÕ)

y∗ = (Ax+ B) cosx+ (Cx+D) sinx.

úÄÅÓØ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÒÁ×ÎÁ 1 =
max(n,m) = max(0; 1). îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ (y∗)′ É (y∗)′′ É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ
× ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ sinx É ÐÒÉ cosx,
ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÉÍ:

A =
1
5

; B =
11
50

; C =
1
10

; D = − 1
25
.

þÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: y∗ =
1
50

((10x+ 11) cosx+ (5x− 2) sinx). ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

y = c1e
3x + c2e

x +
1
50

((10x+ 11) cosx+ (5x− 2) sinx).
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20. óÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÆÉÚÉËÉ, ÔÅÈÎÉËÉ ÎÅÒÅÄËÏ ÔÒÅ-
ÂÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë
ÎÅÓËÏÌØËÉÍ äõ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÕ.

óÉÓÔÅÍÏÊ äõ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ äõ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ, ÉÓËÏÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ.

ïÂÝÉÊ ×ÉÄ ÓÉÓÔÅÍÙ äõ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ n ÉÓËÏÍÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ y1, y2, . . ., yn, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ:




F1(x; y1; y2; . . . ; yn; y′1; y

′
2; . . . ; y

′
n) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Fn(x; y1; y2; . . . ; yn; y′1; y

′
2; . . . ; y

′
n) = 0.

óÉÓÔÅÍÁ äõ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ,
Ô.Å. ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÉÄÁ:





dy1

dx
= f1(x, y1, y2, . . . , yn)

dy2

dx
= f2(x, y1, y2, . . . , yn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dyn
dx

= fn(x, y1, y2, . . . , yn)

(20)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ äõ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÉÓËÏÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÓ-
ÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ× ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ×ÉÄÁ (20). îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÒÅÈ äõ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ





d2x

dt2
= F1(x; y; z;x′; y′; z′)

d2y

dt2
= F2(x; y; z;x′; y′; z′)

d2z

dt2
= F3(x; y; z;x′; y′; z′),

ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÁÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÐÕÔÅÍ ××ÅÄÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ:

dx

dt
= u;

dy

dt
= v;

dz

dt
= w
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ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ:





dx

dt
= u

dy

dt
= v

dz

dt
= w

du

dt
= F1(x; y; z; t;u; v;w)

dv

dt
= F2(x; y; z; t;u; v;w)

dw

dt
= F3(x; y; z; t;u; v;w).

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ y′′′ = f(x; y; y′; y′′) ÐÕÔÅÍ ÚÁÍÅÎÙ y′′ = u′ = v
Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ äõ:




y′ = u
u′ = v
v′ = f(x; y;u; v)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÉÚ n
ÆÕÎËÃÉÊ y1, y2, . . ., yn, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

îÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

y1(x0) = y0
1; y2(x0) = y0

2; . . . ; yn(x0) = y0
n (21)

úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (20) ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁÊÔÉ ÒÅ-
ÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (20), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (21).

òÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (20), ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ n ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ:

y1 = ϕ1(x; c1, c2, . . . , cn), . . . , yn = ϕn(x; c1, . . . , cn)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (21) ÍÏÖÎÏ ÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ c1, c2, . . ., cn ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:




ϕ1(x; c1, c2, . . . , cn) = y0

1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕn(x; c1, c2, . . . , cn) = y0

n

òÅÛÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ c1, c2, . . .,
cn, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (20).
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21. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ

ïÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ äõ ¡
ÍÅÔÏÄ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Ë ÏÄÎÏÍÕ äõ. ôÅÈÎÉËÁ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (20). ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÐÏ x ÌÀÂÏÅ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÐÅÒ×ÏÅ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

d2y1

dx2
=
∂f1

∂x
+
∂f1

∂y1

dy1

dx
+
∂f1

∂y2

dy2

dx
+ . . .+

∂f1

∂yn

dyn
dx

.

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ
dy1

dx
,
dy2

dx
, . . .,

dyn
dx

ÉÚ ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ (20), ÐÏÌÕÞÉÍ:

d2y1

dx2 =
∂f1

∂x
+
∂f1

∂y1
· f1 +

∂f1

∂y2
· f2 + . . .+

∂f1

∂yn
· fn.

ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x; y1; y2; . . .; yn, Ô.Å.

d2y1

dx2 = F2(x, y1, y2, . . . , yn).

ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÅÝÅ ÒÁÚ É ÚÁÍÅÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ
dy1

dx
; . . .;

dyn
dx

ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ (20), ÐÏÌÕÞÉÍ

d3y1

dx3
= F3(x, y1, y2, . . . , yn).

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:




dy1

dx
= f1(x; y1; y2; . . . ; yn)

d2y1

dx2
= F2(x; y1; . . . ; yn)

d3y1

dx3
= F1(x; y1; . . . ; yn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dny1

dxn
= Fn(x; y1; . . . ; yn)

(22)

éÚ ÐÅÒ×ÙÈ (n − 1) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (22) ×ÙÒÁÚÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ y2, y3, . . ., yn
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ÞÅÒÅÚ x, ÆÕÎËÃÉÀ y1 É ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ y′1, y
′′
1 , . . ., y(n−1)

1



y2 = ϕ2(x, y1, y
′
1, . . . , y

(n−1)
1 )

y3 = ϕ3(x, y1, y
′
1, . . . , y

(n−1)
1 )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = ϕn(x, y1, y
′
1, . . . , y

(n−1)
1 )

(23)

îÁÊÄÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (22). ðÏ-

ÌÕÞÉÍ ÏÄÎÏ äõ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y1:
dny1

dxn
=

�n(x, y1, y
′
1, . . . , y

(n−1)
1 ).

ðÕÓÔØ y1 = ϕ1(x; c1, c2, . . . , cn) ¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÒÏ-
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×Á× ÅÇÏ (n− 1) ÒÁÚ É ÐÏÄÓÔÁ×É× ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ y ′1, y

′′
1 ,

. . ., y(n−1)
1 × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (23), ÎÁÊÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ y2, y3, . . ., yn.

y2 = ϕ2(x; c1, c2, . . . , cn), . . . , yn = ϕn(x; c1, c2, . . . , cn).

ðÒÉÍÅÒ. òÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ



dy

dx
= 6y − 2z

dz

dx
= 2y + z

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: y′′ = 6y′−2z′. ðÏÄÓÔÁ-
×ÌÑÅÍ z′ = 2y+ z × ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï y′′ = 6y′−2(2y+ z), y′′−6y′+ 4y =
−2z. óÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ:

{
y′ = 6y − 2z
y′′ − 6y′ + 4y = −2z

éÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ: z =
6y − y′

2
. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ z ×Ï ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ:

y′′ − 6y′ + 4y =
−2(6y − y′)

2
, Ô.Å. y′′ − 7y′ + 10y = 0.

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÏÄÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ìäõ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. òÅÛÁÅÍ ÅÇÏ: λ2−7λ+10 =
0, λ1 = 2, λ2 = 5 É y = c1e

2x + c2e
5x ¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. îÁÈÏÄÉÍ

ÆÕÎËÃÉÀ z. úÎÁÞÅÎÉÑ y É y′ = (c1e
2x + c2e

5x)′ = 2c1e
2x + 5c2e

5x ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ

× ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ z =
6y − y′

2
. ðÏÌÕÞÉÍ: z = 3c1e

2x + 3c2e
5x − c1e

2x − 5
2
c2e

5x, Ô.Å

z = 2c1e
2x − 0, 5c2e

5x.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y = c1e
2x + c2e

5x, z = 2c1e
2x − 0, 5c2e

5x.
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22. ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÄÏÍÁÛÎÉÅ ÚÁÄÁÎÉÑ

I. úÁÄÁÞÉ ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÓÔÒÏÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ ÞÅÒÔÅÖ,
ÚÁÔÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÉÓËÏÍÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÞÅÒÅÚ y = y(x) É ×ÙÒÁÖÁÀÔ ×ÓÅ ×ÈÏÄÑ-
ÝÉÅ × ÚÁÄÁÞÕ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÞÅÒÅÚ x, y É y′. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ (y′ ÅÓÔØ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë
ËÒÉ×ÏÊ y = y(x)). úÁÔÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ
ÜÔÉÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ F (x, y, y ′) = 0,
ÒÅÛÁÑ ËÏÔÏÒÏÅ, ÎÁÈÏÄÑÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ y(x).

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÌÁÀÔ
ÄÏÐÕÝÅÎÉÑ, ÕÐÒÏÝÁÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÕ, ÎÏ ÎÅ ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ. îÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ ÚÁÍÅÎÑÀÔ ÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌÁÍÉ; ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ×
ÔÅÞÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ×ÒÅÍÅÎÉ dt, ÐÒÏÔÅËÁÅÔ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ
ÓËÏÒÏÓÔØÀ, É Ô.Ä.

÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÏ-
ÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÕÔÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ (ÓËÏÒÏÓÔØ
ÐÒÏÔÅËÁÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ).

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ× ËÒÉ×ÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ xOy, ÚÎÁÑ,
ÞÔÏ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÜÔÏ-
ÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÒÁ×ÅÎ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ Ë ÅÅ ÁÂÓÃÉÓÓÅ, ×ÚÑÔÏÍÕ Ó
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ.

òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÒÉ×ÕÀ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÞÅÒÅÚ y = y(x). õÇÌÏ-
×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × ËÁÖÄÏÊ ÅÅ ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÅÎ y ′(x). ó
ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÎ ÒÁ×ÅÎ −y

x
. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á: y′ = −y
x

. üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. òÁÚÄÅÌÉ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ y 6= 0,
ÐÏÌÕÞÉÍ

dx

x
= −dy

y
, ÏÔËÕÄÁ ln |x|+ ln |y| = ln |c|,

ÉÌÉ xy = c. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÉ-
ÐÅÒÂÏÌ, ÉÍÅÀÝÉÈ Ó×ÏÉÍÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁÍÉ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÓÏÂÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ
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ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ y = 0.
ðÒÉÍÅÒ 2. íÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÁÓÓÏÊ m = 0, 75 Ç ÐÏÇÒÕÖÁÅÔÓÑ × ÖÉÄ-

ËÏÓÔØ ÂÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ. óÉÌÁ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ v Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ k = 3.
îÁÊÔÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ; ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÅ-
ÒÅÚ 2 ÓÅËÕÎÄÙ ÐÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÔÏÞËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÌÙ ÔÑ-
ÖÅÓÔÉ P = mg É ÓÉÌÙ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ ÖÉÄËÏÓÔÉ Q = kv. óÉÌÁ Q ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ
× ÓÔÏÒÏÎÕ, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÕÀ Ä×ÉÖÅÎÉÀ, Á ÓÉÌÁ P ¡ × ÓÔÏÒÏÎÕ Ä×ÉÖÅÎÉÑ;
ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÒÁ×ÎÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ F = mg− kv. ðÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÊ ÒÁ×ÎÏÄÅÊ-
ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÁ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ×ÎÉÚ. îÏ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ îØÀÔÏÎÁ F = ma,

ÇÄÅ a =
dv

dt
(ÕÓËÏÒÅÎÉÅ), Ô.Å. F = m · dv

dt
. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÁ ×ÙÒÁÖÅ-

ÎÉÑ ÄÌÑ F :

m
dv

dt
= mg − kv,

ÏÔËÕÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÍÅÅÍ

0, 75
dv

dt
= 0, 75g − 3v, ÉÌÉ

dv

dt
= g − 4v.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

dv

g − 4v
= dt; −1

4
ln |g − 4v| = t− 1

4
ln c;

ln |g − 4v| = −4t+ lnC, Ô.Å. v =
g

4
(1− e−4t).

ðÏÌÁÇÁÑ ÔÅÐÅÒØ t = 2, ÎÁÈÏÄÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ÞÅÒÅÚ 2 Ó ÐÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏ-
ÇÒÕÖÅÎÉÑ:

v =
g

4
(1− e−8) = 2, 45 (Í/Ó)

ðÒÉÍÅÒ 3. ÷ ÓÏÓÕÄ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 10 Ì ×ÏÄÙ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÐÏÓÔÕÐÁÅÔ ÓÏ
ÓËÏÒÏÓÔØÀ 2 Ì × ÍÉÎÕÔÕ ÒÁÓÔ×ÏÒ, × ËÁÖÄÏÍ ÌÉÔÒÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ 0,3
ËÇ ÓÏÌÉ. ðÏÓÔÕÐÁÀÝÉÊ × ÓÏÓÕÄ ÒÁÓÔ×ÏÒ ÐÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ×ÏÄÏÊ, É ÓÍÅÓØ
×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÏÓÕÄÁ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØÀ. óËÏÌØËÏ ÓÏÌÉ ÂÕÄÅÔ × ÓÏÓÕÄÅ ÞÅÒÅÚ
5 ÍÉÎÕÔ?

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÍ ÚÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÅ ×ÒÅÍÑ t, Á ÚÁ ÉÓËÏÍÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ y(t) ¡ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÌÉ × ÓÏÓÕÄÅ ÞÅÒÅÚ t ÍÉÎÕÔ ÐÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ ÏÐÙ-
ÔÁ. îÁÊÄÅÍ, ÎÁ ÓËÏÌØËÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÌÉ × ÓÏÓÕÄÅ ÚÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË
×ÒÅÍÅÎÉ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ t ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ t + –t. ÷ ÏÄÎÕ ÍÉÎÕÔÕ ÐÏÓÔÕÐÁÅÔ 2 Ì
ÒÁÓÔ×ÏÒÁ, Á × –t ÍÉÎÕÔ ¡ 2 · –t ÌÉÔÒÏ×; × ÜÔÉÈ 2 · –t ÌÉÔÒÁÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ-
ÓÑ 0, 3 · 2 · –t = 0, 6 –t ËÇ ÓÏÌÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÚÁ ×ÒÅÍÑ –t ÉÚ ÓÏÓÕÄÁ
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×ÙÔÅËÁÅÔ 2 · –t ÌÉÔÒÏ× ÒÁÓÔ×ÏÒÁ. ÷ ÍÏÍÅÎÔ t ×Ï ×ÓÅÍ ÓÏÓÕÄÅ (10 Ì) ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔÓÑ y(t) ËÇ ÓÏÌÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × 2 · –t ÌÉÔÒÁÈ ×ÙÔÅËÁÀÝÅÇÏ ÒÁÓÔ×ÏÒÁ
ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ ÂÙ 0, 2 ·–t · y(t) ËÇ ÓÏÌÉ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÚÁ ×ÒÅÍÑ –t ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÓÏÌÉ
× ÓÏÓÕÄÅ ÎÅ ÍÅÎÑÌÏÓØ. îÏ ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ÚÁ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ,
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÕÀ ÐÒÉ –t→ 0, ÔÏ × ×ÙÔÅËÁÀÝÉÈ 2 ·–t ÌÉÔÒÁÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ
0, 2 ·–t(y(t) + α) ËÇ ÓÏÌÉ, ÇÄÅ α→ 0 ÐÒÉ –t→ 0.

éÔÁË, × ÒÁÓÔ×ÏÒÅ, ×ÔÅËÁÀÝÅÍ ÚÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ (t; t + –t), ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔÓÑ 0, 6 ·–t ËÇ ÓÏÌÉ, Á × ×ÙÔÅËÁÀÝÅÍ 0, 2 ·–t(y(t) + α) ËÇ. ðÒÉÒÁÝÅÎÉÅ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÏÌÉ ÚÁ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ y(t + –t) − y(t) ÒÁ×ÎÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ
×ÅÌÉÞÉÎ, Ô.Å.

y(t+ –t)− y(t) = 0, 6 –t− 0, 2 –t(y(t) + α).

òÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ –t É ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ –t→ 0. ÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y′(t), Á × ÐÒÁ×ÏÊ ÐÏÌÕÞÉÍ: 0, 6−0, 2y(t), Ô.Ë. α→ 0 ÐÒÉ –t→ 0.

éÔÁË, ÉÍÅÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: y′(t) = 0, 6−0, 2y(t).
òÅÛÁÑ ÅÇÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ

y(t) = 3− c · e−0,2t.

ôÁË ËÁË ÐÒÉ t = 0 ÓÏÌÉ × ÓÏÓÕÄÅ ÎÅ ÂÙÌÏ, ÔÏ y(0) = 0. ðÏÌÁÇÁÑ t = 0, ÎÁÊÄÅÍ
y(0) = 3 − c; 0 = 3 − c; c = 3. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ c = 3, ÐÏÌÕÞÉÍ
y(t) = 3− 3e−0,2t. ðÒÉ t = 5 × ÓÏÓÕÄÅ ÂÕÄÅÔ

y(5) = 3− 3e−0,2·5 = 3− 3e−1 ≈ 1, 9 ËÇ ÓÏÌÉ.

òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ
1. ÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÂÁË ÒÁÚÍÅÒÏÍ 60× 75 ÓÍ É ×ÙÓÏÔÏÊ 80 ÓÍ ÐÏÓÔÕÐÁÅÔ

1,8 Ì ×ÏÄÙ × ÓÅËÕÎÄÕ. ÷ ÄÎÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅ ÐÌÏÝÁÄØÀ 2,5 ÓÍ2. úÁ ËÁËÏÅ
×ÒÅÍÑ ÎÁÐÏÌÎÉÔÓÑ ÂÁË? (÷ÏÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 0, 6

√
2gh, h ¡ ×ÙÓÏÔÁ

ÕÒÏ×ÎÑ ×ÏÄÙ ÎÁÄ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅÍ.) óÒÁ×ÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ ÎÁÐÏÌÎÅÎÉÑ
ÂÁËÁ ÂÅÚ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÑ.

2. îÁÊÔÉ ËÒÉ×ÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A (−1, 2), ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÌÀÂÏÊ
ÅÅ ÎÏÒÍÁÌÉ ÏÔ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÄÏ ÏÓÉ Oy ÒÁ×ÎÁ ÄÌÉÎÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ×ÅËÔÏÒÁ ÔÏÞËÉ
ËÁÓÁÎÉÑ.

3. íÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÁÓÓÏÊ × 1 Ç Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×É-
ÅÍ ÓÉÌÙ, ÐÒÑÍÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÍÏÍÕ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ
t = 0, É ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ. ÷ ÍÏÍÅÎÔ
t = 10 ÓÅË ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ 0,5 Í/ÓÅË, Á ÓÉÌÁ −4 · 10−5 î. ëÁËÏ×Á ÂÕÄÅÔ
ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÐÕÓÔÑ ÍÉÎÕÔÕ ÐÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ?

4. ôÅÌÏ ÏÈÌÁÄÉÌÏÓØ ÚÁ 10 ÍÉÎ ÏÔ 100◦ ÄÏ 60◦. ôÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÇÏ
×ÏÚÄÕÈÁ ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ 20◦. ëÏÇÄÁ ÔÅÌÏ ÏÓÔÙÎÅÔ ÄÏ 25◦? (óËÏÒÏÓÔØ
ÏÓÔÙ×ÁÎÉÑ ÔÅÌÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒ ÔÅÌÁ É ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ
ÓÒÅÄÙ).

44



5. ÷ÏÒÏÎËÁ ÉÍÅÅÔ ÆÏÒÍÕ ËÏÎÕÓÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R = 6 ÓÍ É ×ÙÓÏÔÙ H = 10 ÓÍ,
ÏÂÒÁÝÅÎÎÏÇÏ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ×ÎÉÚ. úÁ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ ×ÙÔÅÞÅÔ ×ÓÑ ×ÏÄÁ ÉÚ ×ÏÒÏÎËÉ
ÞÅÒÅÚ ËÒÕÇÌÏÅ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ d = 0, 5 ÓÍ, ÓÄÅÌÁÎÎÏÅ × ×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÎÕÓÁ.
(öÉÄËÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 0, 6

√
2gh, h ¡ ×ÙÓÏÔÁ ÕÒÏ×ÎÑ ×ÏÄÙ ÎÁÄ

ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅÍ).
6. îÁÊÔÉ ËÒÉ×ÙÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ËÁÔÅÔÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ-

ÎÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ É ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÅÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÒÁ×ÎÁÑ b.

7. íÏÔÏÒÎÁÑ ÌÏÄËÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ × ÓÐÏËÏÊÎÏÊ ×ÏÄÅ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = 10
ËÍ/ÞÁÓ. îÁ ÐÏÌÎÏÍ ÈÏÄÕ ÅÅ ÍÏÔÏÒ ÂÙÌ ×ÙËÌÀÞÅÎ, É ÞÅÒÅÚ t = 20 ÓÅË ÓËÏÒÏÓÔØ
ÌÏÄËÉ ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ ÄÏ v1 = 6 ËÍ/ÞÁÓ. óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÓÉÌÁ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ ×ÏÄÙ
Ä×ÉÖÅÎÉÀ ÌÏÄËÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÅÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÎÁÊÔÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ÌÏÄËÉ ÞÅÒÅÚ
2 ÍÉÎ ÐÏÓÌÅ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÏÔÏÒÁ, ÎÁÊÔÉ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÅ ÌÏÄËÏÊ
× ÔÅÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÍÉÎÕÔÙ ÐÏÓÌÅ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÏÔÏÒÁ.

8. îÁÊÔÉ ËÒÉ×ÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (0;−2), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÇÌÏ-
×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ × ÌÀÂÏÊ ÅÅ ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÅÎ ÏÒÄÉÎÁÔÅ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ,
Õ×ÅÌÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ 3 ÅÄÉÎÉÃÙ.

9. ãÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÊ ÂÁË ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅ × ÄÎÅ.
ðÏÌÏ×ÉÎÁ ×ÏÄÙ ÉÚ ÐÏÌÎÏÇÏ ÂÁËÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÚÁ 5 ÍÉÎÕÔ. úÁ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ ×ÙÔÅ-
ÞÅÔ ×ÓÑ ×ÏÄÁ? (öÉÄËÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÒÁ×ÎÏÊ 0, 6

√
2gh, ÇÄÅ h ¡

×ÙÓÏÔÁ ÕÒÏ×ÎÑ ×ÏÄÙ ÎÁÄ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅÍ.)
10. îÁÊÔÉ ËÒÉ×ÙÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ É ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÅÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎ ÐÏÓÔÏ-
ÑÎÎÁÑ, ÒÁ×ÎÁÑ a2.

11. îÁÊÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÅÌÁ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ
ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÍÕ ÐÕÔÉ É ÔÅÌÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ 75 Í ÚÁ 5 Ó, Á 225 Í ¡ ÚÁ 10 Ó.

12. ëÁÔÅÒ Ä×ÉÖÅÔÓÑ × ÓÔÏÑÞÅÊ ×ÏÄÅ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 12 ËÍ/Þ. îÁ ÐÏÌÎÏÍ ÈÏÄÕ
ÅÇÏ Ä×ÉÇÁÔÅÌØ ÂÙÌ ×ÙËÌÀÞÅÎ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁÔÅÒÁ ÞÅÒÅÚ 3 ÍÉÎ ÐÏ-
ÓÌÅ ÏÔËÌÀÞÅÎÉÑ Ä×ÉÇÁÔÅÌÑ, ÓÞÉÔÁÑ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ×ÏÄÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ
ÓËÏÒÏÓÔÉ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ k ÐÒÉÎÑÔØ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙÍ
20m, ÇÄÅ m ¡ ÍÁÓÓÁ ËÁÔÅÒÁ × ËÇ.

13. ÷ ËÏÍÎÁÔÅ, ÇÄÅ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ ×ÏÚÄÕÈÁ ÒÁ×ÎÁ 20◦, ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÔÅÌÏ ÏÈÌÁ-
ÖÄÁÅÔÓÑ ÚÁ 20 ÍÉÎ ÏÔ 100◦ ÄÏ 60◦. óÞÉÔÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÏÓÔÙ×ÁÎÉÑ ÔÅÌÁ ÐÒÏÐÏÒ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒ ÔÅÌÁ É ÏËÒÕÖÁÀÝÅÇÏ ÅÇÏ ×ÏÚÄÕÈÁ, ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔØ, ÚÁ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ ÔÅÌÏ ÏÓÔÙÎÅÔ ÄÏ 30◦.

14. ôÅÌÏ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÍÕ ÐÕÔÉ.
ëÁËÏÊ ÐÕÔØ ÐÒÏÊÄÅÔ ÔÅÌÏ ÚÁ 5 ÓÅËÕÎÄ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,
ÞÔÏ ÚÁ 1 ÓÅËÕÎÄÕ ÏÎÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÕÔØ 8 Í, Á ÚÁ 3 ÓÅËÕÎÄÙ ¡ 40 Í?

15. îÁÊÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (1; 4), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
ÏÔÒÅÚÏË ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÏÊ ËÁÓÁÎÉÑ É ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ ÄÅÌÉÔÓÑ ÐÏÐÏÌÁÍ.
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16. îÁÊÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÒÉ×ÙÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÓÉ Ox ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁ-
ÌÅÎ ÁÂÓÃÉÓÓÅ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ.

17. ëÒÉ×ÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (2; 0,5). ÷ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÊ
ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ, ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ Ó ÏÓØÀ Ox ÉÍÅÅÔ
ÁÂÓÃÉÓÓÕ, ×Ä×ÏÅ Â‚ÏÌØÛÕÀ, ÞÅÍ ÁÂÓÃÉÓÓÁ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ. îÁÊÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ËÒÉ×ÏÊ.

18. ÷ÏÄÁ × ÏÔËÒÙÔÏÍ ÒÅÚÅÒ×ÕÁÒÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÍÅÌÁ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÕ 70◦, ÞÅÒÅÚ
10 ÍÉÎ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ ×ÏÄÙ ÓÔÁÌÁ 65◦, ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ ÏËÒÕÖÁÀÝÅÊ ÒÅÚÅÒ×ÕÁÒ
ÓÒÅÄÙ 15◦. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ: ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÕ ×ÏÄÙ × ÒÅÚÅÒ×ÕÁÒÅ ÞÅÒÅÚ 30 ÍÉÎ ÏÔ
ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ; ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, ËÏÇÄÁ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ ×ÏÄÙ × ÒÅÚÅÒ×ÕÁÒÅ
ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÏÊ 20◦.

20. óËÏÒÏÓÔØ ÏÂÅÓÃÅÎÉ×ÁÎÉÑ ÏÂÏÒÕÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÅÇÏ ÉÚÎÏÓÁ ÐÒÏÐÏÒ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÁ × ËÁÖÄÙÊ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÅÇÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ.
îÁÞÁÌØÎÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ A0. úÁ 3 ÇÏÄÁ ÜËÓÐÌÕÁÔÁÃÉÉ ÉÚÎÏÓ ÏÂÏÒÕÄÏ×Á-
ÎÉÑ ÓÏÓÔÁ×ÉÌ ÔÒÅÔØÀ ÞÁÓÔØ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ. îÁÊÔÉ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ
ÏÂÏÒÕÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ ÉÓÔÅÞÅÎÉÀ t ÌÅÔ.

21. îÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×Ï ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × ÄÒÕÇÏÅ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ, ÐÒÏÐÏÒ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÎÅÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×Á. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÏÌÉ-
ÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ 31,4 Ç ÐÏ ÉÓÔÅÞÅÎÉÀ 1 Þ É 9,7 Ç ÐÏ ÉÓÔÅÞÅÎÉÀ 3 Þ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ: 1) ÓËÏÌØËÏ ×ÅÝÅÓÔ×Á ÂÙÌÏ × ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏÃÅÓÓÁ; 2) ÞÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ
×ÒÅÍÅÎÉ ÐÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ 1% ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á.

22. îÁÊÔÉ ÌÉÎÉÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (2, 3) É ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÔÅÍ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÌÀÂÏÊ ÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÊ ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÐÏÐÏÌÁÍ × ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ.

23. ÷ ÄÎÅ ËÏÔÌÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÆÏÒÍÕ ÐÏÌÕÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ R É ÐÏÌÎÏÓÔØÀ
ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÏÇÏ ×ÏÄÏÊ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÁÓØ ÝÅÌØ ÍÁÌÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ σ. îÁÊÔÉ ÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÏÓÔØ ÕÒÏ×ÎÑ ×ÏÄÙ × ËÏÔÌÅ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ É ×ÒÅÍÑ, ÓÐÕÓÔÑ ËÏÔÏÒÏÅ ÕÒÏ×ÅÎØ ×Ï-
ÄÙ ÐÏÎÉÚÉÔÓÑ ÎÁ 3/4 ×ÙÓÏÔÙ ËÏÔÌÁ. ÷ÏÄÁ ÉÚ ËÏÔÌÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ
v = 0, 6

√
2gh, ÇÄÅ g = 10 Í/Ó2; h ¡ ×ÙÓÏÔÁ ÕÒÏ×ÎÑ ×ÏÄÙ ÎÁÄ ÏÔ×ÅÒÓÔÉ-

ÅÍ. (óËÏÒÏÓÔØÀ ÉÓÔÅÞÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌ-×Ï ×ÏÄÙ, ×ÙÔÅËÁÀÝÅÊ × ÅÄÉÎÉÃÕ
×ÒÅÍÅÎÉ ÞÅÒÅÚ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ.)

24. îÁÊÔÉ ËÒÉ×ÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (1, 1), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÅ ÁÂÓÃÉÓÓÙ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË, ÏÔÓÅËÁÅÍÙÊ
ÎÏÒÍÁÌØÀ ÎÁ ÏÓÉ Ox, ÒÁ×ÎÏ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÔ
ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

25. îÁÊÔÉ ÌÉÎÉÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (2, 0) É ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÔÅÍ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÏÊ ËÁÓÁÎÉÑ É ÏÓØÀ ÏÒÄÉÎÁÔ
ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÒÁ×ÎÕÀ Ä×ÕÍ.

26. ÷ ÂÁËÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ 100 Ì ÒÁÓÔ×ÏÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ 10 ËÇ ÓÏÌÉ. ÷ ÂÁË
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ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÐÏÄÁÅÔÓÑ ×ÏÄÁ (5 Ì × ÍÉÎÕÔÕ), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÉÍÅ-
ÀÝÉÍÓÑ ÒÁÓÔ×ÏÒÏÍ. óÍÅÓØ ×ÙÔÅËÁÅÔ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØÀ. óËÏÌØËÏ ÓÏÌÉ ×
ÂÁËÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÞÁÓ?

27. ìÏÄËÁ ÚÁÍÅÄÌÑÅÔ Ó×ÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ ×ÏÄÙ,
ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÌÏÄËÉ. îÁÞÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÌÏÄËÉ 1,5
Í/ÓÅË, ÞÅÒÅÚ 4 ÓÅË ÓËÏÒÏÓÔØ ÅÅ 1 Í/ÓÅË. ëÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÄÏ 1
Í/ÓÅË? ëÁËÏÊ ÐÕÔØ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÊÔÉ ÌÏÄËÁ ÄÏ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ?

28. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÌÉÎÉÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÒÅÚÏË ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÏÊ ËÁ-
ÓÁÎÉÑ É ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ ÄÅÌÉÔÓÑ ÐÏÐÏÌÁÍ × ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓØÀ ÏÒÄÉÎÁÔ.

29. ãÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÏÓÕÄ ×ÙÓÏÔÏÊ H É ÒÁÄÉÕÓÁ R, ÎÁÐÏÌÎÅÎÎÙÊ ÖÉÄËÏ-
ÓÔØÀ, ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÄÎÅ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅ ÐÌÏÝÁÄØÀ S. óËÏÒÏÓÔØ ÉÓÔÅÞÅÎÉÑ ÖÉÄËÏÓÔÉ
ÉÚ ÓÏÓÕÄÁ ÒÁ×ÎÁ S ·√2gh, ÇÄÅ h ¡ ×ÙÓÏÔÁ ÕÒÏ×ÎÑ ÖÉÄËÏÓÔÉ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅ-
ÎÉ t, g = 9, 81 Í/ÓÅË2 ¡ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ. îÁÊÔÉ ×ÒÅÍÑ T , × ÔÅÞÅÎÉÅ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÖÉÄËÏÓÔØ ×ÙÔÅÞÅÔ ÉÚ ÓÏÓÕÄÁ.

30. ÷ ÒÅÚÅÒ×ÕÁÒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 20 Ì ×ÏÄÙ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÐÏÓÔÕÐÁÅÔ ÓÏ ÓËÏ-
ÒÏÓÔØÀ 3 Ì/ÍÉÎ ÒÁÓÔ×ÏÒ, × ËÁÖÄÏÍ ÌÉÔÒÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ 0,4 ËÇ ÓÏÌÉ.
üÔÏÔ ÒÁÓÔ×ÏÒ ÐÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ×ÏÄÏÊ, É ÓÍÅÓØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÅÚÅÒ×ÕÁÒÁ Ó
ÔÏÊ ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØÀ. óËÏÌØËÏ ÓÏÌÉ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÒÅÚÅÒ×ÕÁÒ ÞÅÒÅÚ 10 ÍÉÎ?

II. îÁÊÔÉ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

1) Á) 3(x2y + y) dy +
√

2 + y2 dx = 0;
Â) xy′ = 4

√
2x2 + y2 + y;

×) y′ = (x+ 6y − 7)/(8x− y − 7).
2) Á) y′ = (3y − 2x+ 1)/(3x+ 3);

Â)
√

3 + y2 +
√

1− x2 y · y′ = 0;
×) xy′ = 4

√
x2 + y2 + y.

3) Á) xy′ = (3y3 + 14yx2)/(2y2 + 7x2);
Â) y′ = (x+ y − 4)/(x− 2);
×) y(1 + ln y) + xy′ = 0.

4) Á)
√

1− x2 y′ + xy2 + x = 0;
Â) xy′ = 2

√
3x2 + y2 + y;

×) y′ = y/(2x+ 2y − 2).
5) Á) y′ = (2x+ y − 3)/(4x− 4);

Â) xy′ = (3y3 + 12yx2)/(2y2 + 6x2);
×) y ln y + xy′ = 0.

6) Á)
√

5 + y2 + y′y
√

1− x2 = 0;
Â) y′ = (x+ 4y − 5)/(6x− y − 5);
×) xy′ = 3

√
2x2 + +y2 + y.
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7) Á) xy′ = (3y3 + 10yx2)/(2y2 + 5x2);
Â)
√

4− x2 y′ + xy2 + x = 0;
×) y′ = (3x+ 2y − 1)/(x+ 1).

8) Á) y′ = (y − 2x+ 3)/(x− 1);
Â) xy′ = 3

√
x2 + y2 + y;

×) y′y
√

(1− x2)/(1− y2) + 1 = 0.
9) Á)

√
3 + y2 dx− y dy = x2y dy;

Â) y′ = (4y − 8)/(3x+ 2y − 7);
×) xy′ = (3y3 + 8yx2)/(2y2 + 4x2).

10) Á) xy′ =
√

2x2 + y2 + y;
Â) x

√
1 + y2 + yy′

√
1 + x2 = 0;

×) y′ = (y + 2)/(2x+ y − 4).
11) Á) y′ = (6y − 6)/(5x+ 4y − 9);

Â) 20x dx− 3y dy = 3x2y dy − 5xy2 dx;
×) xy′ = (3y3 + 6yx2)/(2y2 + 3x2).

12) Á) xy′ = 2
√
x2 + y2 + y;

Â) 2x+ 2xy2 +
√

2− x2 y′ = 0;
×) y′ = (2x+ y − 1)/(2x− 2).

13) Á) y′ = (x+ 5y − 6)/(7x− y − 6);
Â) xy′ = (3y3 + 4xy2)/(2y2 + 2x2);
×) 2x dx− y dy = yx2 dy − xy2 dx.

14) Á) (1 + ex)yy′ = ex;
Â) y′ = (2x+ y − 3)/(2x− 2);
×) xy′ =

√
x2 + y2 + y.

15) Á) xy′ = (3y3 + 2yx2)/(2y2 + x2);
Â)
√

5 + y2 dx+ 4(x2y + y) dy = 0;
×) y′ = (x+ y + 2)/(x+ 1).

16) Á) y′ = (5y + 5)/(4x+ 3y − 1);
Â) y′ = (x2 + 2xy − 5y2)/(2x2 − 6xy);
×) yy′ = ex/(1 + ex).

17) Á) x dx− y dy = yx2 dy − xy2 dx;
Â) y′(x− 1) = x+ 2y − 3;
×) 3x2y′ = y2 + 10yx− 10x2.

18) Á) y′(x2 − 6xy) = x2 + xy − 5y2;
Â) 6x dx− 2y dy = 2yx2 dy − 3xy2 dx;
×) y′(5x− y − 4) = x+ 3y − 4.
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19) Á) y′ = (2x+ 3y − 5)/(5x− 5);
Â) 4x2y′ = y2 + 10yx+ 5x2;
×) (1 + ex)y′ = yex.

20) Á) 6x dx− y dy = yx2 dy − 3xy2 dx;
Â) y′ = (x+ 8y − 9)/(10x− y − 9);
×) y′ = (x2 + xy − 3y2)/(x2 − 4xy).

21) Á) y′ = y2/x2 + 8y/x+ 12;
Â) (ex + 8) dy − yex dx = 0;
×) y′(4x− y − 3) = (x+ 2y − 3).

22) Á) y′ = (x+ 3y + 4)/(3x− 6);
Â) y′ = (x2 + 3xy − y2)/(3x2 − 2xy);
×) x

√
4 + y2 dx+ y

√
1 + x2 dy = 0.

23) Á) 2x dx− 2y dy = x2y dy − 2xy2 dx;
Â) y′ = (2x+ y − 3)/(x− 1);
×) 2y′ = y2/x2 + y/x+ 8.

24) Á) y(4 + ex) dy − ex dx = 0;
Â) y′ = (x2 + 2xy − y2)/(2x2 − 2xy);
×) y′ = (2y − 2)/(x+ y − 2).

25) Á) y′ = y2/x2 + 6y/x+ 6;
Â) y′(2x− 2) = x+ y − 2;
×) x

√
5 + y2 dx+ y

√
4 + x2 dy = 0.

26) Á) y′ = (x− 2y + 3)/(−2x− 2);
Â) y′ = (x2 + xy − y2)/(x2 − 2xy);
×) 6x dx− 6y dy = 3x2y dy − 2xy2 dx.

27) Á) (e2x + 5) dy + ye2x dx = 0;
Â) y′ = (8y + 3)/(2x+ y − 1);
×) 3y′ = y2/x2 + 8y/x+ 4.

28) Á) y′ = (x+ 2y)/(2x− y);
Â) y′ = (x+ 7y − 8)/(9x− y − 8);
×) x

√
3 + y2 dx+ y

√
2 + x2 dy = 0.

29) Á) 6x dx− 6y dy = 2x2y dy − 3xy2 dx;
Â) y′ = (x+ y)/(x− y);
×) y′(3x− y − 2) = (x+ y − 2).

30) Á) y′ = y2/x2 + 4y/x+ 2;
Â) y′ = (3y − x− 4)/(3x+ 3);
×)
√

4 + y2 dx− y dy = x2y dy.

III. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ
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1) Á) y′ − y cosx = sin 2x, y(0) = −1;
Â) xy′ + y = xy2, y(1) = 1.

2) Á) 2(y′ + xy) = (x− 1)e2y2, y(0) = 2;
Â) y′ − y/x = lnx/x, y(1) = 1.

3) Á) y′ − y cosx = − sin 2x, y(0) = 3;
Â) y′ + y = xy2, y(0) = 1.

4) Á) y′ − y = xy2, y(0) = 1;
Â) y′ − y/x = −2/x2, y(1) = 1.

5) Á) y′ + xy = (x− 1)exy2, y(0) = 1;
Â) y′ − 3x2y = x2(1 + x2)/3, y(0) = 0.

6) Á) y′ − 4xy = −4x3, y(0) = −0, 5;
Â) 8xy′ − 12y = −(5x2 + 3)y3, y(1) =

√
2.

7) Á) 2y′ + 3y cosx = 12 cosx exy−1, y(0) = 2;
Â) y′ − 2y/(x+ 1) = (x+ 1)3, y(0) = 0, 5.

8) Á) y′ + 2xy = xe−x
2
sinx, y(0) = 1;

Â) y′ + 2xy = 2x3y3, y(0) =
√

2.
9) Á) y′ + xy = −x3, y(0) = 3;

Â) y′ − y = 2xy2, y(0) = 0, 5.
10) Á) 2y′ + 3y cosx = 3ex cosx y−1, y(0) = 1;

Â) y′ + 2xy = −2x3, y(1) = e−1.
11) Á) y′ + y(1− 2x)/x2 = 1, y(1) = 1;

Â) 2xy′ − 3y = −(5x2 + 3)y3, y(1) = 1/
√

2.
12) Á) y′ + y/x = 3x, y(1) = 1;

Â) y′ + 4x3y = 4y2e4x(1− x3), y(0) = −1.
13) Á) 3y′ + 2xy = 2xy−2e−2x2

, y(0) = −1;
Â) y′ − y/x = −12/x3, y(1) = 4.

14) Á) y′ + y/x = (x+ 1)ex/x, y(1) = e;
Â) 3xy′ + 5y = (4x− 5)y4, y(1) = 1.

15) Á) 3(xy′ + y) = xy2, y(1) = 3;

Â) y′ + 2xy/(1 + x2) = 2x2/(1 + x2), y(0) =
2
3
.

16) Á) y′ + y/x = sinx, y(π) = 1/π;
Â) 2xy′ − 3y = −(20x2 + 12)y3, y(1) = 1/2

√
2.

17) Á) xy′ + y = y2 lnx, y(1) = 1;
Â) y′ − y/(x+ 1) = ex(x+ 1), y(0) = 1.

18) Á) y′ + y tgx = cos2 x, y(π/4) = 0, 5;
Â) 4y′ + x3y = (x3 + 8)e−2xy2, y(0) = 1.
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19) Á) 2(y′ + y) = xy2, y(0) = 2;
Â) y′ − y ctgx = 2x sinx, y(π/2) = 0.

20) Á) y′ − y/x = x2, y(1) = 0;
Â) 2y′ − 3y cosx = −e−2x(2 + 3 cosx)y−1, y(0) = 1.

21) Á) 2(xy′ + y) = y2 lnx, y(1) = 2;

Â) y′ + y cosx =
1
2

sin 2x, y(0) = 0.

22) Á) y′ − y/(x+ 2) = x2 + 2x, y(−1) = 1, 5;
Â) y′ + 2y ctg x = y2 cosx, y(1) = 2.

23) Á) y′ − y tgx = −(2/3)y4 sinx, y(0) = 1;
Â) y′ − y/x = x sinx, y(π/2) = 1.

24) Á) y′ + xy = (1 + x)e−xy2, y(0) = 1;
Â) y′ + y/(2x) = x2, y(1) = 1.

25) Á) 2(xy′ + y) = xy2, y(1) = 2;
Â) y′ − (2x− 5)y/x2 = 5, y(2) = 4.

26) Á) xy′ − y = −y2(lnx+ 2) lnx, y(1) = 1;
Â) y′ − y/x = −2 lnx/x, y(1) = 1.

27) Á) y′ + 2y/x = x3, y(1) = −5/6;
Â) 3(xy′ + y) = y2 lnx, y(1) = 3.

28) Á) 2y′ + y cosx = y−1 cosx(1 + sinx), y(0) = 1;
Â) y′ − 2xy/(1 + x2) = 1 + x2, y(1) = 3.

29) Á) y′ + 3y/x = 2/x3, y(1) = 1;
Â) 2(y′ + xy) = (1 + x)e−xy2, y(0) = 2.

30) Á) y′ + xy/(2(1− x2)) = x/2, y(0) =
2
3

;

Â) y′ + 4x3y = 4(x+ 1)e−4xy2, y(0) = 1.

IV. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

1. (1 + x2)y′′ + 2xy′ = 12x3, 2. x5y′′′ + x4y′′ = 1,
3. x4y′′ + x3y′ = 4, 4. xy′′′ + 2y′′ = 0,
5. −xy′′′ + 2y′′ = 2/x2, 6. y′′′ cth 2x = 2y′′,
7. (1 + sinx)y′′′ = cosx · y′′, 8. x3y′′′ + x2y′′ = 1,
9. cthx · y′′ − y′ + 1/ chx = 0, 10. x2y′′ + xy′ = 1,

11. y′′7x = 7y′′, 12. xy′′′ + y′′ = x+ 1,
13. y′′′ tg x = y′′ + 1, 14. xy′′′ + y′′ = 1,
15. tg x · yIV = y′′′, 16. xy′′′ − y′′ + 1/x = 0,
17. cthx · y′′ + y′ = chx, 18. (1 + x2)y′′ + 2xy′ = x3,
19. xy′′′ + y′′ = 1/

√
x, 20. x4y′′ + x3y′ = 1,

21. (x+ 1)y′′′ + y′′ = (x+ 1), 22. tg x · y′′′ = 2y′′,
23. x3y′′′ + x2y′′ =

√
x, 24. y′′′ ctg 2x+ 2y′′ = 0,

51



25. y′′′ tg 5x = 5y′′, 26. tg x · y′′ − y′ + 1/ sinx = 0,
27. xy′′′ + y′′ =

√
x, 28. 2xy′′′ = y′′,

29. xy′′′ + y′′ + x = 0, 30. y′′′ · x · lnx = y′′.
V. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ:

1) 4y3y′′ = y4 − 1, y(0) =
√

2, y′(0) = 1/(2
√

2);
2) y′′y3 + 1 = 0, y(1) = −1, y′(1) = −1;
3) y′′ = 2y3, y(−1) = 1, y′(−1) = 1;
4) y′′ = 128y3, y(0) = 1, y′(0) = 8;
5) y′′y3 + 64 = 0, y(0) = 4, y′(0) = 2;
6) y3y′′ = y4 − 16, y(0) = 2

√
2, y′(0) =

√
2;

7) y′′ = 2 sin3 y cos y, y(1) = π/2, y′(1) = 1;
8) y′′y3 + 4 = 0, y(0) = −1, y′(0) = −2;
9) y′′ = 8y3, y(0) = 1, y′(0) = 2;

10) y′′ + 50 sin y cos3 y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 5;
11) y3y′′ = 4(y4 − 1), y(0) =

√
2, y′(0) =

√
2;

12) y′′y3 + 9 = 0, y(1) = 1, y′(1) = 3;
13) y′′ = 18y3, y(1) = 1, y′(1) = 3;
14) y′′ = 50 sin3 y cos y, y(1) = π/2, y′(1) = 5;
15) y′′ + 2 sin y cos3 y, y(0) = 0, y′(0) = 1;
16) y′′ = 32 sin3 y cos y, y(1) = π/2, y′(1) = 4;
17) y′′ = 98y3, y(1) = 1, y′(1) = 7;
18) y′′y3 + 49 = 0, y(3) = −7, y′(3) = −1;
19) 4y3y′′ = 16y4 − 1, y(0) =

√
2/2, y′(0) = 1/

√
2;

20) y′′ + 8 sin y cos3 y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 2;
21) y′′ = 72y3, y(2) = 1, y′(2) = 6;
22) y′′y3 + 36 = 0, y(0) = 3, y′(0) = 2;
23) y′′ = 18 sin3 y cos y, y(1) = π/2, y′(1) = 3;
24) 4y3y′′ = y4 − 16, y(0) = 2

√
2, y′(0) = 1/

√
2;

25) y′′ = 50y3, y(3) = 1, y′(3) = 5;
26) y′′y3 + 25 = 0, y(2) = −5, y′(2) = −1;
27) y′′ + 18 sin y cos3 y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 3;
28) y′′ = 8 sin3 y cos y, y(1) = π/2, y′(1) = 2;
29) y′′ = 32y3, y(4) = 1, y′(4) = 4;
30) y′′y3 + 16 = 0, y(1) = 2, y′(1) = 2.

VI. úÁÐÉÛÉÔÅ ×ÉÄ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

1) 2y′′ + 5y′ = f(x), ÇÄÅ f(x) = 5x2 − 1; f(x) = 5 cosx.
2) y′′ − 3y′ + 2y = f(x), ÇÄÅ f(x) = 3e2x; f(x) = 3x+ 5 sin 2x.
3) y′′ − 3y′ + 2y = f(x), ÇÄÅ f(x) = ex(3− 4x); f(x) = cos2 x.
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4) 2y′′ + 5y′ = f(x), ÇÄÅ f(x) = ex; f(x) = 30e−
5
2 x.

5) y′′ + y = f(x), ÇÄÅ f(x) = 2x3 − x+ 2; f(x) = −8 cos 3x.
6) 5y′′ − 6y′ + 5y = f(x), ÇÄÅ f(x) = 2x3 − 3x; f(x) = sinx.
7) y′′ + y′ = f(x), ÇÄÅ f(x) = cosx; f(x) = xe−x.
8) 5y′′ − 6y′ + 5y = f(x), ÇÄÅ f(x) = 5e5x; f(x) = 13ex cosx.
9) y′′ − 3y′ + 2y = f(x), ÇÄÅ f(x) = sinx; f(x) = 2x3 − 30.

10) y′′ − 3y′ + 2y = f(x), ÇÄÅ f(x) = x+ 1; f(x) = ex/3.
11) 2y′′ + 5y′ = f(x), ÇÄÅ f(x) = 30x2 + 34x+ 9; f(x) = 29x sinx.
12) 2y′′ + 5y′ = f(x), ÇÄÅ f(x) = e−2,5x; f(x) = x cosx.
13) y′′ − 4y′ + 4y = f(x), ÇÄÅ f(x) = 8x2; f(x) = sin 2x.
14) 2y′′ + 5y′ = f(x), ÇÄÅ f(x) = 65; f(x) = x sin 2x.
15) y′′ − 4y′ + 4y = f(x), ÇÄÅ f(x) = e2x; f(x) = x cosx.
16) y′′ − 4y′ + 4y = f(x), ÇÄÅ f(x) = e2x/2; f(x) = x2 sinx.

17) y′′ + y = f(x), ÇÄÅ f(x) = x3 + 6x; f(x) =
1
2

sin 3x.

18) y′′ − 4y′ + 4 = f(x), ÇÄÅ f(x) = 2x+ 1; f(x) = sin 2x.
19) y′′ + y = f(x), ÇÄÅ f(x) = sinx; f(x) = −2xe−x.
20) y′′ − 7y′ + 6y = f(x), ÇÄÅ f(x) = sinx; f(x) = x2 − 3x.
21) y′′ − 5y′ + 6y = f(x), ÇÄÅ f(x) = xe2x; f(x) = ex sinx.
22) y′′−7y′+8y = f(x), ÇÄÅ f(x) = (10x+1)e6x; f(x) = 15 sin 3x−65 cos 3x.
23) y′′ + y = f(x), ÇÄÅ f(x) = ex; f(x) = x cosx.
24) y′′ + 6y′ + 9y = f(x), ÇÄÅ f(x) = 5e−3x; f(x) = x sinx.
25) y′′ − y = f(x), ÇÄÅ f(x) = 2ex; f(x) = x cosx.
26) y′′ + 16y = f(x), ÇÄÅ f(x) = 16 cos 4x; f(x) = −xe4x.
27) y′′ + 49y = f(x), ÇÄÅ f(x) = 14 sin 7x+ 7 cos 7x; f(x) = sinx.
28) y′′ + 9y = f(x), ÇÄÅ f(x) = −18x sin 3x; f(x) = −e3x.
29) y′′ + 25y = f(x), ÇÄÅ f(x) = 20 cos 5x− 10 sin 5x; f(x) = 50xe5x.
30) y′′ + 36y = f(x), ÇÄÅ f(x) = 36 cos 6x; f(x) = −xe6x.

VII. òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ:

1) y′′ + y + sin 2x = 0; y(π) = 1, y′(π) = 1.
2) y′′ − 2y′ = ex(x2 + x− 3); y(0) = 2, y′(0) = 2.
3) y′′ + 4y = e−2x; y(0) = 0, y′(0) = 0.
4) y′′ − 5y′ − 6y = e−x(12x− 7); y(0) = 0, y′(0) = 0.
5) y′′ − 4y′ + 13y = 26x+ 5; y(0) = 1, y′(0) = 1.

6) y′′ − 6y′ + 9y = x2 − x+ 3; y(0) =
4
3

, y′(0) =
1
27

.

7) y′′ + 6y′ + 9y = 10e−3x; y(0) = 3, y′(0) = 2.
8) y′′ − 2y′ + y = 16ex; y(0) = 1, y′(0) = 2.
9) y′′ + y = 4ex; y(0) = 4, y′(0) = −3.
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10) y′′ − y = 2x; y(0) = 0, y(1) = −1.

11) y′′ + y = 1; y(0) = 0, y
(π

2

)
= 0.

12) y′′ + 9y = x+ 0, 5; y(0) = 1/18; y′(0) = 10/9.
13) y′′ − 2y′ = 2ex; y(1) = −1, y′(1) = 0.
14) y′′ + y = 1; y(0) = 0, y(π) = 0.
15) y′′ + y = 2x− π; y(0) = 0, y(π) = 0.
16) y′′ + y′ − 2y = −3e−2x; y(0) = −2, y′(0) = 4.
17) y′′ + 2y′ − 3y = x cosx; y(0) = 1, y′(0) = −1.
18) y′′ − 5y′ + 4y = e4x; y(0) = ln 2, y′(0) = 1− ln 3.

19) y′′ − 64y = 128 cos 8x; y(π) =
1
2

, y′(π) = 1.

20) y′′ − 5y′ + 4y = e4x; y(0) = ln 2, y′(0) = 0.
21) y′′ + y = (10x+ 7)e2x; y(1) = ln 2, y′(1) = 1− ln 3.
22) y′′ − 49y = 14e7x; y(1) = 0, y′(1) = −2.
23) y′′ + y = 2 sinx− 6 cosx; y(π) = 0, y′(π) = −1.

24) y′′ − 25y = 25(sin 5x+ cos 5x); y
(π

4

)
= 1, y′

(π
4

)
= −1.

25) y′′ + y = 2 sinx− 6 cosx; y
(π

6

)
= −2, y′

(π
6

)
= 0.

26) y′′ + 4y′ + 3y = 4(1− x)e−x; y(0) = 0, y′(0) = 1.
27) y′′ − 5y′ = 25e−x; y(0) = 0, y′(0) = 1.

28) y′′ − 4y′ + 8y = ex(−3 sinx+ 4 cosx); y
(π

3

)
= 0, y′

(π
3

)
= 1.

29) y′′ − 4y′ + 4y = −e2x sin 6x; y
(π

2

)
= 0, y′

(π
2

)
= 1.

30) y′′ + y = ex sin 2x; y(0) = 0, y′(0) = 0.

VIII. îÁÊÄÉÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

1) Á) y′′ + 25y = 50e5x;
Â) y′′′ − 3y′ + 2y = e−x(4x2 + 4x− 10);
×) y′′ + 4y = 4 ctg 2x.

2) Á) y′′ + 81y = 162e9x;
Â) y(V) + y′′′ = x2 − 1;

×) y′′ + π2y =
π2

cosπx
.

3) Á) y′′ − 6y′ + 9y = 4xex;
Â) y′′′ − y′′ = 4x2 − 3x+ 2;
×) y′′ − 9y′ + 18y = 9e3x/(1 + e−3x).

4) Á) y′′′ − y′ = 3(2− x2);
Â) y′′ + y = 2 cos 7x+ 3 sin 7x;
×) y′′ + 4y = 8 ctg 2x.
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5) Á) y′′ − 2y′ + y = (2x+ 5)e2x;
Â) y′′′ + 2y′′ + y′ + 2e−2x = 0;
×) y′′ + 16y = 16/ sin 4x.

6) Á) y′′ + 2y′ + y = (18x+ 21)e2x;
Â) y(IV) − y = x2ex;

×) y′′ + π2y =
π2

sinπx
.

7) Á) y′′ − 4y′ + 3y = −4xex;
Â) y(IV) + 8y′′ + 16y = cos 2x;
×) y′′ − 6y′ + 8y = 4/(1 + e−2x).

8) Á) y′′ − y′ = e2x cosx;
Â) y(IV) − 3y′′′ + 3y′′ − y′ = 2x2;

×) y′′ +
1
π2
y =

1

π2 cos
x

π

.

9) Á) y′′ + 6y′ + 13y = e−3x cos 4x;
Â) y(IV) + y′′′ = 12x+ 6;

×) y′′ − 3y′ =
9e−3x

3 + e−3x .

10) Á) y′′ − 2y′ − 3y = (8x− 14)e−x;
Â) yIV + 2y′′′ + y′′ = 2− 3x2;
×) y′′ − 6y′ + 8y = 4/(2 + e−x).

11) Á) y′′ + 2y′ + 5y = −2 sinx;
Â) y(IV) + y′′′ = x;
×) y′′ + y′ = 4 ctgx.

12) Á) y′′ + 3y′ + 2y = (1− 2x)e−x;
Â) y(IV) + 2y′′′ + y′′ = 12x2 − 6x;
×) y′′ + 6y′ + 8y = 4e−2x.

13) Á) y′′ + 2y′ − 3y = (8x+ 6)ex;
Â) y′′′ − 36y′ = −72(cos 6x+ sin 6x);
×) y′′ − 6y′ + 8y = 4e2x/(1 + e−2x).

14) Á) y′′ − 3y′ + 2y = (1− 2x)ex;
Â) y′′′ + 5y′′ + 2y′ = x2 + 2x+ 3;
×) y′′ + 9y = 9/ cos 3x.

15) Á) y′′ + y = 2 cos 5x+ 3 sin 5x;
Â) y(IV) + 4y′′′ + 4y′′ = x− x2;
×) y′′ − 2y′ = 4e−2x/(1 + e−2x).
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16) Á) y′′ + 2y′ + 5y = −17 sin 2x;
Â) y′′′ − 4y′′ + 5y′ − 2y = (16− 12x)e−x;
×) y′′ − 3y′ + 2y = 1/(1 + e−x).

17) Á) y′′ + 6y′ + 13y = e−3x cosx;
Â) y′′′ − y′′ − y′ + y = (3x+ 7)e2x;
×) y′′ + 16y = 16/ cos 4x.

18) Á) y′′ − 4y′ + 8y = ex(3 sinx+ 5 cosx);
Â) y′′′ − 3y′′ + 4y = (18x− 21)e−x;
×) y′′ + 9y = 9/ sin 3x.

19) Á) y′′′ − 5y′′ + 8y′ − 4y = (2x− 5)ex;
Â) y′′′ + 2y′ = 6ex(sinx+ cosx);
×) y′′ + 3y′ + 2y = e−x/(2 + ex).

20) Á) y′′ + y = 2 cos 7x− 3 sin 7x;
Â) y′′′ + 3y′′ + 2y′ = 1− x2;

×) y′′ +
y

4
=

1
4

ctg
(x

2

)
.

21) Á) y′′ − 4y′ + 4y = −e2x sin 4x;
Â) y′′′ − 7y′′ + 15y′ − 9y = (8x− 12)ex;
×) y′′ + 4y = 4/ cos 2x.

22) Á) y′′ + 6y′ + 13y = e−3x cos 5x;
Â) y′′′ + 5y′′ + 7y′ + 3y = (16x+ 20)ex;
×) y′′ + y′ = ex/(2 + ex).

23) Á) y′′ + 6y′ + 13y = e−3x cos 8x;
Â) y′′′ − y′′ − 5y′ − 3y = −(8x+ 4)ex;
×) y′′ + 9y = 9/ sin 3x.

24) Á) y′′ + 2y′ + 5y = − cosx;
Â) yIV − 3y′′′ + 3y′′ − y′ = x− 3;
×) y′′ − 3y′ + 2y = ex/(1 + e−x).

25) Á) y′′ − 4y′ + 8y = ex(2 sinx− cosx);
Â) yIV − 6y′′′ + 9y′′ = 3x− 1;
×) y′′ + y = 2 ctgx.

26) Á) y′′ + 2y′ = 3ex(sinx+ cosx);
Â) y′′′ + 4y′′ + 5y′ + 2y = (12x+ 16)ex;

×) y′′ + y =
1

sinx
.

27) Á) y′′ − 4y′ + 4y = e2x sin 4x;
Â) y′′′ − 5y′′ + 3y′ + 9y = e−x(32x− 32);
×) y′′ − 3y′ + 2y = 1/(1 + e−x).

56



28) Á) y′′ + y = 2 cos 4x+ 3 sin 4x;
Â) y′′′ − y′′ − 4y′ + 4y = (7− 6x)ex;

×) y′′ + y′ =
ex

2 + ex
.

29) Á) y′′ + 2y′ + y = 4x2;
Â) y′′′ − y′′ − 9y′ + 9y = (12− 16x)ex;

×) y′′ + y =
1

cosx
.

30) Á) y′′ − 4y′ + 4y = e2x sin 6x;
Â) y′′′ − 100y′ = 20e10x;

×) y′′ + 4y =
4

sin 2x
.

IX. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
(

‘x =
dx

dt
; ‘y =

dy

dt

)
.

1.
{

‘x = −y
‘y = −4x.

2.
{

‘x = 2x+ y
‘y = 3x+ 4y.

3.
{

‘x = x− y
‘y = −4x+ y.

4.
{

‘x = 3x+ 2y
‘y = x+ 2y.

5.
{

‘x = 3x− y
‘y = 4x− y. 6.

{
‘x = −3x+ 2y
‘y = −2x+ y.

7.
{

‘x = y
‘y = −x. 8.

{
‘x = x− 5y
‘y = x− y. 9.

{
‘x = x− 3y
‘y = 3x+ y.

10.
{

‘x = x+ y
‘y = −2x+ 3y.

11.
{

‘x = 5x+ 4y
‘y = 4x+ 5y.

12.
{

‘x = y
‘y = x.

13.
{

‘x = 3x− 2y
‘y = 2x− y. 14.

{
‘x = 2x+ y
‘y = 3x+ 4y. 15.

{
‘x = 2x+ 3y
‘y = 6x− y.

16.
{

‘x = 3x+ 5y
‘y = −2x− 8y.

17.
{

‘x = x+ y
‘y = 2x− y. 18.

{
‘x = 2x+ 3y
‘y = x− 3y.

19.
{

‘x = 3x− 2y
‘y = 5x+ 6y.

20.
{

‘y + 2x− 3y = 0
‘x+ x+ 4y = 0.

21.
{

‘x+ ‘y + 2x− 3y = 0
2 ‘x− 3 ‘y + x− 2y = 0.

22.
{

‘x+ x− 8y = 1
‘y − x− y = 0.

23.
{

‘x+ x+ 5y = 0
‘y − x− y = 0.

24.
{

‘x = 2x+ y
‘y = 4y − x.

25.
{

‘x = 3x− y
‘y = 4x− y. 26.

{
‘x− 5x− 3y = 0
‘y + 3x+ y = 0.

27.
{

‘x = 4x− y
‘y = x+ 2y.

28.
{

‘x = 3x+ 2y
‘y = x+ 2y.

29.
{

‘x = 2x− 4y
‘y = 2x− 2y.

30.
{

‘x = 5x− 3y
‘y = x+ y.
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