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ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ

óÂÏÒÎÉË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒ¾È ÇÌÁ×, ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ É ÓÐÉÓËÁ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ. ëÁ-
ÖÄÁÑ ÇÌÁ×Á ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ ÐÁÒÁÇÒÁÆÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ËÒÁÔËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ
É ÐÒÉÍÅÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÉÐÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ. ÷ ËÏÎÃÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÚÁ-
ÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏÔ×ÅÔÙ Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ËÏÎÃÅ
ÓÂÏÒÎÉËÁ.
÷ ÐÅÒ×ÏÊ ÇÌÁ×Å ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÇÒÁÆÉËÉ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ,

Á ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÏËÁÚÁÎÙ ÍÅÔÏÄÙ ÜÓËÉÚÉÒÏ×ÁÎÉÑ
ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ. ÷ÔÏÒÁÑ ÇÌÁ×Á ÓÂÏÒÎÉËÁ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÅÌÏ×: ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÏ× É ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾Î-
ÎÏÓÔÅÊ. ÷ ÔÒÅÔØÅÊ ÇÌÁ×Å ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ É
ÓÐÏÓÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÏ×. ÷ ÞÅÔ×¾ÒÔÏÊ
ÇÌÁ×Å ÐÏËÁÚÁÎÙ ÍÅÔÏÄÙ ÐÏÌÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Å¾ ÇÒÁ-
ÆÉËÁ, × ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÆÁËÔÙ, ÉÚÕÞÅÎÎÙÅ × ÐÅÒ×ÙÈ ÔÒ¾È
ÇÌÁ×ÁÈ. ÷ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ
É ÔÁÂÌÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ.
÷ ËÏÎÃÅ ÓÂÏÒÎÉËÁ ÐÒÉ×ÅÄ¾Î ÓÐÉÓÏË ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÊ É ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍÏÊ ÌÉ-

ÔÅÒÁÔÕÒÙ.
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çìá÷á I

çÒÁÆÉËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

§1. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

1.1. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ìÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ y = kx + b, ÇÄÅ k É b ¡
ÞÉÓÌÁ. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x.
çÒÁÆÉËÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ. üÔÏÔ ÇÒÁÆÉË ÕÄÏÂÎÏ ÓÔÒÏ-

ÉÔØ ÐÏ Ä×ÕÍ ÔÏÞËÁÍ: ÔÏÞËÅ B Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x = 0, y = b É ÔÏÞËÅ A Ó
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ y = 0, x = − b

k (ÐÒÉ k 6= 0) (ÓÍ. ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË). üÔÉ ÔÏÞËÉ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ b = 0 ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÚÑÔØ ÅÝ¾ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÞËÕ C(1; k) (ÓÍ.
ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË). ÷ ÓÌÕÞÁÅ k = 0 ÐÒÑÍÁÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ.
ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ k É b × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÐÒÑÍÏÊ ÉÍÅÀÔ ÎÁÇÌÑÄÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÏÅ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ. úÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ b ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÒÅÚÏË, ÏÔÓÅËÁÅÍÙÊ
ÇÒÁÆÉËÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁÎ-
ÇÅÎÓÏÍ ÕÇÌÁ α, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É ÐÒÑÍÏÊ; ÕÇÏÌ ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ
ÏÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.
õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÉÄÁÈ:
y = y0 + k(x− x0) ¡ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉ-

ÅÎÔÏÍ k É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M(x0; y0);
y−y0
y1−y0

= x−x0
x1−x0

¡ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÔÏÞËÉM1(x1; y1),

M0(x0; y0) (ÓÍ. ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË);
x
a +

y
b = 1 ¡ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ × ÏÔÒÅÚËÁÈ (ÓÍ. ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).
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1.2. óÔÅÐÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

óÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ y = xα. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÉÄ
ÇÒÁÆÉËÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÉÓÌÁ α.
1. α = n (n > 2 ¡ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).
æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞ-

ËÕ (1; 1) É ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ
Þ¾ÔÎÙÈ É ÎÅÞ¾ÔÎÙÈ n ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

2. α = −n (n ¡ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).
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æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x, ËÒÏÍÅ x = 0. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ
ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (1; 1). ðÒÉÍÅÒÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ n = 2, n = 3 É n = 4
ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ.
3. α = r (r = m

n , m É n ¡ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).
æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á Å¾ ÇÒÁÆÉË ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ

ÔÏÞËÕ (1; 1). ðÒÉ Þ¾ÔÎÏÍ n ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å [0;+∞), Á ÐÒÉ
ÎÅÞ¾ÔÎÏÍ n ¡ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−∞; +∞). çÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
m É n ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ.



§1. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ 11

4. α = q (q = m
n

< 0, m É n ¡ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, n 6= −1).
ðÒÉ Þ¾ÔÎÏÍ n ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (0;+∞), Á ÐÒÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÍ

n¡ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−∞; 0)∪(0;+∞). çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ
(1; 1). çÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ m É n ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÒÉÓÕÎËÁÈ.

1.3. ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ y = ax (a > 0, a 6= 1).
æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = ax × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ

ÏÔ a ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

1.4. ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ y = loga x (a > 0,
a 6= 1).
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æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x > 0. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = loga x × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ
ÏÔ a ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

1.5. ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = sinx, y =
= cosx, y = tg x, y = ctgx.
1. óÉÎÕÓ y = sinx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ

ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

2. ëÏÓÉÎÕÓ y = cosx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

3. ôÁÎÇÅÎÓ y = tgx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ
ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ π

2 + πn, n ∈ Z. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.
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4. ëÏÔÁÎÇÅÎÓ y = ctgx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉ-
ÅÍ ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ πn, n ∈ Z. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

1.6. ïÂÒÁÔÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ïÂÒÁÔÎÙÍÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ y =
= arcsinx, y = arccosx, y = arctgx, y = arcctgx.
1. áÒËÓÉÎÕÓ y = arcsinx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x ∈ [−1; 1]. çÒÁÆÉË

ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

2. áÒËËÏÓÉÎÕÓ y = arccosx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x ∈ [−1; 1]. çÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.
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3. áÒËÔÁÎÇÅÎÓ y = arctgx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

4. áÒËËÏÔÁÎÇÅÎÓ y = arcctgx. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ.

1.7. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = sh x, y = chx,
y = thx, y = cthx.
1. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÎÕÓ y = shx = ex−e−x

2 . æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ
ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ.
2. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ËÏÓÉÎÕÓ y = chx = ex+e−x

2 . æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ
ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ.
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3. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÔÁÎÇÅÎÓ y = thx = shx
chx =

ex−e−x

ex+e−x . æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ
ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ.
4. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ËÏÔÁÎÇÅÎÓ y = cthx = chx

shx
= ex+e−x

ex−e−x . æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x, ËÒÏÍÅ x = 0. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ
ÒÉÓÕÎËÅ.

ðÒÉ×ÅÄ¾Í ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ:

ch(x± y) = chx ch y ± sh x sh y,

sh(x± y) = shx ch y ± chx sh y,

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ y = x, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ

ch2 x− sh2 x = 1, ch 2x = ch2 x+ sh2 x, sh 2x = 2 shx chx.
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§2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ

ðÕÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ
ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÉÌÉ Å¾
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x.

2.1. óÄ×ÉÇ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ f(x) + b.
äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) + b ÎÁÄÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ÇÒÁÆÉË

ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÐÏ ÏÓÉ Oy ÎÁ b ÅÄÉÎÉÃ ××ÅÒÈ ÐÒÉ b > 0, É ÎÁ |b| ÅÄÉÎÉÃ
×ÎÉÚ ÐÒÉ b < 0.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 3

√
x+ 2.

òÅÛÅÎÉÅ. óÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 3
√

x É ÓÄ×ÉÇÁÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 2 ÅÄÉÎÉÃÙ
××ÅÒÈ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 3x − 1.
òÅÛÅÎÉÅ. óÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 3x − 1 É ÓÄ×ÉÇÁÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 1

ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÎÉÚ.
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2.2. óÄ×ÉÇ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ f(x+ a).
äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x + a) ÎÁÄÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ÇÒÁÆÉË

ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÐÏ ÏÓÉ Ox ÎÁ a ÅÄÉÎÉÃ ×ÌÅ×Ï ÐÒÉ a > 0, É ÎÁ |a| ÅÄÉÎÉÃ
×ÐÒÁ×Ï ÐÒÉ a < 0.
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y =

√
x− 2.

òÅÛÅÎÉÅ. óÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y =
√

x− 2 É ÓÄ×ÉÇÁÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 2
ÅÄÉÎÉÃÙ ×ÐÒÁ×Ï.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = log0,5(x+ 1, 5).
òÅÛÅÎÉÅ. óÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = log0,5 x É ÓÄ×ÉÇÁÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 1,5

ÅÄÉÎÉÃÙ ×ÌÅ×Ï.

2.3. òÁÓÔÑÖÅÎÉÅ É ÓÖÁÔÉÅ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ kf(x) (k > 0, k 6= 1).
ðÒÉ k > 1 ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = kf(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ

y = f(x) ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ × k ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy ÏÔ ÏÓÉ Ox (ÓÍ. ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).
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ðÒÉ 0 < k < 1 ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = kf(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË-
ÃÉÉ y = f(x) ÓÖÁÔÉÅÍ × 1k ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy Ë ÏÓÉ Ox (ÓÍ. ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).

2.4. òÁÓÔÑÖÅÎÉÅ É ÓÖÁÔÉÅ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ f(kx) (k > 0, k 6= 1).
ðÒÉ k > 1 ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(kx) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ

y = f(x) ÓÖÁÔÉÅÍ × k ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox Ë ÏÓÉ Oy (ÓÍ. ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).
ðÒÉ 0 < k < 1 ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(kx) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË-

ÃÉÉ y = f(x) ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ × 1k ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox Ë ÏÓÉ Oy (ÓÍ. ÐÒÁ×ÙÊ
ÒÉÓÕÎÏË).

2.5. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ f(−x).
çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(−x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁ-

ÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy (ÓÍ. ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).

2.6. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ −f(x).
çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = −f(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁ-

ÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox (ÓÍ. ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).
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2.7. íÏÄÕÌØ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ |f(x)|.
äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = |f(x)| ÎÁÄÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÏÓÉ Ox ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÕÀ ÎÉÖÅ ÏÓÉ Ox,
ÏÓÔÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = | lg x|.
òÅÛÅÎÉÅ. óÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = lgx, Á ÚÁÔÅÍ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ,

ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÕÀ ÎÉÖÅ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÖÁÅÍ ÎÁ×ÅÒÈ.
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2.8. íÏÄÕÌØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: f(x)→ f(|x|).
çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(|x|) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

1) ×Ó¾, ÞÔÏ ÌÅ×ÅÅ ÏÓÉ Oy, ÉÓÞÅÚÁÅÔ;
2) ×Ó¾, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÅÅ ÏÓÉ Oy (×ËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÏÓÉ), ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ;
3) ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁÌÅ×Ï.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = arcctg |x|.
òÅÛÅÎÉÅ. óÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = arcctgx. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÏ-

ÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ: ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = arcctgx ÉÓÞÅÚÁÅÔ, Á ÐÒÁ-
×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁÌÅ×Ï. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ y = arcctg |x|.

2.9. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = cf(ax + b) + d Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÑÄÕ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (ÓÄ×ÉÇ, ÓÖÁÔÉÅ, ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ,...) ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x).
üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ É

Ó×ÅÄÅÎÙ × ÅÄÉÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ (ÓÍ. ÔÁÂÌÉÃÕ 797. ).
ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ y × ×ÉÄÅ y = cf

[

a
(

x+ b
a

)]

+ d.
éÚ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÜÔÏÊ ÆÕÎË-

ÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y1 = cf
[

a
(

x+ b
a

)]

. äÌÑ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y2 =
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= f
[

a
(

x+ b
a

)]

. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y2 ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y3 = f(ax). éÔÁË, ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ
ÆÕÎËÃÉÉ y = cf

[

a
(

x+ b
a

)]

+ d ÎÁÄÏ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.
1. óÖÁÔØ ÉÌÉ ÒÁÓÔÑÎÕÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox, ÅÓÌÉ a > 0;

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy É ÓÖÁÔØ ÉÌÉ ÒÁÓÔÑÎÕÔØ ×ÄÏÌØ
ÏÓÉ Ox, ÅÓÌÉ a < 0.
2. óÄ×ÉÎÕÔØ ÐÏ ÏÓÉ Ox ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f(ax) ÎÁ

∣

∣

b
a

∣

∣ ÅÄÉÎÉÃ

×ÌÅ×Ï ÐÒÉ b
a > 0 É ×ÐÒÁ×Ï ÐÒÉ b

a < 0.

3. óÖÁÔØ ÉÌÉ ÒÁÓÔÑÎÕÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f
[

a
(

x+ b
a

)]

×ÄÏÌØ
ÏÓÉ Oy, ÅÓÌÉ c > 0; ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox É ÓÖÁÔØ
ÉÌÉ ÒÁÓÔÑÎÕÔØ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy, ÅÓÌÉ c < 0.
4. óÄ×ÉÎÕÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ cf

[

a
(

x+ b
a

)]

ÎÁ d ÅÄÉÎÉÃ ××ÅÒÈ
ÐÒÉ d > 0 É ÎÁ |d| ÅÄÉÎÉÃ ×ÎÉÚ ÐÒÉ d < 0.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË-

ÃÉÉ y = cf(ax+ b) + d ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ × ×ÉÄÅ ÃÅÐÏÞËÉ:

f(x)→ f(ax)→ f

[

a

(

x+
b

a

)]

≡ f(ax+ b)→ cf(ax+ b)→ cf(ax+ b) + d.

îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = cf(ax+ b) + d ÎÁÞÉ-
ÎÁÔØ Ó ÎÁÐÉÓÁÎÉÑ ÃÅÐÏÞËÉ:

cf(ax+ b) + d← cf(ax+ b)← f(ax+ b) ≡ f

[

a

(

x+
b

a

)]

← f(ax)← f(x).

ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÇÒÁÆÉË ËÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÜÔÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏ×ÙÍ ÄÌÑ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
ðÒÉÍÅÒ 7. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = log3(1− 2x).
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÐÉÛÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ:

log3(1− 2x) ≡ log3
[

−2
(

x− 1
2

)]

← log3(−2x)← log3(2x)← log3 x.

éÔÁË, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜÓËÉÚÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = log3(1 − 2x) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ y1 = log3 x, ÚÁÔÅÍ ÓÖÁÔÉÑ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ
Ox × Ä×Á ÒÁÚÁ, ÚÁÔÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy É,
ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÄ×ÉÇÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ ÎÁ 1

2
ÅÄÉÎÉÃÙ ×ÐÒÁ×Ï ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox

(ÓÍ. ÒÉÓÕÎËÉ).
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÉÚÂÅÖÁÎÉÑ ÏÛÉÂÏË ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÒÁÆÉËÏ×, ÐÏÄÞÅÒË-

Î¾Í, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÄ×ÉÇÁ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ ÞÉÓÌÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ
ÐÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ x, Á ÎÅ Ë ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ax. ðÏÜÔÏÍÕ
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ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ax+ b ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë
×ÉÄÕ a

(

x+ b
a

)

.

ðÒÉÍÅÒ 8. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = arcsin x−2
3 .

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÐÉÛÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ:

arcsin
x− 2
3
≡ arcsin

[

1

3
· (x− 2)

]

← arcsin
(

1

3
· x
)

← arcsinx.

üÓËÉÚÙ ÇÒÁÆÉËÏ× ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ.

ðÒÉÍÅÒ 9. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = arccos
∣

∣

∣

1−2|x|
3

∣

∣

∣
.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÐÉÛÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ:

arccos

∣

∣

∣

∣

1− 2|x|
3

∣

∣

∣

∣

x>0←− arccos
∣

∣

∣

∣

1− 2|x|
3

∣

∣

∣

∣

≡

≡ arccos
∣

∣

∣

∣

2

3
·
(

x− 1
2

)
∣

∣

∣

∣

← arccos
∣

∣

∣

∣

2

3
· x
∣

∣

∣

∣

x>0←− arccos
(

2

3
· x
)

← arccosx.
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üÓËÉÚÙ ÇÒÁÆÉËÏ× ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ.

ðÒÉÍÅÒ 10. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y =
√
8− 4x.

òÅÛÅÎÉÅ. úÁÐÉÛÅÍ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ × ×ÉÄÅ

y =
√
8− 4x = 2

√

−(x− 2).

þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÕÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
y = 2

√
x ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy, Á ÚÁÔÅÍ ÓÄ×ÉÎÕÔØ

ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÎÁ 2 ÅÄÉÎÉÃÙ ×ÐÒÁ×Ï (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÉÍÅÒ 11. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = sinx+
√
3 cosx.
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òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÐÏÌÎÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ:

sinx+
√
3 cosx = 2

(

1

2
sinx+

√
3

2
cosx

)

=

= 2
(

sinx cos
π

3
+ cosx sin

π

3

)

= 2 sin
(

x+
π

3

)

.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 2 sin
(

x+ π
3

)

. üÔÏ ¡
ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 2 sinx, ÓÍÅÝ¾ÎÎÙÊ ÎÁ π

3
×ÌÅ×Ï (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÉÍÅÒ 12. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2x−3
x−1 .

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÐÏÌÎÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ:

2x− 3
x− 1 =

2(x− 1)− 1
x− 1 = 2− 1

x− 1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = − 1
x−1 + 2. üÔÏ ¡

ÇÒÁÆÉË ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ y = − 1x , ÓÍÅÝ¾ÎÎÙÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÐÒÁ×Ï É ÎÁ Ä×Å ÅÄÉÎÉÃÙ
××ÅÒÈ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÉÍÅÒ 13. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2x2 − 8x+ 5.
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òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ¾ÈÞÌÅÎ:

2x2 − 8x+ 5 = 2
(

x2 − 4x+ 5
2

)

= 2

(

x2 − 4x+ 4− 3
2

)

= 2(x− 2)2 − 3.

éÔÁË, ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 2(x − 2)2 − 3. üÔÏ ¡ ÇÒÁÆÉË
ÐÁÒÁÂÏÌÙ y = 2x2, ÓÍÅÝ¾ÎÎÙÊ ÎÁ Ä×Å ÅÄÉÎÉÃÙ ×ÐÒÁ×Ï É ÎÁ ÔÒÉ ÅÄÉÎÉÃÙ
×ÎÉÚ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ:
1. y = 4x+ 8;
2. y = −x

3 + 2;
3. y = 3x− 2;
4. y = |x|;
5. y = |x|

x ;
6. y = 2|x+ 1|;
7. y = −|5x+ 2|;
8. y = |x|+ 3;
9. y = |x|+ x;
10. y = x

2 + |x| − 1;
11. y = 1

2
(|x+ 1| − |x− 1|);

12. y = x2 + 2;
13. y = −x2 + 3;
14. y = 2x2 + 1;
15. y = |4− x2|;
16. y = −4x2 + 1;
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17. y = (x− 4)2;
18. y = −(x+ 1)2;
19. y = (x+ 2)2 − 1;
20. y = (x− 2)2 + 1;
21. y = 1− 3(x− 3)2;
22. y = x2 − 4x+ 1;
23. y = x2 − 5x+ 6;
24. y = x2 + 2x− 3;
25. y = 3x− x2;
26. y = 2x2 − 4x;
27. y = 4− 2x2 − 2x;
28. y = 4x− x2 − 3;
29. y = 2|x| − x2;
30. y = x|x− 1|;
31. y = |x2 − 3x− 4|;
32. y = (x− 1)(1− |x|);
33. y = |x− x2 − 1|;
34. y = xn ÐÒÉ n = 3, 4, 5, 12 ,

1
3 ;

35. y =
√

x+ 1;
36. y =

√
1− 4x;

37. y = −
√
2x− 1;

38. y = 3
√
8x− 1;

39. y = 1− 3
√
2x+ 1;

40. y = k
x ÐÒÉ k = 1,−1, 12 ;

41. y = 1
x + 2;

42. y = − 3x − 1;
43. y = 3− 4x ;
44. y = 1 + 1

x−2 ;

45. y = 2− 3
x+1 ;

46. y = 1
x+3 − 1;

47. y = − 1
x+2 − 3;

48. y = x+5
x+3
;

49. y = 5−2x
x−2 ;

50. y = 4x+7
2x−5;

51. y = 9x+4
3x+2;

52. y = 3−3x
2−6x;

53. y = 6x−2
x−1 ;

54. y =
∣

∣

7x+5
5x+6

∣

∣;
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55. y =
∣

∣

4−x
5+2x

∣

∣;

56. y =
∣

∣

x
3x+5

∣

∣;

57. y = 2+x
|x−1| ;

58. y = 2|x|+3
2−|x| ;

59. y = |7x+2|
2x+1
;

60. y = 2x+4
|3x+5| ;

61. y = |2−x|
4x−1 ;

62. y = x+2
|x+2| ;

63. y = |x−3|
x−3 ;

64. y = ax ÐÒÉ a = 2, 1
2
, 3;

65. y = 3x−2;

66. y =
(

1
4

)x+3
;

67. y = 5
x
2−1;

68. y = −22x−1;
69. y = −

(

1
2

)x+1
;

70. y =
(

1
2

)6−3x − 2;
71. y = 3

x
2 − 2;

72. y = 21−2x − 1;
73. y = 2− 3x+1

2 ;

74. y = 2−
(

1
2

)2x−1
;

75. y = 21−2x + 1;
76. y = a|x| ÐÒÉ a = 2, 12;

77. y = loga x ÐÒÉ a = 2, 12 , 10;
78. y = log 1

3
(2x− 3);

79. y = log2(x− 2);
80. y = log 1

2
(3− 2x);

81. y = − log3
(

x
2
+ 1
)

;

82. y = 1
2 log 12 (4− 3x);

83. y = log 1
3
(2x− 5);

84. y = log2(−x);
85. y = log 1

2
|x|;

86. y = log 1
3
|3− 2x|;

87. y = log4 |x+ 2|;
88. y = | log3(4− 3x)|;
89. y =

∣

∣

∣
log 1

2

(

2− x
2

)

∣

∣

∣
;
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90. y = |log2 |3x+ 4||;
91. y = sin ax ÐÒÉ a = 1, 2, 23,

1
2;

92. y = cos ax ÐÒÉ a = 1, 12 ,
4
3;

93. y = ctg ax ÐÒÉ a = 1, 2, 1
2
, π;

94. y = tg ax ÐÒÉ a = 1, 2, 12,
3
2, π;

95. y = cos 32x+ 1;

96. y = 1
4 tg

πx
2 ;

97. y = 2 sin 3x+ 1;
98. y = 1

2 cosπx− 1;
99. y = 1

4 ctg
πx
4 ;

100. y = −2 sec x
2 , ÇÄÅ sec x =

1
cosx ;

101. y = 1
2
cosec 2x, ÇÄÅ cosecx = 1

sinx
;

102. y = 1− 2 sinπx;
103. y = cos

(

x+ π
6

)

;

104. y = tg
(

π
4 − x

)

;

105. y = 2 sin
(

x− π
3

)

+ 1;

106. y =
∣

∣ctg
(

x+ π
4

)
∣

∣;

107. y = 3 sin
(

2x+ π
3

)

;

108. y = −2 cos
(

x
2 +

π
6

)

;

109. y = 2 sin
(

πx− π
3

)

;

110. y = ctg
(

x
4 +

π
12

)

;
111. y = sinx+ cosx;
112. y = sinx−

√
3 cosx;

113. y = | sin 3x|;
114. y = sin2 x;
115. y = cos2 x;
116. y = arcsin(x+ 1);
117. y = arccos(x− 2);
118. y = arcsin(3x+ 1);
119. y = − arcsin x+2

3 ;

120. y = 1
2 arccos(2x− 3);

121. y = 2arctg(2x− 1);
122. y = − arcctg(4x− 1);
123. y = 3arcctg(3x+ 1);
124. y = 2arccos 1−x

2 ;

125. y = −12 arcsin x+2
2 ;

126. y = 1
3
arccos 2x− 32;

127. y = 2arcsin 2x+ 33.
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§3. üÓËÉÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ
3.1. çÒÁÆÉË ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ

y =
ax+ b

cx+ d
, c 6= 0.

åÓÌÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ
ÍÎÏÖÉÔÅÌØ x− α, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ x = −d

c , ÅÓÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ
a
c É ÇÒÁÆÉË Å¾ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ, ÉÚÏÂÒÁÖ¾ÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ

ÏÔÌÉÞÉÅ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ ÏÔ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = a
c
.

äÁÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÄÒÏÂØ ax+b
cx+d

ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ
ÅÓÔØ bc 6= ad. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÄÒÏÂØ.

ax+ b

cx+ d
=

a

c
+

bc−ad
c2

x+ d
c

=
a

c
+

k

x+ d
c

.

çÒÁÆÉË ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = a
c
+ k

x+d
c

¡ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ y = k
x
, ÓÄ×É-

ÎÕÔÁÑ ÐÏ ÏÓÉ Ox ÎÁ
∣

∣

d
c

∣

∣ ×ÐÒÁ×Ï ÉÌÉ ×ÌÅ×Ï × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ ÄÒÏÂÉ d
c
É

ÐÏ ÏÓÉ Oy ÎÁ
∣

∣

a
c

∣

∣ ××ÅÒÈ ÉÌÉ ×ÎÉÚ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ ÄÒÏÂÉ a
c .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ Å¾ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÉÈ ÏÄ-
ÎÏÊ ÉÚ ×ÅÔ×ÅÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÔÁË ËÁË ×ÔÏÒÁÑ ×ÅÔ×Ø ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔ. áÓÉÍÐÔÏÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ
x = −d

c É y = a
c , ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ËÒÉ×ÏÊ

y = k
x , Á ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÔ×ÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ Ó ÏÓØÀ Ox ÉÌÉ Oy.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = 2x+1

3−x .
òÅÛÅÎÉÅ. áÓÉÍÐÔÏÔÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ

x = − 3
−1 = 3 É y = 2

−1 = −2. ôÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ Ó ÏÓØÀ Oy ÅÓÔØ

ÔÏÞËÁ (0; y(0)) =
(

0; 13
)

. óÔÒÏÉÍ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ.
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3.2. çÒÁÆÉË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ

y = (x− b1)
a1(x− b2)

a2 . . . (x− bk)
ak.

ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÜÓËÉÚÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ bi

(i = 1, 2, . . . , k) ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ × ×ÉÄÅ

y = (x− bi)
aih(x), ÇÄÅ h(bi) 6= 0.

ôÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ (bi; 0) ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÉÌÉ ÇÏÒÉÚÏÎ-
ÔÁÌØÎÕÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y = (x− bi)

ai.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x2(x− 2)(x+ 1).
òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ, ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÅÔ.

æÕÎËÃÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ x = 0, x = 2, x = −1.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÎÕÌÑÈ:

ÅÓÌÉ x→ 0, ÔÏ x2(x− 2)(x+ 1) ∼ −2x2;
ÅÓÌÉ x→ −1, ÔÏ x2(x− 2)(x+ 1) ∼ −3(x+ 1);
ÅÓÌÉ x→ 2, ÔÏ x2(x− 2)(x+ 1) ∼ 12(x− 2).

éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ:

ÅÓÌÉ x→ +∞, ÔÏ x2(x− 2)(x+ 1) ∼ x4;

ÅÓÌÉ x→ −∞, ÔÏ x2(x− 2)(x+ 1) ∼ x4.

îÁÎÏÓÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎÏË É ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÁ
(× ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ) ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ ÓÐÌÏÛÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÄÅÑ ÜÓËÉÚÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÅÄÉ-
ÎÑÔØ ÓÐÌÏÛÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ ÎÅ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÆÉËÁ, Á ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ
(ËÕÓËÉ).

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3 3
√

(x− 2)2.
òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ, ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÅÔ.

æÕÎËÃÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ x = 0, x = 2.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÎÕÌÑÈ:

ÅÓÌÉ x→ 0, ÔÏ x3 3
√

(x− 2)2 ∼ 3
√
4x3;

ÅÓÌÉ x→ 2, ÔÏ x3 3
√

(x− 2)2 ∼ 8 3
√

(x− 2)2.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ:

ÅÓÌÉ x→ +∞, ÔÏ x3 3
√

(x− 2)2 ∼ x
11
3 ;

ÅÓÌÉ x→ −∞, ÔÏ x3 3
√

(x− 2)2 ∼ x
11
3 .

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y =
√

x(1− x)(1 + x).
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òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÒÅÛÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
x(1−x)(1+x) > 0, ÏÔËÕÄÁ x 6 −1, 0 6 x 6 1. îÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ¡ ÔÏÞËÉ x = 0,
x = 1, x = −1.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÎÕÌÑÈ:

ÅÓÌÉ x→ 0+, ÔÏ
√

x(1− x)(1 + x) ∼
√

x;

ÅÓÌÉ x→ −1−, ÔÏ
√

x(1− x)(1 + x) ∼
√

−2(x+ 1);
ÅÓÌÉ x→ 1−, ÔÏ

√

x(1− x)(1 + x) ∼
√

−2(x− 1).
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÉÎÕÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ:

ÅÓÌÉ x→ −∞, ÔÏ
√

x(1− x)(1 + x) ∼
√

−x3.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 4
√

x(2− x).
òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÒÅÛÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

x(2− x) > 0, ÏÔËÕÄÁ 0 6 x 6 2. îÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ¡ ÔÏÞËÉ x = 0, x = 2.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÎÕÌÑÈ:

ÅÓÌÉ x→ 0+, ÔÏ 4
√

x(2− x) ∼ 4
√
2 4
√

x;

ÅÓÌÉ x→ 2−, ÔÏ 4
√

x(2− x) ∼ 4
√
2 4
√
2− x.
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3.3. çÒÁÆÉË ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÓËÉÚÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(g(x)) ÓÔÒÏÑÔ
ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ y = f(x) É g = g(x). úÁÔÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÔØ ÕÞÁÓÔËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ (ak; ak+1), k = 1, 2, . . ., ÆÕÎËÃÉÉ g = g(x). îÁ
ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÕÞÁÓÔËÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ (ak; ak+1) ÆÕÎËÃÉÉ g = g(x) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(g). ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÕÞÁÓÔÏË ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ
(ak; ak+1) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÅ (bl; bl+1) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(g)
ÂÙÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ (g(bl); g(bl+1)). òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÎÉÊ ÚÁÎÏÓÑÔ × ÔÁÂÌÉÃÕ.

x (a; b) õÞÁÓÔËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ g = g(x) Ó
ÕÞ¾ÔÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ y = f(g)

g = g(x) g(a)↗ g(b)
g(a)↘ g(b)

õËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ g = g(x) ÎÁ
ÕÞÁÓÔËÅ (a; b) (ÕÂÙ×ÁÎÉÅ ÉÌÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ)

y = f(g) f(g(a))↗ f(g(b))
f(g(a))↘ f(g(b))

õËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(g) ÎÁ
ÕÞÁÓÔËÅ (g(a); g(b)

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2
1
x .

òÅÛÅÎÉÅ. çÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ g = 1
x É y = 2x ÓÍ. ÎÁ ÒÉÓ. Á), Â). æÕÎËÃÉÑ

y = 2
1
x ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× (−∞; 0) É (0;+∞), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−∞; 0)∪ (0;+∞). îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−∞; 0) ÆÕÎËÃÉÑ g(x) ÍÏÎÏÔÏÎ-
ÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 ÐÒÉ x → −∞ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë −∞ ÐÒÉ x → 0;
ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (0;+∞) ÆÕÎËÃÉÑ g(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë +∞ ÐÒÉ x→ 0
É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 ÐÒÉ x → +∞. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ
y = 2g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−∞; 0) ∪ (0;+∞). îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (−∞; 0),
ËÏÇÄÁ x ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë −∞, ÆÕÎËÃÉÑ y = 2g ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ
ÍÅÎØÛÅ 1, Á ËÏÇÄÁ x → 0, ÔÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (0;+∞), ËÏÇÄÁ
x → 0, ÆÕÎËÃÉÑ y = 2g ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë +∞, Á ËÏÇÄÁ x → +∞, ÔÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë
ÅÄÉÎÉÃÅ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ ÂÏÌØÛÅ 1. ôÅÐÅÒØ ÒÉÓÕÅÍ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2

1
x

(ÓÍ. ÒÉÓ. ×)).
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÅÚÎÏ Ó×ÅÓÔÉ × ÔÁÂÌÉÃÕ É ÐÏ-
ÔÏÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË.

x −∞↗ 0 0↗ +∞ õÞÁÓÔËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ
ÆÕÎËÃÉÉ 1x

g = 1
x
0↘ −∞ +∞↘ 0 éÚÍÅÎÅÎÉÅ g(x) ÎÁ ÜÔÉÈ

ÕÞÁÓÔËÁÈ

y = 2
1
x 1↘ 0 +∞↘ 1 éÚÍÅÎÅÎÉÅ y = y(g(x)) ÎÁ

ÜÔÉÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = log 1
2
(x2 + x).

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ g = x2 + x É y = log 1
2
g (ÓÍ. ÒÉÓ.

Á) É Â)). ôÁË ËÁË ÐÒÉ −1 6 x 6 0 ÆÕÎËÃÉÑ g = x2+x ÎÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ (ÒÉÓ.
Á)), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = log 1

2
(x2 + x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x ∈ (−∞;−1) ∪ 0;+∞).

óÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ.

x −∞↗ −1 0↗ +∞
g = x2 + x +∞↘ 0 0↗ +∞
y = log 1

2
g −∞↗ +∞ +∞↘ −∞

óÔÒÏÉÍ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = log 1
2
(x2 + x) (ÓÍ. ÒÉÓ. ×)).

3.4. ëÒÉ×ÙÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ

ëÒÉ×ÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ xOy, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

x = x(t), y = y(t)

ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ t ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T .
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÒÉ×ÙÈ × ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ.
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ïËÒÕÖÎÏÓÔØ x2 + y2 = R2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ t ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÒÁ-
ÄÉÕÓÏÍ, ÐÒÏ×ÅÄ¾ÎÎÙÍ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ M(x, y) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÏÓØÀ Ox.
ôÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÙÒÁÚÑÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒ t

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

x = R cos t, y = R sin t, 0 6 t < 2π.

üÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

üÌÌÉÐÓ x2

a2 +
y2

b2 = 1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÜÌÌÉÐÓÁ ×ÙÒÁÚÑÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

ÐÁÒÁÍÅÔÒ t ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

x = a cos t, y = b sin t, 0 6 t < 2π.

üÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ.

çÉÐÅÒÂÏÌÁ x2

a2 −
y2

b2 = 1.

x = a ch t, y = b sh t, −∞ < t < +∞.

üÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ.
äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÓËÉÚÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

xOy, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÕÞÁÓÔËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ x(t), Á ÚÁ-
ÔÅÍ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
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ðÕÓÔØ t ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ x(t) É y(t) ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ, ÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ
ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁÐÒÁ×Ï ××ÅÒÈ; ÅÓÌÉ x(t) ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á y(t) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÔÏ
Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÌÅ×Ï ××ÅÒÈ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. åÓÌÉ ÐÒÉ t → t0
ÉÍÅÅÍ x → a, Á y(t) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÔÉ-
ËÁÌØÎÕÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÕ x = a. åÓÌÉ ÐÒÉ t → t0 ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ x(t) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ
Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, Á y(t) → b, ÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÕ
y = b.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÓËÉÚÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÉ, ×ÁÖÎÏ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÞÁÓÔËÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ x(t) É y(t).
ðÒÉÍÅÒ 8. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ËÒÉ×ÏÊ x = a cos3 t, y = a sin3 t, a > 0.
òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ (x(t0 + 2π); y(t0 + 2π)) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ

(x(t0); y(t0)), ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ t ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 2π). ðÏÓÔÒÏ-
ÉÍ ÜÓËÉÚÙ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ x(t) É y(t) (ÓÍ. ÒÉÓÕÎËÉ Á) É Â)).

ðÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ x(t) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ (0; π) É (π; 2π).
ëÏÇÄÁ t ÒÁÓÔ¾Ô ÏÔ 0 ÄÏ π

2 , Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÌÅ×Ï ××ÅÒÈ ÏÔ

ÔÏÞËÉ (x(0); y(0)) = (a; 0) ÄÏ ÔÏÞËÉ
(

x
(

π
2

)

; y
(

π
2

))

= (0; a). ëÏÇÄÁ t ÒÁÓÔ¾Ô ÏÔ
π
2 ÄÏ π, Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÌÅ×Ï ×ÎÉÚ ÄÏ ÔÏÞËÉ (x(π); y(π)) =

= (−a; 0). ëÏÇÄÁ t ÒÁÓÔ¾Ô ÏÔ π ÄÏ 3π
2
, Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÐÒÁ×Ï

×ÎÉÚ ÄÏ ÔÏÞËÉ
(

x
(

3π
2

)

; y
(

3π
2

))

= (0;−a). ëÏÇÄÁ t ÒÁÓÔ¾Ô ÏÔ 3π2 ÄÏ 2π, Ä×ÉÖÅ-
ÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÐÒÁ×Ï ××ÅÒÈ ÄÏ ÔÏÞËÉ (x(2π); y(2π)) = (a; 0). ôÁË



§3. üÓËÉÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ 37

ËÁË

x(2π − t0) = x(t0), y(2π − t0) = −y(t0), x(π − t0) = −x(t0), y(π − t0) = y(t0),

ÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ (x0; y0) ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ÌÅÖÁÔ ÔÏÞËÉ (−x0; y0) É (x0;−y0), ÔÏ
ÅÓÔØ ÏÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÅÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ. ðÕÓÔØ t ÍÅ-
ÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ

(

0; π2
)

. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ ÌÅÖÁÔ × ÐÅÒ-

×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË “x = a cos2 t, “y = a sin2 t. üÔÏ
ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÑÍÏÊ “x+ “y = a, ÌÅÖÁÝÉÊ × ÐÅÒ×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ. ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
t, 0 < t < π

2
, x < “x, y < “y, ÔÏ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

üÓËÉÚ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ×).
ðÒÉÍÅÒ 9. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÓËÉÚ ËÒÉ×ÏÊ x = a cos 2t, y = a sin 3t, a > 0.
òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ (x(t0 + 2π); y(t0 + 2π)) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ

(x(t0); y(t0)), ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ t ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÄÌÉÎÙ 2π. ïÔ-
ÍÅÔÉÍ ÅÝ¾ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

x(−t) = x(t), y(−t) = −y(t), x(π − t) = x(t), y(π − t) = y(t).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ t ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ
[

0; π2
]

ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÅ

ÖÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ t ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ
[

π
2 ; π
]

, Á ÐÒÉ ÉÚ-
ÍÅÎÅÎÉÉ t ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [−π; 0] ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox Ó ÔÏÞËÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ t ÎÁ [0; π]. ôÁ-
ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ t ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ

[

0; π
2

]

(ÓÍ. ÒÉÓÕÎËÉ
Á) É Â)).

îÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ
[

0; π2
]

x(t) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏÍÕ ÐÒÏ-
ÍÅÖÕÔËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÁ ×ÅÔ×Ø ËÒÉ×ÏÊ. ëÏÇÄÁ t ÒÁÓÔ¾Ô ÏÔ 0 ÄÏ π

6 , Ä×É-
ÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÌÅ×Ï ××ÅÒÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ (x(0); y(0)) = (a; 0) ÄÏ
ÔÏÞËÉ

(

x
(

π
6

)

; y
(

π
6

))

=
(

a
2 ; a
)

. ëÏÇÄÁ t ÒÁÓÔ¾Ô ÏÔ π
6 ÄÏ

π
2 , Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ

ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÌÅ×Ï ×ÎÉÚ ÄÏ ÔÏÞËÉ
(

x
(

π
2

)

; y
(

π
2

))

= (−a; a), ÐÅÒÅÓÅËÁÑ ÏÓØ Oy ×

ÔÏÞËÅ
(

x
(

π
4

)

; y
(

π
4

))

=
(

0; a√
2

)

É ÏÓØ Ox × ÔÏÞËÅ
(

x
(

π
3

)

; y
(

π
3

))

=
(

−a
2 ; 0
)

. ðÒÉ

ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÏÓÔÅ t ÏÔ π
2
ÄÏ π, ËÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ, ÔÏÞËÉ (x(t); y(t))

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. ðÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ t ÏÔ −π ÄÏ 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÔÏ-
ÒÕÀ ×ÅÔ×Ø ËÒÉ×ÏÊ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÅÔ×É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox. üÓËÉÚ
ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ×).
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3.5. ðÏÌÑÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÒÉ×ÙÈ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÌÑÒÎÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÌÑÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ O, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÐÏÌÀÓÏÍ, É ×ÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÌÕ-
ÞÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÏÓØÀ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÕÇÌÙ, ÏÔÓÞÉ-
ÔÙ×ÁÅÍÙÅ ÏÔ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, Á ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ¡
ÐÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ.

ðÏÌÑÒÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ r É ϕ ÔÏÞËÉ M , ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó ÐÏÌÀÓÏÍ,
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ r ÏÔ ÔÏÞËÉM ÄÏ ÐÏÌÀÓÁ O É ÕÇÏÌ ϕ ÏÔ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ
ÄÏ ÌÕÞÁ OM . äÌÑ ÐÏÌÀÓÁ O ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ r = 0, Á ϕ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾Î. ðÏÌÑÒ-
ÎÙÊ ÕÇÏÌ ÔÏÞËÉ M ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÇÌÁ×ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ
ÕÇÌÁ ϕ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ 0 6 ϕ < 2π.
õÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ É ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍÉ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
ÐÏÌÀÓÏÍ, Á ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÓÉ Ox ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÏÓØÀ.
ôÏÇÄÁ, ÍÅÖÄÕ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y) ÔÏÞËÉ M É Å¾ ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (r, ϕ) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

x = r cosϕ, y = r sinϕ.

é ÏÂÒÁÔÎÏ,

r =
√

x2 + y2, cosϕ =
x

r
, sinϕ =

y

r
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ x 6= 0, y 6= 0, ÔÏ ÕÇÏÌ ϕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ
tgϕ = y

x , ÐÒÉÞ¾Í ÚÁ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ϕ ×ÚÑÔØ ÕÇÏÌ ÉÚ [0; 2π) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÚÎÁË
sinϕ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ y.
ðÒÉÍÅÒ 10. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ËÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ r = 2.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ r =

√

x2 + y2, ÔÏ × ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 2 =
√

x2 + y2 ÉÌÉ x2 + y2 = 4 ¡ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÏÍ 2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ (0; 0).
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ðÒÉÍÅÒ 11. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ M(x; y) ÉÍÅÅÔ ÄÅËÁÒÔÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (−1; 1).
îÁÊÔÉ ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÏ×ÍÅÝÅÎÙ.
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ:

r =
√

(−1)2 + (−1)2 =
√
2, cosϕ = −

√
2

2
, sinϕ = −

√
2

2
,

ÏÔËÕÄÁ ϕ = 5π
4 + 2πk, k ∈ Z, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ M ÅÓÔØ

r =
√
2, ϕ = 5π

4 + 2πk, k ∈ Z.
ðÒÉÍÅÒ 12. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ËÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ r = cos 3ϕ.
òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ cos 3ϕ¡ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÅÒÉÏÄÏÍ 2π

3
,

ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ ÄÌÑ 0 6 ϕ < 2π
3 , Á ÚÁÔÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ

ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Å¾ ÄÌÑ 2π3 6 ϕ < 4π
3 É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÄÌÑ

4π
3 6 ϕ <

< 2π. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÕ ÞÁÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ × ÕÇÌÅ 0 6 ϕ < 2π
3 .

æÕÎËÃÉÑ r = cos 3ϕ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
[

0; π6
]

ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ 1 ÄÏ 0; ÎÁ

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(

π
6 ;

π
2

)

r < 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÔ ÔÏÞÅË ÌÉÎÉÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ×ÎÕÔÒÉ

ÕÇÌÁ π
6 < ϕ < π

2 ; ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
[

π
2 ;
2π
3

]

ËÒÉ×ÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÔ 0 ÄÏ 1.

äÌÑ ϕ ∈
[

0; π
6

]

∪
[

π
2
; 2π
3

]

ÜÓËÉÚ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ Á). ïÓÔÁÌÏÓØ

ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÒÉ×ÕÀ × ÄÒÕÇÉÈ Ä×ÕÈ ÕÇÌÁÈ: 2π3 6 ϕ < 4π
3 É

4π
3 6 ϕ < 2π,

ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ cos 3ϕ. üÓËÉÚ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÉ×ÅÄ¾Î
ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ Â).
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ðÒÉÍÅÒ 13. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÉÄ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ xOy, ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ × ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ r = cosϕ.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ

r =
√

x2 + y2, cosϕ =
x

√

x2 + y2
,

ÔÏ × ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
√

x2 + y2 =

= x√
x2+y2

ÉÌÉ x2+y2 = x, ÏÔËÕÄÁ
(

x− 12
)2
+y2 =

(

1
2

)2
, ¡ ÜÔÏ ÅÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÏÍ 12 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ
(

1
2 ; 0
)

. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ
r = cosϕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ r2 = r cosϕ, ÏÔËÕÄÁ x2 + y2 = x.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ:
128. y = x+5

x+3
;

129. y = 5−2x
x−2 ;

130. y = 4x+7
2x−5;

131. y = 9x+4
3x+2;

132. y = 3−3x
2−6x;

133. y = 6x−2
x−1 ;

134. y = 3
√

x2(1− x);

135. y = 3
√

x(1 + x2);

136. y = 3
√

x(3− x)2;

137. y = 3
√

x(2− x2);

138. y = 3−
1
x ;

139. y = 22x−x2;

140. y =
(

1
2

)− 1
x2 ;

141. y = 2−
1

x2 ;

142. y = 2
1

x−2 ;

143. y =
(

1
2

)

√
x
;

144. y = 2
x−1
x+1 ;

145. y = 2
2−x
x+1 ;

146. y =
(

1
2

)
3x−1
3x+1 ;

147. y = 3
x+1
2x+1 ;

148. y = 1 + 3
x

x−1 ;
149. y = 2tgx;
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150. y =
(

1
2

)ctgx
;

151. y = 2sinx;
152. y = 24x−x2−1;
153. y = log2(x

2 + 2x);
154. y = log 1

2

x−1
x+2;

155. y = log2
x+4
2−x ;

156. y = log3(x
2 − 6x+ 5);

157. y = log 1
2
(2x2 − 4x+ 3);

158. y = log 1
4
(4x− x2);

159. y = log 1
2

∣

∣

x−1
x+2

∣

∣;

160. y = log2 | sinx|;
161. y = log 1

2
cosx;

162. y = x sinx;
163. y = x+ sinx;
164. y = x sin2 x;
165. y = |x| sinx;
166. y = arcsin 1x ;

167. y = arccos 1x ;

168. y = arctg 1x ;

169. y = arcctg 1x ;

170. y = arccos 1x−3 ;

171. y = arctg 1
x+2 ;

172. y = 1
2 arcsin

x−1
x+1;

173. y = arccos x
x+1 ;

174. y = −2 arctg x
2−x;

175. y = 2arcsin x
1−2x;

176. y = 1
x2−4;

177. y = 1
1−x2
;

178. y = 1
x2−x
;

179. y = 1
x3
;

180. y = 1
x2−4x+1;

181. y = 1
log2(3x+1)

;

182. y = 1
43x−1+2;

183. y = 1
arctg(1−3x);

184. y = 1
log 1

2
(1−4x) ;

185. y = 1
3
√
4x−1;
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186. y = 1
3x+3−x ;

187. y = 1
arcsin(3x+1)

;

188. y = 1√
1+2x
;

189. y = x2−1
x2+1;

190. y = 1−x2

x2−4;

191. y = 1
arccos 2x;

192. y = 2
1
x

1+2
1
x
;

193. y = log2
x2−1
x+2 ;

194. y = x2 + 1x ;

195. y = x3 − 1x ;
196. y = 1

arcctg(x−1) ;

197. y = log 1
2

2|x|−1
|x|−2 ;

198. y = log2
(

3
√

x+ 1 + 1
)

;
199. y = | tgx+ 1|;
200. y = |x|+ 1x ;
201. y = sinx+ | sinx|;
202. y = log 1

2
|x2 − 3x+ 2|;

203. y = x2 − |x|+ 3x− 2;
204. y = 1

(12)
x−2−2

;

205. y = 1
|2x−1−1|;

206. x = t2

t−1, y =
t

t2−1;
207. x = t+ e−t, y = 2t+ e−2t;
208. x = a(t− sin t), y = a(1− cos t);
209. x = 1

cos3 t , y = tg
3 t;

210. r = cos 2ϕ;
211. r = 3 sin 2ϕ;
212. r = 4 cos 3ϕ;
213. r = 2 sin 3ϕ;
214. r = a cos 4ϕ;
215. r = a sin 4ϕ;
216. r = a(1 + cosϕ);
217. r = 2 + sin 2ϕ;
218. r = 4(1− cosϕ);
219. r = thϕ

ϕ−1 , ϕ > 1;

220. ϕ = arccos r−1
r2 .



çìá÷á II

ðÒÅÄÅÌÙ

§4. ðÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ

4.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ

ðÕÓÔØ a ¡ ÔÏÞËÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, a ∈ (b; c). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

E := {x | x ∈ (b; c)\{a}} .

þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÐÒÉ x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë a (ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A = lim

x→a
f(x)), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ε (∀ε > 0)

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ δ (∃δ = δ(ε)), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x (∀x)
ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ 0 < |x− a| < δ, x ∈ E, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f(x)−A| < ε.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ a, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÔ ÄÁÖÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ
f(x) ÂÙÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÔÏÞËÅ a.

åÓÌÉ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ÎÁ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï E+ = E∩{x > a} (E− = E ∩ {x < a}), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏ-
ÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏ× × ÔÏÞËÅ lim

x→a+
f(x)

(

lim
x→a−

f(x)

)

. âÅÒ¾ÔÓÑ ÐÒÁ×ÁÑ (ÌÅ×ÁÑ)

ÐÏÌÕÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ×ÉÄÁ (a, a+ δ), δ > 0
(

(a− δ, a)
)

.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim
x→4

x2 = 16.

òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÃÅÎÉÔØ
ÒÁÚÎÏÓÔØ |x2 − 16|. éÍÅÅÍ, |x2 − 16| = |x − 4| · |x + 4|. ÷ÙÄÅÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ 4, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (3; 5). äÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ (3; 5) ÉÍÅÅÍ
|x + 4| < 9, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, |x2 − 16| < 9 · |x − 4|. ôÁË ËÁË δ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ
ÔÏÞËÉ x = 4 (4 − δ; 4 + δ) ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ×ÙÈÏÄÉÔØ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ (3; 5), ÔÏ ÂÅÒ¾Í
δ = min

{

1; ε9
}

, É ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÏÃÅÎÏË ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 <
< |x− 4| < δ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |x2− 16| < ε. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, lim

x→4
x2 = 16.

þÉÓÌÏ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÐÒÉ x → +∞
[

x → −∞;
x → ∞

] (

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: lim
x→+∞

f(x) = A
[

lim
x→−∞

f(x) = A; lim
x→∞

f(x) = A
])

,

ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ε (∀ε > 0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ C (∃C = C(ε)), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ x > C, x ∈ E

43
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[

x < −C, x ∈ E; |x| > C, x ∈ E
]

×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f(x)−A| < ε.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim
x→+∞

x cosx
x2−10x+100 = 0.

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÕÞ x > 20, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÄÁÌØ-
ÎÅÊÛÉÅ ÏÃÅÎËÉ. äÌÑ x > 20 ÉÍÅÅÍ:

x2 − 10x+ 100 > x2 − 10x = x(x− 10) > x2

2
,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
∣

∣

∣

∣

x cosx

x2 − 10x+ 100

∣

∣

∣

∣

<
x

x2/2
=
2

x
.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ C = max
{

20; 2ε
}

, ÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x > C ÓÌÅÄÕÅÔ
∣

∣

∣

∣

x cosx

x2 − 10x+ 100

∣

∣

∣

∣

< ε, ÔÏ ÅÓÔØ lim
x→+∞

x cosx

x2 − 10x+ 100 = 0.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = sin 1x ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÒÉ
x→ 0.
òÅÛÅÎÉÅ. úÁÐÉÛÅÍ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ¤ÞÉÓÌÏ A

ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÐÒÉ x→ a¥:

∃ε0 > 0 : ∀δ > ∃xδ = x(δ) : 0 < |xδ − a| < δ, xδ ∈ E, |f(xδ)−A| > ε0.

åÓÌÉ A = 0, ÔÏ ×ÏÚØÍ¾Í ε0 =
1
2 É xk =

1
2πk+π/2, ÔÏÇÄÁ

∀δ > 0∃k ∈ N : 0 < xk < δ É |f(xk)− 0| = |f(xk| = 1 > ε0,

ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÌØ ÎÅ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ f(x) = sin 1x ÐÒÉ x→ 0. åÓÌÉ ÖÅ A 6= 0,
ÔÏ ×ÏÚØÍ¾Í ε0 =

|A|
2 É xk =

1
2πk . ôÏÇÄÁ

∀δ > 0∃k ∈ N : 0 < xk < δ É |f(xk)−A| = |A| > ε0,

ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É ÌÀÂÏÅ ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ
f(x) = sin 1x ÐÒÉ x→ 0.

4.2. ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÅÄÅÌÏ×

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ
ÐÒÅÄÅÌÏ×.
åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ lim

x→a
f1(x) É lim

x→a
f2(x), ÔÏ

lim
x→a
(f1(x) + f2(x)) = lim

x→a
f1(x) + lim

x→a
f2(x);

lim
x→a
(f1(x) · f2(x)) = lim

x→a
f1(x) · lim

x→a
f2(x);
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ÅÓÌÉ lim
x→a

f2(x) 6= 0, ÔÏ

lim
x→a

f1(x)

f2(x)
=
lim
x→a

f1(x)

lim
x→a

f2(x)
;

ÅÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x = a ÉÍÅÅÍ

f1(x) 6 g(x) 6 f2(x) É lim
x→a

f1(x) = lim
x→a

f2(x) = A, ÔÏ lim
x→a

g(x) = A.

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ lim
x→2
(x3 + 3x2 + 4x− 5).

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

lim
x→2
(x3 + 3x2 + 4x− 5) = 23 + 3 · 22 + 4 · 2− 5 = 23.

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ lim
x→−2

x2−1
x3−2x+1.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ,
ÞÔÏ

lim
x→−2

x2 − 1
x3 − 2x+ 1 =

lim
x→−2
(x2 − 1)

lim
x→−2
(x3 − 2x+ 1) =

(−2)2 − 1
(−2)3 − 2 · (−2) + 1 =

3

−3 = −1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a ÉÚ Å¾ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÐÒÁ-
×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ lim

x→a
f(x) = f(a).

ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÅÌÏ× ÞÁÓÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÅ-
ÄÅÌÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ lim

t→t0
x(t) = a, ÔÏ

lim
t→t0

f(x(t)) = f

(

lim
t→t0

x(t)

)

= f(a).

ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ lim
x→4π

ln
(

1 +
√

1 + sin2 x
2

)

.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÐÉÛÅÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:

y1 =
x

2
, y2 = sin y1, y3 = y22, y4 = 1 + y3,

y5 =
√

y4, y6 = 1 + y5, y7 = ln y6.
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ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ

lim
x→4π

y1(x) = 2π, lim
x→4π

y2(x) = lim
y1→2π

sin y1 = 0,

lim
x→4π

y3(x) = lim
y2→0

y22 = 0, lim
x→4π

y4(x) = lim
y3→0
(1 + y3) = 1,

lim
x→4π

y5(x) = lim
y4→1
√

y4 = 1, lim
x→4π

y6(x) = lim
y5→1
(1 + y5) = 2,

lim
x→4π

ln

(

1 +

√

1 + sin2
x

2

)

= lim
x→4π

y7(x) = lim
y6→2
ln y6 = ln 2.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ
ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ x = a ÎÅÌØÚÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÒÅ-
ÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÐÒÉ x→ a. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim

x→a
f(x) = A, lim

t→t0
x(t) =

= a É lim
t→t0

f(x(t)) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï lim
t→t0

f(x(t)) = lim
x→a

f(x) = A,

ÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ f(x(t)) ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÏ×
ÆÕÎËÃÉÊ f(x) É x(t).
ðÕÓÔØ a¡ ÔÏÞËÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ ÏÄÉÎ

ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× +∞, −∞,∞). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U(a) ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a: ÅÓÌÉ
a¡ÞÉÓÌÏ, ÔÏ U(a) ¡ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a; ÅÓÌÉ a = +∞, ÔÏ U(a) ¡
ÌÀÂÏÊ ÌÕÞ x > α; ÅÓÌÉ a = −∞, ÔÏ U(a) ¡ ÌÀÂÏÊ ÌÕÞ x < α; ÅÓÌÉ a =∞, ÔÏ
U(a) ¡ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÌÕÞÅÊ: {x > α} ∪ {x < α}. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‘U(a)
ÐÒÏËÏÌÏÔÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a: ‘U(a) = U(a)\{a}.

4.3. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

æÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÉ x → a, ÅÓÌÉ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U(a) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
|f(x)| > C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ ‘U(a) ∩E (E ¡ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ
f(x)).
úÁÍÅÎÑÑ × ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f(x)| > C ÎÁ f(x) > C (f(x) <

< C) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ (ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÂÏÌØÛÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÒÉ x→ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ

(ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ)
ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ:

lim
x→a

f(x) =∞
(

lim
x→a

f(x) = +∞, lim
x→a

f(x) = −∞
)

.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
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åÓÌÉ lim
x→a

f(x) = 0, f(x) 6= 0, ÔÏ lim
x→a

1
f(x)
= ∞, É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ lim

x→a
f(x) =

=∞, ÔÏ lim
x→a

1
f(x) = 0.

åÓÌÉ lim
x→a

f1(x) =∞ É lim
x→a

f2(x) = A, ÔÏ lim
x→a
(f1(x) + f2(x)) =∞.

åÓÌÉ lim
x→a

f1(x) = +∞ É lim
x→a

f2(x) = +∞, ÔÏ lim
x→a
(f1(x) + f2(x)) = +∞.

åÓÌÉ lim
x→a

f1(x) =∞ É lim
x→a

f2(x) = A 6= 0, ÔÏ lim
x→a
(f1(x) · f2(x)) =∞.

åÓÌÉ lim
x→a

f1(x) = A 6= 0, f2(x) 6= 0 É lim
x→a

f2(x) = 0, ÔÏ lim
x→a

f1(x)
f2(x)
=∞.

åÓÌÉ lim
x→a

f1(x) = A É lim
x→a

f2(x) =∞, ÔÏ lim
x→a

f1(x)
f2(x)
= 0.

ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ lim
x→0

ln(x3+4x+2)
ln(x10+x3+x2) .

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

lim
x→0

ln(x3 + 4x+ 2)

ln(x10 + x3 + x2)
= lim

x→0
ln(x3+ 4x+2) · 1

lim
x→0
ln(x10 + x3 + x2)

= ln 2 · 0 = 0.

ðÒÉÍÅÒ 8. îÁÊÔÉ lim
x→−∞

x
2x .

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ 2
x

x = 2
x· 1x . ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

lim
x→−∞

x

2x
= lim

x→−∞

(

2x · 1
x

)

= lim
x→−∞

2x · lim
x→−∞

1

x
= 0,

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim
x→−∞

x
2x = −∞.

ðÒÉÍÅÒ 9. îÁÊÔÉ lim
x→+∞

(√
4x2 + 4x+ x

)

.

òÅÛÅÎÉÅ. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØ-
ÛÉÈ ÐÒÉ x→ +∞ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ

lim
x→+∞

(

√

4x2 + 4x+ x
)

= +∞.

§5. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÉ
ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÅÌÏ×

lim
x→a

f(x)

g(x)
, lim

x→a
(f(x) · g(x)) , lim

x→a
(f(x)− g(x))

ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍ Ï
Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÐÒÅÄÅÌÏ× É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ ÄÁ¾Ô ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÈ
×ÙÞÉÓÌÉÔØ. ôÁËÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

1. lim
x→a

f(x)
g(x) :
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Á) lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 (ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
[

0
0

]

);

Â) lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) =∞ (ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
[∞
∞
]

).

2. lim
x→a
(f(x) · g(x)) :

lim
x→a

f(x) = 0, lim
x→a

g(x) =∞ (ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [0 · ∞]).
3. lim

x→a
(f(x)− g(x)) :

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) =∞ (ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [∞−∞]).

÷ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅ-
ÄÅÌÁ - ¤ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÉ¥ - ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÀÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ
ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÉÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÌÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ x→ a (ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ).

æÕÎËÃÉÑ f(x) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ g(x) ÐÒÉ x → a (f(x) ∼ g(x) ÐÒÉ
x → a), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ α(x), ÞÔÏ f(x) = α(x)g(x), ÇÄÅ
α(x)→ 1 ÐÒÉ x→ 0.
óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (×ÅÚ-

ÄÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ x→ a).

1. åÓÌÉ f(x) ∼ g(x), ÔÏ g(x) ∼ f(x).
2. åÓÌÉ f(x) ∼ g(x) É g(x) ∼ h(x), ÔÏ f(x) ∼ h(x).
3. åÓÌÉ f(x) ∼ g(x) É h(x) ∼ s(x), ÔÏ f(x) · h(x) ∼ g(x) · s(x).
4. åÓÌÉ lim

x→a
f(x) = k, ÔÏ f(x) ∼ k.

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (Ä×Á ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÁ):

lim
x→0
sinx

x
= 1, lim

x→0
ex − 1

x
= 1.

÷ ÄÒÕÇÏÊ ÚÁÐÉÓÉ:

sinx ∼ x ÐÒÉ x→ 0, ex − 1 ∼ x ÐÒÉ x→ 0.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ x→ 0:

1− cosx = 2 sin2 x

2
∼ x2

2
, tgx =

sinx

cosx
∼ x,

arcsinx ∼ sin(arcsinx) = x, ln(1 + x) ∼ eln(1+x) − 1 = x.

ó×ÅÄ¾Í ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × ÔÁÂÌÉÃÕ.
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üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉ x→ 0
sinx ∼ x

1− cosx ∼ x2

2
tgx ∼ x
arcsinx ∼ x
arctgx ∼ x
ex − 1 ∼ x

ax − 1 ∼ x ln a
ln(1 + x) ∼ x
loga(1 + x) ∼ x

ln a
(1 + x)m − 1 ∼ mx

ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ

lim
x→+∞

anx
n + an−1xn−1 + . . .+ a1x+ a0

bmxm + bm−1xm−1 + . . .+ b1x+ b0
(m > 1, n > 1, anbm 6= 0).

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[∞
∞
]

. òÁÚÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É
ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ ÎÁ xm.

lim
x→+∞

anx
n + an−1xn−1 + . . .+ a1x+ a0

bmxm + bm−1xm−1 + . . .+ b1x+ b0
=

= lim
x→+∞

anx
n−m + an−1xn−1−m + . . .+ a1

xm−1 +
a0
xm

bm +
bm−1

x + . . .+ b1
xm−1 +

b0
xm

=

=
lim

x→+∞

(

anx
n−m + an−1xn−1−m + . . .+ a1

xm−1 +
a0
xm

)

lim
x→+∞

(

bm +
bm−1

x + . . .+ b1
xm−1 +

b0
xm

) =

=
1

bm
lim

x→+∞

(

anx
n−m + an−1x

n−1−m + . . .+
a1

xm−1 +
a0
xm

)

.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

lim
x→+∞

anx
n + . . .+ a0

bmxm + . . .+ b0
=







0 ÐÒÉ m > n,
an

bm
ÐÒÉ m > n,

∞ ÐÒÉ m > n.

ðÒÉÍÅÒ 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→+∞

5x3+2x2−4
6x2+8x+9 .

òÅÛÅÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 1 m = 2, n = 3, ÏÔÓÀÄÁ m < n, ÐÏÜÔÏÍÕ

lim
x→+∞

5x3 + 2x2 − 4
6x2 + 8x+ 9

=∞.

ðÒÉÍÅÒ 3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→+∞

7x3−3x+2
8x4−6x3+5x+1.
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òÅÛÅÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 1 m = 4, n = 3, ÏÔÓÀÄÁ m > n, ÐÏÜÔÏÍÕ

lim
x→+∞

7x3 − 3x+ 2
8x4 − 6x3 + 5x+ 1 = 0.

ðÒÉÍÅÒ 4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→+∞

5x3+6x2−7x+2
8x3−12x+9 .

òÅÛÅÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 1 m = n = 3, bm = 8, an = 5, ÐÏÜÔÏÍÕ

lim
x→+∞

5x3 + 6x2 − 7x+ 2
8x3 − 12x+ 9 =

5

8
.

ðÒÉÍÅÒ 5. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ

lim
x→+∞

√
x2 + 4 + 3

√
8x3 + 7

5
√

x5 + 9
.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[∞
∞
]

. òÁÚÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É
ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÁ x.

lim
x→+∞

√
x2 + 4 + 3

√
8x3 + 7

5
√

x5 + 9
= lim

x→+∞

√
x2+4
x +

3
√
8x3+7
x

5
√

x5+9
x

=

= lim
x→+∞

√

1 + 4
x2 +

3

√

8 + 7
x3

5

√

1 + 9
x5

=
1 + 2

1
= 3.

ðÒÉÍÅÒ 6. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→∞

ln(x2+4x+2)
ln(x10+x3+x) .

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[∞
∞
]

. óÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

ln(x2 + 4x+ 2)

ln(x10 + x3 + x)
=
2 ln |x|+ ln

(

1 + 4x+2x2

)

10 ln |x|+ ln
(

1 + x3+x
x10

) =
2 +

ln(1+ 4x+2
x2
)

ln |x|

10 +
ln(1+x2+x

x10 )
ln |x|

.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ
ÐÒÅÄÅÌÏ×, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

lim
x→∞

ln
(

1 + 4x+2
x2

)

ln |x| = lim
x→∞
ln

(

1 +
4x+ 2

x2

)

· lim
x→∞

1

ln |x| = 0,

lim
x→∞

ln
(

1 + x2+1
x9

)

ln |x| = 0,
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ÏÔËÕÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÏ×, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÍ

lim
x→∞

ln(x2 + 4x+ 2)

ln(x10 + x3 + x)
=
2 + 0

10 + 0
=
1

5
.

ðÒÉÍÅÒ 7. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→−∞

(√
x2 + 4x+ 5 + x

)

.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ [∞−∞]. åÓÌÉ x < 0, ÔÏ

√

x2 + 4x+ 5 + x =
4x+ 5√

x2 + 4x+ 5− x
=

4 + 5x

−
√

1 + 4x +
5
x2 − 1

,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, lim
x→−∞

(√
x2 + 4x+ 5 + x

)

= −2.
ðÒÉÍÅÒ 8. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim

x→+∞

(√
x2 + 9x− x

)

.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ [∞−∞].
√

x2 + 9x− x =
x2 + 9x− x2√
x2 + 9x+ x

=
9x√

x2 + 9x+ x
=

=
9

√

x2+9x
x2 +

x
x

=
9

√

1 + 9x + 1
,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, lim
x→+∞

(√
x2 + 9x− x

)

= 9
2.

ðÒÉÍÅÒ 9. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→1

x3−1
x2−4x+3.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[

0
0

]

. ÷ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÔÏÞËÉ x = 1 ÆÕÎËÃÉÉ

x3 − 1
x2 − 4x+ 3 É

x2 + x+ 1

x− 3
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÀÔ ÐÒÉ x→ 1 ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÅÄÅÌ. ðÒÅ-
ÄÅÌ lim

x→1
x2+x+1

x−3 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÞÁÓÔ-

ÎÏÇÏ É ÐÒÅÄÅÌÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. éÔÁË,

lim
x→1

x3 − 1
x2 − 4x+ 3 = limx→1

x2 + x+ 1

x− 3 =
lim
x→1

x3−1
x2−4x+3

lim
x→1

x2+x+1
x−3

= −3
2
.

ðÒÉÍÅÒ 10. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→0

tg x−sinx
x3 .

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[

0
0

]

. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÉÍ

lim
x→0
tgx− sinx

x3
= lim

x→0
tg x · (1− cosx)

x3
= lim

x→0

x · x2

2

x3
=
1

2
.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÎÉÍÁÎÉÅ! óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅ-
ÎÑÔØ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÍÅÎÑÀÔ ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ×ÓÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ. úÁÍÅÎÕ ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ
× ÏÔÄÅÌØÎÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ ÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ lim

x→a
t(x) = 0, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÉÅ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ-
ÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ.

üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉ x→ a
lim
x→a

t(x) = 0

sin t(x) ∼ t(x)

1− cos t(x) ∼ t2(x)
2

tg t(x) ∼ t(x)
arcsin t(x) ∼ t(x)
arctg t(x) ∼ t(x)
et(x) − 1 ∼ t(x)

at(x) − 1 ∼ t(x) ln a
ln(1 + t(x)) ∼ t(x)

loga(1 + t(x)) ∼ t(x)
ln a

(1 + t(x))m − 1 ∼ m · t(x)
ðÒÉÍÅÒ 11. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim

x→−3
arcsin(x+3)

x2+3x
.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[

0
0

]

. æÕÎËÃÉÑ

arcsin(x+ 3) = arcsin t(x), ÇÄÅ t(x) = x+ 3 É lim
x→−3

t(x) = 0,

ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ arcsin(x+ 3) ∼ x+ 3 ÐÒÉ x→ −3. éÔÁË,

lim
x→−3

arcsin(x+ 3)

x2 + 3x
= lim

x→−3
x+ 3

x2 + 3x
= lim

x→−3
x+ 3

x(x+ 3)
= −1
3
.

ðÒÉÍÅÒ 12. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→0

1−cos 10x
1−cos 15x.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[

0
0

]

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

1− cos 10x = 1− cos t(x), ÇÄÅ t(x) = 10x É lim
x→0
10x = 0,

ÐÏÜÔÏÍÕ 1−cos 10x ∼ (10x)2

2
. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, 1−cos 15x ∼ (15x)2

2
, ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ

lim
x→0
1− cos 10x
1− cos 15x = limx→0

(10x)2

(15x)2
=
4

9
.

ðÒÉÍÅÒ 13. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→3

4x−64
x−3 .
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òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[

0
0

]

. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ, ÓÔÏ-
ÑÝÕÀ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ, × ×ÉÄÅ

4x − 64 = 4x − 43 =
(

4x

43
− 1
)

· 43 = 43 ·
(

4x−3 − 1
)

.

æÕÎËÃÉÑ 4x−3 − 1 = 4t(x) − 1, ÇÄÅ t(x) = x − 3 É lim
x→3

t(x) = lim
x→3
(x − 3) = 0,

ÏÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ 4x−3 − 1 ∼ (x− 3) ln 4 ÐÒÉ x→ 3. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÒÅÄÅÌ

lim
x→3
4x − 64
x− 3 = limx→3

43 · ln 4 · (x− 3)
x− 3 = 43 · ln 4.

ðÒÉÍÅÒ 14. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→0

4x−10x
3x−7x .

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[

0
0

]

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ,

ÓÔÏÑÝÅÅ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ: 4x − 10x =
[(

4
10

)x − 1
]

· 10x. ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ
x → 0

(

4
10

)x − 1 ∼ x ln 410. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÏÑÝÅÅ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ:

3x − 7x =
[(

3
7

)x − 1
]

· 7x É ÐÒÉ x→ 0
(

3
7

)x − 1 ∼ x ln 37 . ðÏÌÕÞÉÍ

lim
x→0
4x − 10x
3x − 7x = limx→0

((

4
10

)x − 1
)

· 10x
((

3
7

)x − 1
)

· 7x
= lim

x→0

x · ln 410 · 10x
x · ln 37 · 7x

=

=
ln 410
ln 37
· lim

x→0
10x

7x
=
ln 410
ln 37

=
ln 25
ln 37

.

ðÒÉÍÅÒ 15. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→0

3
√
1+2x−1

x .

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[

0
0

]

. æÕÎËÃÉÑ, ÓÔÏÑÝÁÑ × ÞÉ-

ÓÌÉÔÅÌÅ 3
√
1 + 2x−1 ∼ (2x)· 13 , ÔÁË ËÁË limx→0

t(x) = lim
x→0
2x = 0, ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ

lim
x→0

3
√
1 + 2x− 1

x
= lim

x→0

1
3 · 2x

x
=
2

3
.

ðÒÉÍÅÒ 16. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→0

7x/2−1
ln(1+3x) .

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[

0
0

]

. æÕÎËÃÉÑ, ÓÔÏÑÝÁÑ × ÞÉ-

ÓÌÉÔÅÌÅ 7x/2 − 1 ∼ x
2 ln 7 ÐÒÉ x → 0, Á ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÔÏÑÝÁÑ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ

ln(1 + 3x) ∼ 3x, ÐÏÜÔÏÍÕ

lim
x→0

7x/2 − 1
ln(1 + 3x)

= lim
x→0

x
2 ln 7

3x
=
ln 7

6
.

ðÒÉÍÅÒ 17. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→0

3
√
1+2x− 7

√
1−3x

8
√
1+x−1 .
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òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[

0
0

]

. ôÁË ËÁË lim
x→0

3
√
1 + 2x = 1

É lim
x→0

7
√
1− 3x = 1, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÏÑÝÅÅ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ × ×ÉÄÅ

3
√
1 + 2x− 7

√
1− 3x = 3

√
1 + 2x− 1 + 1− 7

√
1− 3x

É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÕÍÍÕ ÐÒÅÄÅÌÏ×:

lim
x→0

3
√
1 + 2x− 7

√
1− 3x

8
√
1 + x− 1

= lim
x→0

3
√
1 + 2x− 1
8
√
1 + x− 1

+ lim
x→0
1− 7
√
1− 3x

8
√
1 + x− 1

=

= lim
x→0

1
3
· 2x
1
8 · x

+ lim
x→0

1
7
· 3x
1
8 · x

=
16

3
+
24

7
=
184

21
.

ïÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ×ÉÄÁ:

ln g(x) É (g(x))m − 1, ÇÄÅ lim
x→a

g(x) = 1,

ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ

g(x) = (g(x)− 1) + 1 = t(x) + 1, ÇÄÅ t(x) = g(x)− 1 É lim
x→a

t(x) = 0.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ln g(x) ∼ g(x)− 1 É (g(x))m − 1 ∼ m · (g(x)− 1), ÇÄÅ lim
x→a

g(x) = 1.

ðÒÉÍÅÒ 18. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→0

sin2 3x√
1+x sinx−cosx .

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[

0
0

]

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ,
ÓÔÏÑÝÅÅ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ.

√
1 + x sinx− cosx = cosx ·

(

√

1 + x sinx

cos2 x
− 1
)

.

÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÏÑÝÅÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ËÏÒÎÑ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1: 1+x sinx
cos2 x → 1 ÐÒÉ

x→ 0. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ
1 + x sinx

cos2 x
= 1 +

(

1 + x sinx

cos2 x
− 1
)

= 1 +
1 + x sinx− cos2 x

cos2 x
.

ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
√

1 + x sinx

cos2 x
− 1 ∼ 1

2
·
(

1 + x sinx− cos2 x
cos2 x

)

=
1

2
· sin

2 x+ x sinx

cos2 x
.
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ðÅÒÅÊÄ¾Í Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ.

lim
x→0

sin2 3x√
1 + x sinx− cosx

= lim
x→0

(3x)2

cosx · 12 · sin
2 x+x sinx
cos2 x

=

= lim
x→0
cosx · lim

x→0
2 · (3x)2

sinx(sinx+ x)
= 18 · lim

x→0
x2

x(sinx+ x)
= 18 · lim

x→0
x

sinx+ x
.

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:

ÅÓÌÉ lim
x→a

f(x) = b 6= 0, ÔÏ lim
x→a

1

f(x)
=
1

b
.

îÁÈÏÄÉÍ:

lim
x→0
sinx+ x

x
= lim

x→0
sinx

x
+ lim

x→0
x

x
= 1 + 1 = 2.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

lim
x→0

x

sinx+ x
=
1

2
É lim

x→0
sin2 3x√

1 + x sinx− cosx
= 18 · 1

2
= 9.

ðÒÉÍÅÒ 19. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→∞

x ln 3x−13x−6.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ [0 · ∞]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ
ln 3x−13x−6. ôÁË ËÁË limx→∞

3x−1
3x−6 = 1, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÏÑÝÅÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ

ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ, × ×ÉÄÅ

3x− 1
3x− 6 = 1 +

(

3x− 1
3x− 6 − 1

)

= 1 +
5

3x− 6 = 1 + t(x),

ÇÄÅ lim
x→∞

t(x) = lim
x→∞

5

3x− 6 = 0.

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

ln
3x− 1
3x− 6 = ln

(

1 +
5

3x− 6

)

∼ 5

3x− 6.

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÒÅÄÅÌ:

lim
x→∞

x ln
3x− 1
3x− 6 = limx→∞

x · 5

3x− 6 =
5

3
.

§6. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏ-ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ

óÔÅÐÅÎÎÏ-ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ (u(x))v(x),
u(x) > 0.
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ðÏÌØÚÕÑÓØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

lim
x→a

u(x)v(x) = lim
x→a

ev(x) ln u(x) = e
lim
x→a
(v(x) ln u(x))

.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏ-ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó×Ï-
ÄÉÔÓÑ Ë ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ lim

x→a
(v(x) lnu(x)).

åÓÌÉ lim
x→a

v(x) = A, lim
x→a
lnu(x) = B, ÔÏ lim

x→a
u(x) = eB, ÔÁË ËÁË

lim
x→a

u(x) = lim
x→a

elnu(x) = e
lim
x→a
lnu(x)

= eB.

ïÔÓÀÄÁ,

e
lim
x→a
(v(x) ln u(x))

= eA·B =
(

eB
)A
=
(

lim
x→a

u(x)
) lim

x→a
v(x)

.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ

lim
x→a

u(x) = u, u > 0 É lim
x→a

v(x) = v, ÔÏ lim
x→a

u(x)v(x) = uv.

åÓÌÉ lim
x→a
(v(x) lnu(x)) = +∞, ÔÏ É e(v(x) ln u(x)) → +∞ ÐÒÉ x → a. åÓÌÉ

lim
x→a
(v(x) lnu(x)) = −∞, ÔÏ e(v(x) ln u(x)) → 0 ÐÒÉ x→ a.

ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim
x→a
(v(x) lnu(x)) =∞ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ v(x) lnu(x)

ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÚÎÁË ÎÉ × ËÁËÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ
u(x)v(x) = ev(x) ln u(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÒÉ x→ a.

ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→1

(

sin πx
4

)x2+5
.

òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË lim
x→1
sin πx

4 =
1√
2
É lim

x→1
(x2 + 5) = 6, ÔÏ

lim
x→1

(

sin
πx

4

)x2+5

=

(

1√
2

)6

=
1

8
.

ðÒÉÍÅÒ 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→+∞

(

x2+3
3x2+1

)lnx

.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ
(

x2+3
3x2+1

)lnx

× ×ÉÄÅ:

(

x2 + 3

3x2 + 1

)lnx

= elnx·ln x2+3
3x2+1 .

ôÁË ËÁË lim
x→+∞

x2+3
3x2+1 =

1
3 É limx→+∞

lnx = +∞, ÔÏ lim
x→+∞

lnx · ln x2+3
3x2+1 = −∞,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

lim
x→+∞

(

x2 + 3

3x2 + 1

)lnx

= 0.

ðÒÉÍÅÒ 3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→0

(

sin2 x
)− 1

x2 .
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òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ
(

sin2 x
)− 1

x2 × ×ÉÄÅ:

(

sin2 x
)− 1

x2 = e−
1

x2
ln sin2 x.

ôÁË ËÁË lim
x→0
sin2 x = 0 É lim

x→0

(

− 1x2
)

= −∞, ÔÏ

lim
x→0

(

− 1
x2
ln sin2 x

)

= +∞, lim
x→0

(

sin2 x
)− 1

x2 = +∞.

ðÕÓÔØ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ v(x) lnu(x) ÐÒÅÄÅÌ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÒÉ
x → a ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, Á ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÒÉ x→ a. ôÁËÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÔÒ¾È ÓÌÕÞÁÑÈ:

1) lim
x→a

v(x) = 0, lim
x→a

u(x) = +∞ (ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
[

∞0
]

);

2) lim
x→a

v(x) = 0, lim
x→a

u(x) = 0 (ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
[

00
]

);

3) lim
x→a

v(x) =∞, lim
x→a

u(x) = 1 (ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [1∞]).

÷ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÏ× ÐÒÉÍÅÎÑÀÔ ÐÒÉ¾ÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÂÙÌÉ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÅÌÏ× × ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÅÊ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→0+

(1 + sinx)
1
2x .

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ [1∞]. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ:

(1 + sinx)
1
2x = e

1
2x ln(1+sinx).

÷ÙÞÉÓÌÉÍ

lim
x→0+

ln(1 + sinx)

2x
= lim

x→0+
sinx

2x
= lim

x→0+
x

2x
=
1

2
.

ðÏÌÕÞÉÍ

lim
x→0+

(1 + sinx)
1
2x = e

1
2 .

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

lim
x→+∞

xp

ax
= 0 (a > 1, p > 0),

lim
x→+∞

lnq x

xp
= 0 (p > 0, q > 0),

lim
x→0+

xp lnq x = 0 (p > 0, q > 0).

ðÒÉÍÅÒ 5. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→0+

xx.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[

00
]

. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ xx = ex lnx.
ôÁË ËÁË lim

x→0+
x lnx = 0, ÔÏ lim

x→0+
xx = e0 = 1.

ðÒÉÍÅÒ 6. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→+∞

(

5x2

x−4

)
1
x

.
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òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ
[

∞0
]

. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ

(

5x2

x− 4

)
1
x

= e
1
x ln

5x2+1
x−4 .

÷ÙÞÉÓÌÉÍ

lim
x→+∞

1

x
ln
5x2

x− 4 = lim
x→+∞

1

x
ln

(

x · 5x+
1
x

x− 4

)

=

= lim
x→+∞

1

x

(

lnx+ ln
5x+ 1x
x− 4

)

= lim
x→+∞

lnx

x
+ lim

x→+∞
1

x
ln
5x2 + 1

x2 − 4x = 0 + 0 = 0.

ïÔÓÀÄÁ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ

lim
x→+∞

(

5x2

x− 4

)
1
x

= e0 = 1.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ:
221. lim

x→−1
(x3 + 5x2 + 6x+ 1);

222. lim
x→5

x2−25
x−5 ;

223. lim
x→1

x3+4x−1
3x2+x+2;

224. lim
x→3

x2−5x+6
x−3 ;

225. lim
x→−2

x2+3x+2
x2−x−6 ;

226. lim
x→π

2

tg 2x
sin 4x ;

227. lim
x→π

2

1+sinx
1−cos 2x ;

228. lim
x→π

4

sinx−cosx
cos 2x ;

229. lim
x→1

x4+2x2−3
x2−3x+2 ;

230. lim
x→−2

x2+6x+8
x3+8

;

231. lim
x→3

9−x2√
3x−3;

232. lim
x→−1

x2−x−2
x3+1 ;

233. lim
x→π

4

sin 2x−cos 2x−1
cosx−sinx ;

234. lim
x→∞

3x−4
x−2 ;
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235. lim
x→∞

7x2+5x+1
3+14x2+2x

;

236. lim
x→∞

5x3−7x
1−2x3 ;

237. lim
x→∞

2x−3
x2+2 ;

238. lim
x→∞

2x3+4
x2+5 ;

239. lim
x→+∞

√
4x2+1−x
3x+5

;

240. lim
x→∞

(x+1)10(x2+1)
(3x+1)2(x+5)5(x−1)5 ;

241. lim
x→∞

(x2+1)50

(x+1)100 ;

242. lim
x→+∞

√
x2+5+ 3

√
8x3+1

5
√

x5+3
;

243. lim
x→+∞

√
x2+1
x+1
;

244. lim
x→−∞

√
x2+1
x+1 ;

245. lim
x→−∞

3
√

x3+1−
√
4x2−1

x+7 ;

246. lim
n→∞

(n+1)(n+2)(n+3)
n4+n2+1 ;

247. lim
x→−∞

√
x2−1− 3

√
x3+2

7x+ 4
√

x4+1
;

248. lim
x→+∞

√
2x2+3x
3
√

x3−2x2 ;

249. lim
x→∞

(

3x2+1
4−x2

+ 2
1

x−1

)

;

250. lim
x→0

√
1+x−

√
1−x

x ;

251. lim
x→π

√
1−tgx−√1+tgx

sin 2x ;

252. lim
x→+∞

(√
x2 + 4x− x

)

;

253. lim
x→+∞

(√
x2 + 3x+ 1−

√
x2 − 3x− 4

)

;

254. lim
x→−∞

(√
x2 + 4−

√
x2 − 3x+ 1

)

;

255. lim
x→+∞

(

x−
√

x2 + x+ 1
)

;

256. lim
x→+∞

(

x−
√

x2 − a2
)

;

257. lim
x→2

(√
3+x+x2

x2−3x+2 −
√
9−2x+x2

x2−3x+2

)

;

258. lim
x→0

5x
3
√
1+x− 3

√
1−x
;

259. lim
x→0

√
1+x+x2−1

x ;

260. lim
x→+∞

(√
1 + x2 − x

)

;
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261. lim
x→−∞

(√
1 + x2 − x

)

;

262. lim
x→0

3
√
1+x2−

√
1+x2

x3+2x2 ;

263. lim
x→0

3
√
1+x2−1√
3x2+1−1;

264. lim
x→0

sin 3x
x ;

265. lim
x→0

sin 4x
sin 5x
;

266. lim
x→π

sin 10x
sin 9x ;

267. lim
x→∞

sinx
x ;

268. lim
x→0

sin2 2x
x2
;

269. lim
x→0

1−cos 2x
x sin x ;

270. lim
x→0

sin 7x√
x+1−1;

271. lim
x→ 12

arctg(2x−1)
4x2−1 ;

272. lim
x→0

√
1+sinx−

√
1−sinx

2x ;

273. lim
x→−2

arcsin(x+2)
x2+2x ;

274. lim
x→3

(

sin(x−3)
x2−9 + 4

− 1
(x−3)2

)

;

275. lim
x→0

cos(a+x)−cos(a−x)
x

;

276. lim
x→0

2x sinx
1

cos 2x−1
;

277. lim
x→0

sin(x+b)+sin(x−b)
2x ;

278. lim
x→0

x ctgx;

279. lim
n→∞
3n sin x

3n ;

280. lim
x→0

cosmx−cosnx
x2 ;

281. lim
x→0

cosx− 3√cosx
sin2 x

;

282. lim
x→0

3
√
1+2x−1

x ;

283. lim
x→1

7
√

x−1
8
√

x−1;

284. lim
x→0

sin2 3x√
1−3x2−1;

285. lim
x→0

3
√
cosx−1

5
√
cos 2x−1;

286. lim
x→1

( 5
√

x−1)(2x−1−1)
cos(x−1)−1 ;
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287. lim
x→1

x
4
5−1

x
3
2−1
;

288. lim
x→−1

1+ 3
√

x
1+ 5
√

x
;

289. lim
x→0

√
1+x+x2−1
3x ;

290. lim
x→1

x6−1
x10−1;

291. lim
x→0

3
√
cosx−1
sin2 3x

;

292. lim
x→e

lnx−1
x−e
;

293. lim
x→10

lg x
10

x−10;

294. lim
x→π

4

ln tg x
cos 2x ;

295. lim
x→0

ln cosax
ln cos bx ;

296. lim
n→∞

n2 ln cos π
n .

297. lim
x→2

ln log2 x
x−2 ;

298. lim
x→π

4

ln tg x
1−ctgx ;

299. lim
x→3

4x−64
x−3 ;

300. lim
x→0

3x−2x
x ;

301. lim
x→0

e4x−e3x

sin 4x−sin 3x ;

302. lim
x→∞

x ln 4+x
2+x ;

303. lim
x→0

e−2x−1
arcsinx ;

304. lim
x→∞

x (ln(2x+ 5)− ln(2x+ 1));
305. lim

x→0
lg(1+10x)
log7(1+5x)

;

306. lim
x→0

e3x−1
e5x−1;

307. lim
x→0

2x−1
3x−1;

308. lim
x→0

4x−1
arccosx

;

309. lim
x→0

3tg x−3sinx

tg2 x
2

;

310. lim
x→2

4x−2−1
3x−2−1;

311. lim
x→5

5x−55
arctg(x−5) ;

312. lim
x→1

5
√

x−1
ex−1−1;

313. lim
x→0

ln(1+x)
ln(1−2x);
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314. lim
x→0

ln(1+sinx)
2sin 3x−1 ;

315. lim
x→e

ln lnx
2x−2e;

316. lim
x→3

log3 x−1
x−3 ;

317. lim
x→∞

(

x+1
x−1
)x
;

318. lim
x→∞

(

2x+3
2x+1

)x+1
;

319. lim
x→∞

(

x2−1
x2

)2x2

;

320. lim
x→0

(

cosx
cos 3x

)
1

x2 ;

321. lim
n→∞

(

cos x
n

)n
;

322. lim
n→∞

(

cos a√
n

)n

;

323. lim
x→π

4

(tgx)tg 2x;

324. lim
x→0
(cosx)ctg

2 x;

325. lim
x→π

4

(sin 2x)tg
2 2x;

326. lim
x→2

(

sinx
sin 2

)
1

x−2 ;

327. lim
n→∞

n(ln(n+ 4)− lnn);

328. lim
n→∞

n(lnn− ln(n+ 2));

329. lim
x→0

(

e3x + x
)
1
x ;

330. lim
x→0

(

1 + sin2 x
)

1
ln cosx ;

331. lim
x→0
(2x + sin 3x)ctg 3x;

332. lim
x→1
(2− x)

1
sin(x−1) ;

333. lim
x→0

(

cos 4x+ 2x2
)
1

x2 ;

334. lim
x→1
(2− x)1/ cos

πx
2 ;

335. lim
x→0

(

ex2 + cosx
)
1

x2

;

336. lim
x→5

(

2− x
5

)ctg πx
5 ;

337. lim
x→∞

(

3+x
7+x

)1/ sin 2x ;

338. lim
x→0

cos 7x−1
3
√
1+3x2−1;
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339. lim
x→0

1+x sinx−cos 2x
sin2 x

;

340. lim
x→∞

x+sinx
3+2x ;

341. lim
x→−∞

(√
x2 + 3x−

√
x2 − 3x

)

;

342. lim
x→1

x3−1
sin(x−1) ;

343. lim
x→∞

(

1−2x
3
√
1+8x3

+ 2−x2
)

;

344. lim
x→−2

x2+x−2
x2+2x

;

345. lim
n→+∞

1−5n
1+5n+1

;

346. lim
n→−∞

3−10n
4+10n+1 ;

347. lim
x→0

sin 4x( 3
√
1+3x2−1)

x ln cos 3x
;

348. lim
x→ 16

23x−
√
2

6x−1 ;

349. lim
x→∞
2x log2

3+x
4+x
;

350. lim
x→1

arcsin(1−x)
1−x2 ;

351. lim
x→∞

(

cos 7x
)x2
;

352. lim
x→0

sin 3x−sin 2
sin 5x−sin 4x ;

353. lim
x→2

(x2−5x+6) sin(x−2)
x2−4x+4 ;

354. lim
x→2

xa−2a
xb−2b ;

355. lim
x→0
(1 + sinx)

1
2x ;

356. lim
x→0

7
√
1+sinx−1+tgx

x ;

357. lim
x→0

tg 2x−sin 2x
3
√
1+x3−1 ;

358. lim
x→0

4x−2x
x
;

359. lim
x→3

cos(3x−9)−cos(2x−6)√
x2−6x+10−1 ;

360. lim
x→π

2

sinx−1
√

x2−πx+π2

4 −1
;

361. lim
x→0

cos 3x−cosx
log3(3+x2)−1 ;

362. lim
x→3

√
x+13−2

√
x+1

log3 x−1 ;

363. lim
x→1

log4 cos(x−1)
5
√
2+x2−2x−1;

364. lim
x→2

4x−16
5
√
3−x−1 ;
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365. lim
x→−∞

√
x2+1+5 sinx

x+1 ;

366. lim
x→1

√
x−3−

√
2x−7

x2−3x−4 ;

367. lim
x→8

3
√

x−2
x2−7x−8;

368. lim
x→+∞

√
x+ 3
√

x+ 5
√

x
3
√

x+2 3
√

x+1
;

369. lim
x→0

log3(1+3x)+log3(1−3x)
x2 ;

370. lim
x→5

sinx−sin 5√
x−
√
5
;

371. lim
x→7

tg πx
7

x−7 ;

372. lim
x→ 12

cosπx
ctg 7πx ;

373. lim
x→π

6

√
3 sinx−cosx
36x2−π2 ;

374. lim
x→3

2x−8
sinπx ;

375. lim
x→π

3

2 cosx−1√
3x−√π

;

376. lim
x→2

3
√

x−1− 3
√
3x−5

sinπx ;

377. lim
x→2

3
√
2+3x−2
ctg πx

4
;

378. lim
x→π

sin 5x+sin 6x+sin 7x
sin 9x−sin 4x ;

379. lim
x→9

sin πx
3

log3(2x−17).



çìá÷á III

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ

§7. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ

7.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ y(x), ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÕÀ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b).

òÁÚÎÏÓÔØ4x = x−x0 (x, x0 ∈ (a; b)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ
x × ÔÏÞËÅ x0. òÁÚÎÏÓÔØ4y(x0) = y(x0+4x)−y(x0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅÍ
ÆÕÎËÃÉÉ y × ÔÏÞËÅ x0.

åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ)

lim
4x→0

4y(x0)

4x
= lim
4x→0

y(x0 +4x)− y(x0)

x− x0
,

ÔÏ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ (ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ y × ÔÏÞ-
ËÅ x0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ y′(x0).

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑ:

y′, y′(x), f ′, f ′(x), y′x, f ′x,
dy

dx
,

dy(x)

dx
,

df

dx
,

df(x)

dx
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉÒÁÝÅÎÉÅ 4y(x0) ÆÕÎËÃÉÉ y(x) × ÔÏÞËÅ x0 ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ 4y. ïÄÎÁËÏ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÂÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
ÔÏÞËÉ x0 É ÏÔ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ 4x.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x0 ÒÁ×ÎÁ ÕÇÌÏ×ÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ËÁ-
ÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x0: tgα = f ′(x0), ÇÄÅ α ¡
ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ.

íÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ¡ ÜÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ (v) ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÕÔÉ
(s) ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ (t): v = s′(t).

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y = 1
x .

òÅÛÅÎÉÅ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ x0 6= 0. ôÁË ËÁË y(x) = 1
x ,

65
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ÔÏ y(x0) =
1
x0
É y(x0 +4x) = 1

x0+4x
, ÐÏÜÔÏÍÕ

4 y(x0) = y(x0 +4x)− y(x0) =
1

x0 +4x
− 1

x0
=

=
x0 − (x0 +4x)

x0(x0 +4x)
=

−4 x

x0(x0 +4x)
.

ïÔÓÀÄÁ,

4y(x0)

4x
=

−4x
x0(x0+4x)

4x
= − 1

x0(x0 +4x)
.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

y′(x0) = lim4x→0

4y(x0)

4x
= lim
4x→0

(

− 1

x0(x0 +4x)

)

= − lim
4x→0

1

x20 + x04 x
= − 1

x20
.

ôÁË ËÁË × ËÁÞÅÓÔ×Å x0 ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÒÁ×ÎÏÅ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x 6= 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

y′(x) =

(

1

x

)′
= − 1

x2
.

îÁÐÒÉÍÅÒ, y′(−2) = − 1
(−2)2 = −14.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y = sinx.
òÅÛÅÎÉÅ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ x0. ôÁË ËÁË y(x) = sinx,

ÔÏ y(x0) = sinx0 É y(x0 +4x) = sin(x0 +4x), ÐÏÜÔÏÍÕ

4y(x0) = y(x0 +4x)− y(x0) = sin(x0 +4x)− sinx0.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

4y(x0)

4x
=
sin(x0 +4x)− sinx0

4x
=

=
2 sin 4x

2 cos
(

x0 +
4x
2

)

4x
=
sin 4x

2
4x
2

cos

(

x0 +
4x

2

)

.

÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ sinx É ÐÅÒ×ÙÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ
ÐÒÅÄÅÌÏÍ

lim
4x→0

sin 4x
2

4x
2

= lim
α→0
sinα

α
= 1,

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

y′(x0) = lim4x→0

4y(x0)

4x
= 1 · cosx0 = cosx0.
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ôÁË ËÁË × ËÁÞÅÓÔ×Å x0 ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x
×Ù×ÏÄÉÍ

y′(x) = (sinx)′ = cosx.

îÁÐÒÉÍÅÒ, y′(π
2
) = cos π

2
= 0.

7.2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ðÒÉ×ÅÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
(c)′ = 0 (c ¡ ÞÉÓÌÏ);
(xα)′ = αxα−1;
(ex)′ = ex;
(ax)′ = ax ln a (a > 0, a 6= 1);
(lnx)′ = 1

x ;

(loga x)′x = 1
x ln a (a > 0, a 6= 1, x > 0);

(sinx)′ = cosx;
(cosx)′ = − sinx;
(tg x)′ = 1

cos2 x
, x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z;

(ctg x)′ = − 1
sin2 x
, x 6= πn, n ∈ Z;

(arcsinx)′ = 1√
1−x2
, |x| < 1;

(arccosx)′ = − 1√
1−x2
, |x| < 1;

(arctgx)′ = 1
1+x2 ;

(arcctgx)′ = − 1
1+x2
;

(shx)′ = chx, ÇÄÅ shx = ex−e−x

2 ;

(chx)′ = shx, ÇÄÅ chx = ex+e−x

2 ;

(thx)′ = 1
ch2 x
, ÇÄÅ thx = shx

chx
;

(cthx)′ = − 1
sh2 x
, x 6= 0, ÇÄÅ thx = shx

chx
.

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ: 5, ln tg 37 , 6
x,

log3 x.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ 5′ = 0,
(

ln tg 37
)′
= 0,

ÔÁË ËÁË 5 É ln tg 37 ¡ ÞÉÓÌÁ.

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ 6x É log3 x ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÁÂÌÉÞ-
ÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ (ÐÒÉ a = 6) É ÌÏÇÁÒÉÆ-
ÍÉÞÅÓËÏÊ (ÐÒÉ a = 3) ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÍÅÅÍ: (6x)′ = 6x ln 6, (log3 x)

′ = 1
x ln 3.

ðÒÉÍÅÒ 4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: x17, xπ−e, 1x ,√
x,

3
√

x2, 1
5√

x7
.
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òÅÛÅÎÉÅ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (xα)′ = αxα−1. éÍÅÅÍ:
(

x17
)′
= 17x17−1 = 17x16;

(

xπ−e
)′
= (π − e)xπ−e−1;

(

1

x

)′
=
(

x−1
)′
= −1 · x−1−1 = −x−2 = − 1

x2
;

(√
x
)′
=
(

x
1
2

)′
=
1

2
x
1
2−1 =

1

2
x−

1
2 =
1

2
· 1
x
1
2

=
1

2
√

x
;

(

3
√

x2
)′
=
(

x
2
3

)′
=
2

3
x
2
3−1 =

2

3
x−

1
3 =
2

3
· 1
x
1
3

=
2

3 3
√

x
;

(

1
5
√

x7

)′
=

(

1

x
7
5

)′
=
(

x−
7
5

)′
= −7
5
x−

7
5−1 = −7

5
x−

12
5 = −7

5
· 1
x
12
5

= − 7

5
5
√

x12
.

7.3. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÞÁÓÔÎÏÇÏ

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÞÁÓÔÎÏÇÏ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ
u = u(x) É v = v(x) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ:

(u+ v)′ = u′ + v′, (u− v)′ = u′ − v′,

(uv)′ = u′v + uv′, (cu)′ = cu′, c ¡ ÞÉÓÌÏ,
(u

v

)′
=

u′v − uv′

v2
, v 6= 0.

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ 1
x3 − 5 lnx.

òÅÛÅÎÉÅ.

(

1

x3
− 5 lnx

)′
=

(

1

x3

)′
− (5 lnx)′ =

(

x−3
)′ − 5 (lnx)′ =

= −3x−4 − 51
x
= − 3

x4
− 5

x
= −3 + 5x

3

x4
.

ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ 2 chx
3
+ cth x

4
.

òÅÛÅÎÉÅ.

(

2 chx

3
+
cthx

4

)′
=

(

2 chx

3

)′
+

(

cthx

4

)′
=
2

3
(chx)′ +

1

4
(cthx)′ =

=
2

3
shx+

1

4
·
(

− 1

sh2 x

)

=
2 shx

3
− 1

4 sh2 x
.

ðÒÉÍÅÒ 7. f(x) = 5x3 − 3x2 − 2x+ 7, ÎÁÊÔÉ f ′(0), f ′(2), f ′(−1).
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òÅÛÅÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x):

f ′(x) = (5x3 − 3x2 − 2x+ 7)′ = (5x3)′ − (3x2)′ − (2x)′ + 7′ =
= 5(x3)′ − 3(x2)′ − 2x′ + 0 = 5 · 3x2 − 3 · 2x− 2 · 1 = 15x2 − 6x− 2.

éÔÁË, f ′(x) = 15x2 − 6x − 2. ôÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÐÒÉ
ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x:

f ′(0) = 15 · 02 − 6 · 0− 2 = 0− 0− 2 = −2,
f ′(2) = 15 · 22 − 6 · 2− 2 = 60− 12− 2 = 46,

f ′(−1) = 15 · (−1)2 − 6 · (−1)− 2 = 15 + 6− 2 = 19.
ðÒÉÍÅÒ 8. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = (x2 + x) cosx.
òÅÛÅÎÉÅ.

f ′(x) =
(

(x2 + x) cosx
)′
= (x2 + x)′ cosx+ (x2 + x)(cosx)′ =

= (2x+ 1) cosx+ (x2 + x)(− sinx).

ðÒÉÍÅÒ 9. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = x3+2x2+5x+1
x2+2x .

òÅÛÅÎÉÅ.

f ′(x) =

(

x3 + 2x2 + 5x+ 1

x2 + 2x

)′
=

=
(x3 + 2x2 + 5x+ 1)′(x2 + 2x)− (x3 + 2x2 + 5x+ 1)(x2 + 2x)′

(x2 + 2x)2
=

=
(3x2 + 4x+ 5)(x2 + 2x)− (x3 + 2x2 + 5x+ 1)(2x+ 2x ln 2)

(x2 + 2x)2
.

ðÒÉÍÅÒ 10. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = arccosx lnx shx.
òÅÛÅÎÉÅ.

f ′(x) = (arccosx lnx shx)′ = ((arccosx lnx) shx)′ =

= (arccosx lnx)′ shx+ (arccosx lnx)(shx)′ =

= ((arccosx)′ lnx+ arccosx(lnx)′) shx+ (arccosx lnx) shx =

=

(

− 1√
1− x2

lnx+ arccosx
1

x

)

sh x+ arccosx lnx chx =

= − 1√
1− x2

lnx shx+ arccosx
1

x
shx+ arccosx lnx chx =

=
arccosx shx

x
− lnx shx√
1− x2

+ arccosx lnx chx.
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ðÒÉÍÅÒ 11. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = x13 arcctgx
lg x .

òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ lgx ¡ ÜÔÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ, ÔÏ ÅÓÔØ lg x =
= log10 x. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ:

(

x13 arcctgx

lgx

)′
=

(

x13 arcctgx
)′ · lg x−

(

x13 arcctgx
)

· (lg x)′

(lgx)2
=

=

(

(

x13
)′
arcctgx+ x13 (arcctgx)′

)

· lg x−
(

x13 arcctgx
)

· 1
x ln 10

lg2 x
=

=

(

13x12 arcctgx+ x13
(

− 1
1+x2

))

· lg x− x13 arcctgx 1
x ln 10

lg2 x
=

=
13x12 arcctgx lgx− x13 lg x

1+x2 −
x12 arcctgx
ln 10

lg2 x
.

7.4. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ u = ϕ(x) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x = x0,
Á ÆÕÎËÃÉÑ y = f(u) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ u0 = ϕ(x0). ôÏÇÄÁ, ÓÌÏÖÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ f(ϕ(x)) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ x = x0, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ
ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

[f(ϕ(x0))]
′ = f ′(u0) · ϕ′(x0).

äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ:

y′x = y′u · u′x.
ðÒÉÍÅÒ 12. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ ln sinx.
òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ y = lnu, u = sinx, ÔÏÇÄÁ y = ln sinx. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ

Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y′x = y′u · u′x. îÁÈÏÄÉÍ:

y′u = (lnu)′u =
1

u
, u′x = (sinx)′x = cosx,

ÏÔËÕÄÁ

(ln sinx)′ = y′x = y′u · u′x =
1

u
· cosx = 1

sinx
· cosx = ctg x.

ðÒÉÍÅÒ 13. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y(x) = ex2.
òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ u = x2, ÔÏÇÄÁ y(u) = eu. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ

ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y′x = y′u · u′x. îÁÈÏÄÉÍ:
y′u = (e

u)′u = eu, u′x =
(

x2
)′
x
= 2x,



§7. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ 71

ÏÔËÕÄÁ

y′x =
(

ex2
)′
= y′u · u′x = eu · 2x = ex2 · 2x = 2xex2.

þÁÓÔÏ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞ-
ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 14. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ ln sinx (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 12).

òÅÛÅÎÉÅ.

(ln sinx)′ =
1

sinx
(sinx)′ =

1

sinx
cosx = ctg x.

ðÒÉÍÅÒ 15. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y(x) = ex2 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 13).

òÅÛÅÎÉÅ.

y′(x) =
(

ex2
)′
= ex2 · (x2)′ = ex2 · 2x = 2xex2.

ðÒÉÍÅÒ 16. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ e−x.

òÅÛÅÎÉÅ.
(

e−x
)′
= e−x · (−x)′ = e−x · (−1) = −e−x.

ðÒÉÍÅÒ 17. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ (tg
√

x)3.

òÅÛÅÎÉÅ.

(

(tg
√

x)3
)′
= 3(tg

√
x)2(tg

√
x)′ = 3(tg

√
x)2

1

cos2
√

x
(
√

x)′ =

= 3(tg
√

x)2
1

cos2
√

x

1

2
√

x
=

3 tg2
√

x

2
√

x cos2
√

x
.

ðÒÉÍÅÒ 18. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ cos log6 5x− log6 cos 5.
òÅÛÅÎÉÅ.

(cos log6 5x− log6 cos 5)′ = (cos log6 5x)′ − (log6 cos 5)′ = (cos log6 5x)′ =

= − sin log6 5x · (log6 5x)′ = − sin log6 5x ·
1

(5x) ln 6
· (5x)′ =

= − sin log6 5x ·
1

5x ln 6
· 5 = −sin log6 5x

x ln 6
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ log6 cos 5 ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 18 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ, ÐÏ-
ÜÔÏÍÕ (log6 cos 5)

′ = 0.
ðÒÉÍÅÒ 19. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ arctg2 e−x.
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òÅÛÅÎÉÅ.

(

arctg2 e−x
)′
=
(

(

arctg e−x
)2
)′
= 2arctg e−x ·

(

arctg e−x
)′
=

= 2arctg e−x · 1

1 + (e−x)2
·
(

e−x
)′
= 2arctg e−x · 1

1 + e−2x
· e−x · (−x)′ =

= 2arctg e−x · 1

1 + e−2x
· e−x · (−1) = −2e

−x arctg e−x

1 + e−2x
.

ðÒÉÍÅÒ 20. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ 2 ln3 4
√
tg 5x.

òÅÛÅÎÉÅ.

(

2 ln3 4
√

tg 5x
)′
= 2

(

ln3 4
√

tg 5x
)′
= 2

(

(

ln 4
√

tg 5x
)3
)′
=

= 2 ·
(

3
(

ln 4
√

tg 5x
)2
)

·
(

ln 4
√

tg 5x
)′
= 6 ln2 4

√

tg 5x ·
(

ln 4
√

tg 5x
)′
=

= 6 ln2 4
√

tg 5x · 1
4
√
tg 5x

·
(

4
√

tg 5x
)′
=
6 ln2 4

√
tg 5x

4
√
tg 5x

·
(

(tg 5x)
1
4

)′
=

=
6 ln2 4

√
tg 5x

4
√
tg 5x

· 1
4
· (tg 5x)−

3
4 · (tg 5x)′ = 6 ln2 4

√
tg 5x

4(tg 5x)
1
4 (tg 5x)

3
4

· 1

cos2 5x
· (5x)′ =

=
3 ln2 4

√
tg 5x

4 tg 5x cos2 5x
· 5 = 15 ln

2 4
√
tg 5x

4 sin 5x cos 5x
=
15 ln2 4

√
tg 5x

2 sin 10x
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÏÂÎÅÅ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÏ ×ÚÑ-
ÔÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. åÓÌÉ × ÐÒÉÍÅÒÅ 20 ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÝÅ:

2 ln3 4
√

tg 5x = 2
(

ln 4
√

tg 5x
)3

= 2
(

ln (tg 5x)
1
4

)3

=

= 2

(

1

4
ln tg 5x

)3

=
1

32
(ln tg 5x)3 .

ðÒÉÍÅÒ 21. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y(x) = sin 14x
2 cos 7x .

òÅÛÅÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ y(x):

y(x) =
sin 14x

2 cos 7x
=
2 sin 7x cos 7x

2 cos 7x
= sin 7x.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y(x):

y′(x) = (sin 7x)′ = cos 7x · (7x)′ = 7 cos 7x.
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7.5. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏ-ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÉÄÁ u(x)v(x) ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÄÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÄÁÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ × ×ÉÄÅ

u(x)v(x) = eln u(x)v(x) = ev(x) ln u(x).

ðÒÉÍÅÒ 22. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y(x) = xx.
òÅÛÅÎÉÅ.

y′(x) = (xx)′ =
(

eln xx)′
=
(

ex ln x
)′
= ex ln x(x lnx)′ =

= xx(x lnx)′ = xx [(x′ lnx+ x(lnx)′] = xx

(

1 · lnx+ x · 1
x

)

= xx(lnx+ 1).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ xx ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 22 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÆÕÎËÃÉÅÊ ×ÉÄÁ
xα, ÎÉ ÆÕÎËÃÉÅÊ ×ÉÄÁ ax, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÔ ÏÛÉÂËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ
ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÐÏÓÏÂÏ×:

(xx)′ = x · xx−1, (xx)′ = xx lnx.

ðÒÉÍÅÒ 23. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y(x) = (sinx)lnx.
òÅÛÅÎÉÅ.

y′(x) =
(

(sinx)lnx
)′
=
(

eln(sinx)lnx
)′
=
(

elnx ln sinx
)′
=

= eln x ln sinx(lnx ln sinx)′ = (sinx)lnx [(lnx)′ ln sinx+ lnx(ln sinx)′] =

= (sinx)lnx

[

1

x
ln sinx+ lnx

1

sinx
(sinx)′

]

=

= (sinx)lnx

(

ln sinx

x
+
lnx cosx

sinx

)

.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ:
380. y = x2;
381. y = x3;
382. y = x4;
383. y =

√
x;

384. y = 1
x2 ;

385. y = 1
x3 ;

386. y = 1√
x
;

387. y = sin 2x;
388. y = cos x

2 ;
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389. y = tgx;
390. y = 1

2x+2;

391. y =
√
1 + 3x;

392. y =
√
1 + x2.

îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ:
393. y = x4 + 3x2 − 2x+ 1;
394. y = 7x7 + 3x2 − 4x− 1;
395. y = 3

√
x+ 1x − 3

x2 + 4;

396. y =
4
√

x3 + 5
x2
− 3

x3
+ 2;

397. y = 4x5 − 3 sinx+ 5 ctgx;
398. y = 3

√
x+ 4 cosx− 2 tgx+ 3;

399. y = 3 + 4x2 =
5
√

x3 + 1
x2 + sinx+ cosx+ lnx;

400. y =
8
√

x3 − 4x6 + 5 lnx− 7 cosx+ tgx+ ctg x;
401. y = log2 x+ 3 log3 x;
402. y = 4ex + arctgx+ arcsinx;
403. y = ex − tgx

2 +
x4

4 ;

404. y = 5x + 6x +
(

1
7

)x
;

405. y = arcsinx+ 3 3
√

x+ 5arccosx;
406. y = 8

4
√

x
− 6

3
√

x
;

407. y = tgx− ctg x;
408. y = arctgx− arcctgx;
409. y = x sinx;
410. y = x2 tgx;
411. y = 7

√
x lnx;

412. y = x arccosx;
413. y = 3

√
x arcctgx;

414. y = x2 log3 x;

415. y = x2−1
x2+1;

416. y = lnx
sinx + x ctgx;

417. y = cosx
1+2 sinx ;

418. y =
√

x√
x+1
;

419. y = ctgx√
x
;

420. y = x tg x
1+x2
;

421. y = 1+ex

1−ex ;

422. f(x) = x2

3 − x2 + x, ÎÁÊÔÉ f ′(0), f ′(1), f ′(−1);
423. f(x) = x2 − 1

2x2
, ÎÁÊÔÉ f ′(2), f ′(−2);

424. f(x) = x
2x−1, ÎÁÊÔÉ f ′(0), f ′(2), f ′(−2);
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425. f(x) = 1−10x
1+10x , ÎÁÊÔÉ f ′(0);

426. f(x) = lnx
x
, ÎÁÊÔÉ f ′(e), f ′(1

e
), f ′(e2);

427. f(x) = x lnx, ÎÁÊÔÉ f ′(1), f ′(e), f ′(1
e
), f ′( 1

e2
);

428. y = sin 3x;
429. y = sin(x2 + 5x+ 2);
430. y =

√
1− x2;

431. y =
√
1 + 5 cosx;

432. y =
√
2x− sin 2x;

433. y = sin2 x;
434. y = sin3 x;
435. y = cos100 x;
436. y = ln(x+ 1 +

√
x2 + 2x+ 3);

437. y = tg(x2 + 3);
438. y = ln cosx;
439. y = ln tg 5x;
440. y = ln(1 + cosx);
441. y = etg x;
442. y = ln(x2 − 3x+ 7);
443. y = ln(x2 + 2x);
444. y = ln(x+

√
x2 + 5);

445. y = 1√
3
arctg x√

3
;

446. y = 1
2
arcsin x2√

3
;

447. y = 1
6 ln

x−3
x+3 ;

448. y = ln x2

1−x2 ;

449. y = ln
√

1+2x
1−2x;

450. y = 1
2

(

x
√
1− x2 + arcsinx

)

;

451. y = x arctgx− 12 ln(1 + x2);

452. y = 1
2e

x(sinx+ cosx);

453. y = x arctg
√
2x− 1−

√
2x−1
2 ;

454. y = tg3 x− 3 tgx+ 3x;
455. y = sin2 x3;
456. y = ctg3 x

3 ;

457. y = 1
(1+cos4x)5 ;

458. y = sin4 x+ cos4 x;
459. y = 1+sin2x

1−sin 2x ;
460. y = cosx

sin2 x
+ ln tg x

2 ;

461. y = 23x + x5 + e−x2 + 1x ;
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462. y =
√

xe
√

x;
463. y = x2e−x;
464. y = (x+ 2)e−x2;
465. y = e

x
3 cos x

3 ;

466. y = e
1
cosx ;

467. y = e
1
lnx ;

468. y = 103−sin
3 2x;

469. y = sin 2x;
470. y = ex+e−x

ex−e−x ;

471. y = ln
(

e2x +
√

e4x + 1
)

;

472. y = ln
√

e4x

e4x+1;

473. y = ln sinx
ln cosx ;

474. y = log5 cos 7x;
475. y = log7 cos

√
1 + x;

476. y = e
7√

x2;
477. y = ln

(√
x−
√

x− 1
)

;

478. y = ln 1+
√
1+x2

x ;

479. y = ln
(

sinx+
√

1 + sin2 x
)

;

480. y = ln 1
x+
√

x2−1;

481. y = arccos(1− 2x);
482. y = arcsin

√
1− 4x;

483. y = arcsin
√
sinx;

484. y = arcsin e4x;
485. y = arcsin

√
x;

486. y = arctg
√
6x− 1;

487. y = arctg e2x + ln
√

1+e2x

e2x−1;

488. y = arctg 1x +
√

x2−1
x ;

489. y = ln arccos 2x;
490. y = arctg ln(5x+ 3);
491. y = arctg x+3

x−3 ;

492. y = arctg2 1x ;

493. y = arccos e−
x2

2 ;
494. y = tg sin cosx;
495. y = ex2 ctg 3x;
496. y = ln sin tg e−

x
2 ;

497. y = ln5 sinx;
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498. y = ln arctg
√
1 + x2;

499. y = 5

√

ln sin x+3
4 ;

500. y = e
√
1+lnx;

501. y = 5
√

arctg e5x;

502. y =
√
1− arccos2 x;

503. y = arctg
(

x−
√
1 + x2

)

;

504. y = 2√
3
arctg 2x+1√

3
;

505. y =
√
3
(

arctg x√
3
+ ln x−

√
3

x+
√
3

)

;

506. y = 2 ln(x2 + 5)−
√
5 arctg x√

5
;

507. y = x arctgx− 12 ln(1 + x2);

508. y = 2
3

√

(1 + lnx)3;

509. y = ln
(

x sinx ·
√
1− x2

)

;

510. y = x
1
x ;

511. y = xsinx;

512. y = (tgx)sinx;

513. y = (cosx)sinx.

§8. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ

8.1. ðÏÎÑÔÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ × ÔÏÞËÅ x0, ÅÓÌÉ Å¾
ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ 4y × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

4y = A4 x+ α(4x)4 x,

ÇÄÅ A¡ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ4x, Á α(4x) ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎ-
ÔÁ 4x, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÐÒÉ 4x→ 0, ÔÏ ÅÓÔØ lim

4x→0
α(4x) = 0.

óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎË-
ÃÉÉ × ÔÏÞËÅ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÊ
ÖÅ ÔÏÞËÅ.
äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÂÙÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0,

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÉÍÅÌÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÕÀ.
åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x0, ÔÏ ÏÎÁ É

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ. æÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ, ÎÏ ÎÅ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ y = |x|,
ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x = 0, ÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ,
ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ.

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅËÏÔÏÒÏ-
ÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ), ÔÏ
ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÐÒÏ-
ÍÅÖÕÔËÅ.
äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ dx ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÎÁÚÏ×¾Í ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ 4x

ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ: dx = 4x.
ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0, ÔÏ ÅÓÔØ Å¾ ÐÒÉÒÁ-

ÝÅÎÉÅ 4y × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ:

4y = A4 x+ α(4x)4 x,

ÇÄÅ A ¡ ÞÉÓÌÏ É lim
4x→0

α(4x) = 0. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ A4 x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dy:

dy = A4 x.

õÞÉÔÙ×ÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ÓÕÝÅÓÔ×Ï-
×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ A = f ′(x0). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dy ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x0 ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

dy = d(f(x0)) = f ′(x0)dx.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f ′(x0) ÍÏÖÎÏ
×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ dy Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÕ
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ

f ′(x0) =
dy

dx
.
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äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x0 ÉÍÅÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. ðÕÓÔØ
ÔÏÞËÁ M ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ
x0, ÔÏÞËÁ P ¡ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x0 + 4x, ÐÒÑÍÁÑ MS ¡ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ
Ë ÇÒÁÆÉËÕ y = f(x) × ÔÏÞËÅ M , α ¡ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ É ÏÓØÀ Ox.
ðÕÓÔØ, MN ‖ Ox, PN ‖ Oy, Q ¡ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ MS Ó
ÐÒÑÍÏÊ PN . ôÏÇÄÁ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ 4y ÒÁ×ÎÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ NP .
÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ MNQ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: NQ =
= 4x tgα = f ′(x0) 4 x = dy, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ dy ÒÁ×ÅÎ
×ÅÌÉÞÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ NQ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× NP É NQ
ÒÁÚÌÉÞÎÙ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dy ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x0 ÒÁ×ÅÎ

ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÀ ¤ÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ¥MS Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ
M(x0; f(x0)), Á ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ4y ÅÓÔØ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ¤ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÁÍÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ¥ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x0, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÀ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ,
ÒÁ×ÎÏÍÕ 4x.

8.2. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ

ðÒÁ×ÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ ÎÁÈÏÖÄÅ-
ÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ u, v É f ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ó×ÏÊÓÔ×Á:

d(u+ v) = du+ dv; d(u− v) = du− dv;

d(uv) = udv + vdu; d
(u

v

)

=
vdu− udv

v2
, v 6= 0;

d(f(x)) = f ′(x)dx, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ c ¡ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ

d(cx) = c dx, d(x+ c) = dx.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ y(x) = x2.
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òÅÛÅÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dy ÆÕÎËÃÉÉ y(x) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ dy =
= y′(x)dx, ÐÏÜÔÏÍÕ

dy = dx2 = (x2)′dx = 2xdx.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ y(x) = 5 cos 3x × ÔÏÞËÅ x0 =
π
2 .

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ,
ÉÍÅÅÍ

dy = y′
(π

2

)

dx.

îÁÈÏÄÉÍ,

y′(x) = (5 cos 3x)′ = −15 sin 3x ⇒ y′
(π

2

)

= −15 sin 3π
2
= 15.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dy × ÔÏÞËÅ x0 =
π
2 ÒÁ×ÅÎ 15 dx:

dy = 15 dx.

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ y = sin2 x3.
òÅÛÅÎÉÅ.

dy = y′dx =
(

sin2 x3
)′
= 2 sinx3(sinx3)′dx =

= 2 sinx3 cosx3(x3)′dx = 2 sinx3 cosx3 · 3x2dx = 3x2 sin 2x3dx.

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ xex2.
òÅÛÅÎÉÅ.

1-Ê ÓÐÏÓÏÂ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ df(x) = f ′(x)dx.

d
(

xex2
)

=
(

xex2
)′

dx =

(

x′ex2 + x
(

ex2
)′
)

dx =

=
(

ex2 + x · ex22x
)

dx = ex2
(

2x2 + 1
)

dx.

2-Ê ÓÐÏÓÏÂ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ d(uv) = udv + vdu, ÉÍÅÅÍ

d
(

xex2
)

= ex2dx+ xd
(

ex2
)

.

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ df(u) = f ′(u)du ÐÏÌÕÞÁÅÍ

d
(

ex2
)

= ex2d
(

x2
)

= ex22xdx.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

d
(

xex2
)

= ex2dx+ x(2xex2dx) = ex2
(

2x2 + 1
)

dx.
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8.3. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ

çÌÁ×ÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ (ÎÅÉÚÍÅÎ-
ÎÏÓÔØ) ÅÇÏ ÆÏÒÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. åÓÌÉ y = y(x), x =
= x(t), ÔÏ

dy = y′t dt = y′x dx.

üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ:
514. y = x5;
515. y = tgx;
516. y = sin3 2x;
517. y = lnx;
518. y = ln (sin

√
x);

519. y = e−
1
cos x ;

520. y = 2−x2.
îÁÊÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x0:
521. y = x−4, x0 = −1;
522. y = x3 − 3x2 + 3x, x0 = 0;
523. y =

√
1 + x2, x0 = −3;

524. y = 1
x − 1

x2 , x0 = 2;
525. y = ln cosx, x0 =

π
4
;

526. y = e−2x, x0 = −12;
527. y =

√
x+ 1, x0 = 4;

528. y = arctg
√
4x− 1, x0 = 3.

§9. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×
9.1. ðÏÎÑÔÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x) ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÓÁÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÁÒÇÕÍÅÎ-
ÔÁ x. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÎÅÊ ÓÎÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÓÔÁ×ÉÔØ ×ÏÐÒÏÓ Ï
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ É ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.
îÁÚÏ×¾Í f ′(x) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x).
ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ

×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ) ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ
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×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÉÌÉ ÔÒÅÔØÅÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ× É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ

y′′, y′′′, y(4), y(5), . . . , y(n), . . .

(×ÍÅÓÔÏ y′′ É y′′′ ÉÎÏÇÄÁ ÐÉÛÕÔ y(2) É y(3)) ÉÌÉ

f ′′(x), f ′′′(x), f (4)(x), f (5)(x), . . . , f (n)(x), . . .

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
(n− 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ

y(n) =
(

y(n−1)
)′

.

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ× ÉÍÅÀÔ ÛÉÒÏËÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÆÉÚÉËÅ. åÓ-
ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏ
ÐÒÑÍÏÊ ÌÉÎÉÉ, ÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x) ÅÓÔØ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÏÞ-
ËÉ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ x, Á ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ
ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓËÏÒÅÎÉÀ Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ÔÏÞËÉ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = sin2 x.
òÅÛÅÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

y′ =
(

sin2 x
)′
= 2 sinx cosx = sin 2x.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.

y′′ = (y′)′ = (sin 2x)′ = 2 cos 2x.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x sinx.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ ÐÅÒ×ÕÀ, ×ÔÏÒÕÀ É ÔÒÅÔØÀ ÐÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′ = (x sinx)′ = sinx+ x cosx;

y′′ = (y′)′ = (sinx+ x cosx)′ = cosx+ cosx− x sinx = 2 cosx− x sinx;

y′′′ = (y′′)′ = (2 cosx− x sinx)′ = −2 sinx− (sinx+ x cosx) =

= −3 sinx− x cosx.

9.2. æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ n-È ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ y(n)(x), ÅÓÌÉ y(x) = xα, x > 0, α ¡ ÌÀÂÏÅ ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
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òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ, ÉÍÅÅÍ:

y′ = αxα−1, y(2) = (y′)′ =
(

αxα−1)′ = α(α− 1)xα−2,

y(3) = (y(2))′ =
(

α(α − 1)xα−2)′ = α(α− 1)(α− 2)xα−3, . . .

. . . , y(n) = α(α − 1)(α− 2) . . . (α − (n− 1))xα−n.

÷×ÅÄ¾Í ÐÏÎÑÔÉÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÁ É Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÁ ÞÉÓÌÁ.
æÁËÔÏÒÉÁÌ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

n! = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 3 · 2 · 1,
ÞÉÔÁÅÔÓÑ ¤ÜÎ ÆÁËÔÏÒÉÁÌ¥. îÁÐÒÉÍÅÒ, 7! = 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 5040. ðÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÁÇÁÀÔ 0! = 1. ÷ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÞÁÓÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
ÆÏÒÍÕÌÁ:

(n+ 1)! = (n+ 1) · n!.
ä×ÏÊÎÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÁÌ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

n!! = n · (n− 2) · (n− 4) · . . . , 0!! = 1,

ÞÉÔÁÅÔÓÑ ¤Ä×ÏÊÎÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÁÌ ÜÎ¥ ÉÌÉ ¤ÜÎ Ä×ÏÊÎÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÁÌ¥. ä×ÏÊÎÏÊ
ÆÁËÔÏÒÉÁÌ ÄÌÑ Þ¾ÔÎÙÈ É ÎÅÞ¾ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË:

(2n)!! = 2n · (2n− 2) · . . . · 4 · 2,
(2n+ 1)!! = (2n+ 1) · (2n− 1) · . . . · 3 · 1.

îÁÐÒÉÍÅÒ, 10!! = 10 · 8 · 6 · 4 · 2 = 3840, 7!! = 7 · 5 · 3 · 1 = 105.
ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ n-À ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y = 1

x .
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ n-Ê ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎË-

ÃÉÉ, ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ × ÐÒÉÍÅÒÅ 3. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ y = 1
x = x−1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

α = −1. ðÏÌÕÞÁÅÍ
(

1

x

)(n)

= (−1) · (−2) · (−3) · . . . · (−n) · x−1−n =
(−1)n · n!

xn+1
.

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ y = 1√
x
.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ n-Ê ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÎÁÊÄÅÎÎÕÀ × ÐÒÉÍÅÒÅ 3.
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ y = 1√

x
= x−

1
2 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, α = −12 . éÍÅÅÍ,

(

1√
x

)(n)

=

(

−1
2

)

·
(

−3
2

)

·
(

−5
2

)

· . . . ·
(

−2n− 1
2

)

· x− 12−n =

=
(−1)n · 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

(2x)n · √x
=
(−1)n · (2n− 1)!!
(2x)n · √x

.
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ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏ× ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ y = sinx É
y = cosx.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄ¾Í n-À ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y = sinx. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ, ÉÍÅÅÍ:

y′ = cosx = sin
(

x+
π

2

)

,

y(2) = (y′)
′
= (cosx)′ = − sinx = sin(x+ π) = sin

(

x+ 2 · π
2

)

,

y(3) =
(

y(2)
)′
= (− sinx)′ = − cosx = sin

(

x+ 3 · π
2

)

, . . .

. . . , y(n) = sin
(

x+ n · π
2

)

.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ sinx ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉ-
ÓÌÑÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(sinx)(n) = sin
(

x+ n · π
2

)

.

îÁÐÒÉÍÅÒ, (sinx)(10) = sin
(

x+ 10 · π
2

)

= sin(x+ 5π) = − sinx.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ n-Ê ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ cosx:

(cosx)(n) = cos
(

x+ n · π
2

)

.

9.3. æÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÌÑ n-Ê ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ
ÆÕÎËÃÉÊ

äÌÑ ÚÁÐÉÓÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉÃÁ ××ÅÄ¾Í ÐÏÎÑÔÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏ k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ (ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ n É k ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÌÉ ÎÕÌ¾Í, ÐÒÉÞ¾Í 0 6 k 6 n). éÔÁË, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
n É k ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ Ck

n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:

Ck
n =

n!

k! · (n− k)!
,

ÐÒÏÉÚÎÏÓÉÔÓÑ ¤ÃÜ ÉÚ ÜÎ ÐÏ ËÁ¥. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ Ck
n ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ n É k.

ðÒÉÍÅÒ 7. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ Á) C35 ; Â) C26 ; ×) C410.
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òÅÛÅÎÉÅ.

Á) C35 =
5!

3! · (5− 3)! =
3! · 4 · 5
3! · 2! =

4 · 5
1 · 2 = 10;

Â) C26 =
6!

2! · (6− 2)! =
4! · 5 · 6
2! · 4! =

5 · 6
1 · 2 = 15;

×) C410 =
10!

4! · (10− 4)! =
6! · 7 · 8 · 9 · 10
4! · 6! =

7 · 8 · 9 · 10
1 · 2 · 3 · 4 = 210.

ðÕÓÔØ y = u·v, ÇÄÅ u É v¡ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÉÍÅÀÝÉÅ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ:

y(n) = (uv)(n) = C0nu
(n)v + C1nu

(n−1)v′ + C2nu
(n−2)v′′ + . . .

. . .+ Ck
nu(n−k)v(k) + . . .+ Cn−1

n u′v(n−1) + Cn
nuv(n) =

= u(n)v + nu(n−1)v′ +
n(n− 1)
2!

u(n−2)v′′ + . . .

. . .+
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
u(n−k)v(k) + . . .+ nu′v(n−1) + uv(n).

æÏÒÍÕÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ × ÓÌÕÞÁÅ ¤ÐÒÏÓÔÙÈ¥ ÆÕÎËÃÉÊ u É v.
÷ ÓÌÕÞÁÑÈ n = 1, n = 2 É n = 3 ÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

y′ = (uv)′ = u′v + uv′; y′′ = (uv)′′ = u′′v + 2u′v′ + uv′′;

u′′′ = (uv)′′′ = u′′′v + 3u′′v′ + 3u′v′′ + uv′′′.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÞÁÓÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅ-

ÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×.

Ck
n = Cn−k

n .

ðÒÉÍÅÒ 8. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÑÔÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y = x5ex.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌÁÇÁÑ u = x5 É v = ex, ÎÁÈÏÄÉÍ:

u′ = 5x4, u′′ = 20x3, u′′′ = 60x2, u(4) = 120x, u(5) = 120,

v′ = v′′ = v′′′ = v(4) = v(5) = ex.

ôÅÐÅÒØ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ:

C05 =
5!

0! · (5− 0)! = 1, C15 =
5!

1! · (5− 1)! = 5, C25 =
5!

2! · (5− 2)! = 10,

C35 = C5−25 = C25 = 10, C45 = C5−15 = C15 = 5, C55 = C5−05 = C05 = 1.
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ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÞÉÓÌÁ × ÆÏÒÍÕÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÒÉ n = 5,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ

y(5) = (uv)(5) =

= C05u
(5)v + C15u

(5−1)v′ + C25u
(5−2)v′′ + C35u

(5−3)v′′′ + C45u
′v(5−1) + C55uv(5) =

= 1 · 120 · ex+5 · 120x · ex+10 · 60x2 · ex+10 · 20x3 · ex+5 · 5x4 · ex+1 ·x5 · ex =

= (120 + 600x+ 600x2 + 200x3 + 25x4 + x5)ex.

ðÒÉÍÅÒ 9. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ 55-À ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y = (x2 − 17) cos 3x.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌÁÇÁÑ u = cos 3x É v = x2 − 17, ÎÁÈÏÄÉÍ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 6):

u(n) = 3n cos
(

3x+ n
π

2

)

,

v′ = 2x, v′′ = 2, v′′′ = v(4) = v(5) = . . . = v(54) = v(55) = 0.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ v ×ÙÛÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ËÏ-
ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÆÕÎËÃÉÑÈ v, v′ É v′′:

C055 = 1, C155 = 55, C255 =
55 · 54
2!

= 1485.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÒÉ n = 55, ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ:

y(55) = (uv)(55) = C055u
(55)v + C155u

(54)v′ + C255u
(53)v′′ =

= 1 · 355 cos
(

3x+ 55 · π
2

)

· (x2 − 17) + 55 · 354 cos
(

3x+ 54 · π
2

)

· 2x+

+ 1485 · 353 cos
(

3x+ 53 · π
2

)

· 2 =

= 355(x2 − 17) sin(3x)− 110x · 354 cos(3x)− 2970 · 353 sin(3x).

9.4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ×ÙÓÛÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ. ôÏÇÄÁ Å¾ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dy ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

dy = f ′(x)dx

É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x).
äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d(dy) ÏÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ dy ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ

×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ d2y, ÔÏ ÅÓÔØ

d2y = f ′′(x)(dx)2.
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d(d2y) ÏÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ d2y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ d3y. ÷ÏÏÂÝÅ,
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d(dn−1y) ÏÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ dn−1y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁ-
ÌÏÍ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÉÌÉ n-Í ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ) ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
dny.
äÌÑ n-ÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ y(x) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ

dny = y(n)(x)(dx)n, n = 1, 2, 3, . . .

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

y(n)(x) =
dny

(dx)n
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÐÕÎËÔ 8.3) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÏÌØ-
ËÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ. ÷ÔÏÒÏÊ É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÜÔÉÍ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ.
ðÒÉÍÅÒ 10. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d3y ÆÕÎËÃÉÉ y = x4 − 3x2 + 4.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

y′(x) = 4x3 − 6x, y′′(x) = 12x2 − 6, y′′′(x) = 24x.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
d3y = y′′′(x)(dx)3 = 24x(dx)3.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ:
529. y = e−x2;
530. y = tgx;
531. y = arcsin x

2 ;

532. y =
√
1 + x2;

533. y = arctg 1x .
îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ:
534. y = arctg x

2 ;
535. y = xe−x;
536. y = x2 sinx;
537. y = x32x.

îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ:
538. y = ex;
539. y = lnx;
540. y = 3x;
541. y = xm, m ¡ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ;



88 çÌÁ×Á III. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ

542. y = sin 3x;
543. y = ln(1 + x);
544. y = 23x;
545. y = sin2 x;
546. y = cos2 x;
547. y = ln(2− 3x);
548. y = (4x+ 1)n;
549. y = x cosx, n = 10;
550. y = (x3 − 1)e5x, n = 37;
551. y = x2 sin x

3 , n = 73;

552. y = x2 lnx, n = 100.
îÁÊÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ:
553. y = ctgx;
554. y = cos2 x;
555. y = ln(2x− 3).

îÁÊÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ:
556. y = ex cosx;
557. y = x lnx.

îÁÊÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ:
558. y = sinx;
559. y = cosx;
560. y = e

x
2 .

§10. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ
10.1. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ

x = x(t), y = y(t)

ÏÄÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t, ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÙÅ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ x = x(t) É y = y(t)
ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ, ÐÒÉÞ¾Í x(t) 6= 0 ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ. ôÏÇÄÁ y ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÏÊ t, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ
y ÏÔ x ÚÁÄÁÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ.
ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ y ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

y′x(t) =
y′(t)

x′(t)
.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÄÅËÓ x Õ ÆÕÎËÃÉÉ y′ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ
y ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. åÓÌÉ ÉÎÄÅËÓ Õ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÕËÁÚÁÎ, ÔÏ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ x(t) É y(t) ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t, ÔÏ x′(t) É y′(t) ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ y′x(t) ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ:

x(t) = cos4 2t, y(t) = sin4 2t.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ x′(t) É y′(t):

x′(t) = 4 cos3 2t · (−2 sin 2t) = −8 cos3 2t sin 2t,
y′(t) = 4 sin3 2t · (2 cos 2t) = 8 sin3 2t cos 2t,

x′(t) 6= 0 ÐÒÉ t 6= π

4
k, k ∈ Z.

÷ ÔÏÞËÁÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ x′(t) 6= 0, ÉÍÅÅÍ

y′x(t) =
y′(t)

x′(t)
=
8 sin3 2t cos 2t

−8 cos3 2t sin 2t = −
tg3 2t

tg 2t
= − tg2 2t.

éÔÁË, y′x(t) = − tg2 2t.

10.2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

÷ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ y (ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ) ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏÊ x ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ:

y′′xx(t) = (y
′
x(t))

′
x =
(y′x(t))

′

x′(t)
;

y′′xx(t) =
y′′(t)x′(t)− x′′(t)y′(t)

(x′(t))3
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÄÅËÓ xx Õ ÆÕÎËÃÉÉ y′′ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÅÒ¾ÔÓÑ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ y ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. ôÁÍ, ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓ ÎÅ ÕËÁÚÁÎ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÁÑ ÉÝÅÔÓÑ ÐÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t.
ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ y′x(t) É y′′xx(t) ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ:

x(t) = 7(t− sin t), y(t) = 7(1− cos t).

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ x′(t) É y′(t):

x′(t) = 7(1− cos t), y′(t) = 7 sin t,

x′(t) 6= 0 ÐÒÉ t 6= 2πk, k ∈ Z.
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÷ ÔÏÞËÁÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ x′(t) 6= 0, ÉÍÅÅÍ

y′x(t) =
y′(t)

x′(t)
=

7 sin t

7(1− cos t) =
sin t

1− cos t =

=
2 sin t

2
cos t

2
(

cos2 t
2 + sin

2 t
2

)

−
(

cos2 t
2 − sin2 t

2

) =
2 sin t

2
cos t

2

2 sin2 t
2

=
cos t

2

sin t
2

= ctg
t

2
.

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ y′′xx(t) ÐÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ
(y′x(t))

′:

(y′x(t))
′
=

(

ctg
t

2

)′
= − 1

2 sin2 t
2

.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ y′′xx(t):

y′′xx(t) =
(y′x(t))

′

x′(t)
=
− 1
2 sin2 t

2

7(1− cos t) = −
1

28 sin4 t
2

.

éÔÁË, y′x(t) = ctg
t
2
, y′′xx(t) = − 1

28 sin4 t
2

.

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ y′′xx(t) ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ:

x(t) = ln(1− t), y(t) = (t+ 1)2.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

y′′xx(t) =
y′′(t)x′(t)− x′′(t)y′(t)

(x′(t))3
.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ x′(t), x′′(t), y′(t), y′′(t):

x′(t) = (ln(1− t))′ =
1

1− t
(1− t)′ = − 1

1− t
;

x′′(t) = (x′(t))
′
=

(

− 1

1− t

)′
= −

(

(1− t)−1
)′
= (1− t−2)(1− t)′ = − 1

(1− t)2
;

y′(t) =
(

(t+ 1)2
)′
= 2(t+ 1);

y′′(t) = (y′(t))
′
= (2(t+ 1))′ = 2.
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ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÆÏÒÍÕÌÕ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

y′′xx(t) =
2 ·
(

− 1
1−t

)

−
(

− 1
(1−t)2

)

· 2(t+ 1)
(

− 1
1−t

)3 =

=

(

2 · 1
1− t

− 1

(1− t)2
· 2(t+ 1)

)

· (1− t)3 =

= 2(1− t)2 − 2(1− t)(t+ 1) = 4t2 − 4t.

éÔÁË, y′′xx(t) = 4t
2 − 4t.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ y′x(t) É y′′xx(t) ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ:

561. x(t) = 3 cos t, y(t) = −2 sin t;

562. x(t) = t2, y(t) = t3

3 − t;

563. x(t) = e2t, y(t) = e3t;

564. x(t) = t2, y(t) = t3 + t;

565. x(t) = 4 cos3 t, y(t) = 4 sin3 t;

566. x(t) = 1−t
(t+1)2 , y(t) =

t(1−t)
(t+1)2 ;

567. x(t) = t
t3+1
, y(t) = t2

t3+1
.

§11. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÅÑ×ÎÏ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ F (x, y) = 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ F (x, f(x)) ≡ 0 ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ).
ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÑ×ÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

11.1. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ¡ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅÍ F (x, y) = 0, ÔÏ Å¾ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

d

dx
(F (x, f(x))) = 0.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ y′ ÆÕÎËÃÉÉ y, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÅÑ×ÎÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÅÍ x2 + 2xy − y2 = 4x.
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òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ y = f(x) ¡ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ

x2 + 2xf(x)− (f(x))2 ≡ 4x ÉÌÉ x2 + 2xf(x)− (f(x))2 − 4x ≡ 0
ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÔÏÖÄÅÓÔ×Å ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÒÕÅÍÙ, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

2x+ 2f(x) + 2xf ′(x)− 2f(x)f ′(x)− 4 ≡ 0,
ÏÔËÕÄÁ

f ′(x) =
f(x) + x− 2

f(x)− x
, f(x) 6= x.

éÔÁË, y′ = y+x−2
y−x .

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ y′ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x
2
3 + y

2
3 = 1.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÄÓÔÁ×É× × ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
y = f(x), ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

x
2
3 + (f(x))

2
3 ≡ 1,

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ËÏÔÏÒÏÅ, ÉÍÅÅÍ

2

3
x−

1
3 +
2

3
(f(x))−

1
3 f ′(x) ≡ 0.

ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ

f ′(x) = − 3

√

f(x)

x
, x 6= 0.

éÔÁË, y′ = − 3
√

y
x .

11.2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ y′ É y′′ ÆÕÎËÃÉÉ y, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
x2 + y2 = 5xy3.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ y = f(x) ¡ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎ-

ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

x2 + (f(x))2 ≡ 5x (f(x))3

ÐÏ x, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

2x+ 2f(x)f ′(x) ≡ 5 (f(x))3 + 15xf 2(x)f ′(x),

ÏÔËÕÄÁ

f ′(x) =
2x− 5f 3(x)

15xf 2(x)− 2f(x), ÅÓÌÉ 15xf 2(x)− 2f(x) 6= 0.
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äÁÌÅÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ
ÞÁÓÔÎÏÇÏ, ÉÍÅÅÍ

f ′′(x) = (f ′(x))
′
=

(

2x− 5f 3(x)
15xf 2(x)− 2f(x)

)′
=

=
(2x− 5f 3(x))′(15xf 2(x)− 2f(x))− (2x− 5f 3(x))(15xf 2(x)− 2f(x))′

(15xf 2(x)− 2f(x))2 =

=
(20f 3(x)− 75xf 4(x)− 60x2f(x) + 4x)f ′(x)− 4f(x) + 75f 5(x)

(15xf 2(x)− 2f(x))2 .

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f ′(x), ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f ′′(x) =
1500xf 6(x)− 120x3 + 150x2f 3(x)− 250f 5(x)

(15xf 2(x)− 2)3f 2(x) .

éÔÁË,

y′ =
2x− 5y3
15xy2 − 2y , y′′ =

1500xy6 − 120x3 + 150x2y3 − 250y5
(15xy − 2)3y2 .

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ y′ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:
568. x2 + y2 − xy = 0;
569. x2 + xy + y2 = 6;
570. x2 + y2 = a2;
571. y2 = 2px;

572. x2

a2 −
y2

b2 = 1;

573. x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 ;

574. ey − e−x + xy = 0;
575. ex sin y − e−y cosx = 0;
576. x = y + arctg y;

577. x2

a2 +
y2

b2 = 1;

578. x3 + y3 − 3axy = 0;
579. ctg y = xy;
580. exy − x2 + y3 = 0;
581. arctg y

x
= 1
2
ln(x2 + y2);

582. arctg y = x+ y;
583. x2 = y−x

x+2y
.

îÁÊÔÉ y′′ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:
584. x2 + y2 = a2;
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585. ax+ by − xy = c;

586. xmyn = 1;

587. x2 − y2 = a2;

588. (x− α)2 + (y − β)2 = R2;

589. arctg y = x+ y;

590. x2 + xy + y2 = a2.

§12. òÁÓËÒÙÔÉÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÅÊ. ðÒÁ×ÉÌÁ ìÏÐÉÔÁ-
ÌÑ

12.1. òÁÓËÒÙÔÉÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÅÊ ×ÉÄÁ 00. ðÅÒ×ÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏ-
ÐÉÔÁÌÑ

âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ f(x)
g(x) ÐÒÉ x → a ÅÓÔØ ÎÅ-

ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ 00 , ÅÓÌÉ

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0.

òÁÓËÒÙÔØ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ¡ ÚÎÁÞÉÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→a

f(x)
g(x)
, ÅÓÌÉ

ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÉÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÐÅÒ×ÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É g(x)

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÚÁ ÉÓ-
ËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÉ a. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ,

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 É g′(x) 6= 0

× ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÉ

a. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ lim
x→a

f ′(x)
g′(x)
(ËÏÎÅÞ-

ÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÐÒÅÄÅÌ lim
x→a

f(x)
g(x)
, ÐÒÉÞ¾Í ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á

ÆÏÒÍÕÌÁ

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. æÏÒÍÕÌÁ (ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ) ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ×ÅÒÎÏÊ É × ÓÌÕÞÁÅ,
ËÏÇÄÁ x→ a−, x→ a+, x→∞, x→ +∞ É x→ −∞.
ðÒÉÍÅÒ 1.

lim
x→4

x2 − 16
x2 − 5x+ 4 =

[

0

0

]

= lim
x→4

(x2 − 16)′
(x2 − 5x+ 4)′ = limx→4

2x

2x− 5 =
8

3
.
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ðÒÉÍÅÒ 2.

lim
x→0

ex − 1
x
=

[

0

0

]

= lim
x→0
(ex − 1)′

x′
= lim

x→0
ex

1
= lim

x→0
ex = 1.

ðÒÉÍÅÒ 3.

lim
x→0

ex − e−x

ln(e− x) + x− 1 =
[

0

0

]

= lim
x→0

(ex − e−x)′

(ln(e− x) + x− 1)′ =

= lim
x→0

ex + e−x

− 1
e−x
+ 1
=
1

1− 1
e

=
2e

e− 1 .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ f ′(x) É g′(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÅÍ ÖÅ ÔÒÅ-
ÂÏ×ÁÎÉÑÍ, ÞÔÏ É ÓÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É g(x), ÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ ÍÏÖÎÏ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÏ×ÔÏÒÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→a

f ′′(x)

g′′(x)
.

ðÒÉÍÅÒ 4.

lim
x→0
1− cosx

x2
=

[

0

0

]

= lim
x→0
(1− cosx)′
(x2)′

= lim
x→0
sinx

2x
=

=
1

2
lim
x→0
sinx

x
=

[

0

0

]

=
1

2
lim
x→0
(sinx)′

x′
=
1

2
lim
x→0
cosx

1
=
1

2
· 1 = 1

2
.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ lim
x→0

sinx
x = 1 É ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ.

ðÒÉÍÅÒ 5.

lim
x→0

x− sinx

x3
=

[

0

0

]

= lim
x→0
(x− sinx)′

(x3)′
= lim

x→0
1− cosx
3x2

=

[

0

0

]

=

= lim
x→0
(1− cosx)′
(3x2)′

= lim
x→0
sinx

6x
=
1

6
lim
x→0
sinx

x
=
1

6
· 1 = 1

6
.

12.2. òÁÓËÒÙÔÉÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÅÊ ×ÉÄÁ ∞∞. ÷ÔÏÒÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏ-
ÐÉÔÁÌÑ

âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ f(x)
g(x) ÐÒÉ x → a ÅÓÔØ ÎÅ-

ÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ ∞∞ , ÅÓÌÉ

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) =∞, +∞ ÉÌÉ −∞.
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óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ×ÔÏÒÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É g(x)
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÚÁ ÉÓ-
ËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÉ a. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ,

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) =∞ É g′(x) 6= 0

× ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÉ

a. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ lim
x→a

f ′(x)
g′(x) (ËÏÎÅÞ-

ÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÐÒÅÄÅÌ lim
x→a

f(x)
g(x)
, ÐÒÉÞ¾Í ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á

ÆÏÒÍÕÌÁ

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ ∞∞
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ 00 . úÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÏÔ-

ÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ 00 ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ
ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÅÊ.
ðÒÉÍÅÒ 6.

lim
x→∞

6x2 − 11
5x2 + 4

=
[∞
∞
]

= lim
x→∞

(6x2 − 11)′
(5x2 + 4)′

= lim
x→∞

12x

10x
=
12

10
=
6

5
.

ðÒÉÍÅÒ 7.

lim
x→+∞

lnx

x
=
[∞
∞
]

= lim
x→+∞

(lnx)′

x′
= lim

x→+∞
1/x

1
= lim

x→+∞
1

x
= 0.

ðÒÉÍÅÒ 8.

lim
x→+∞

x100

ex
=
[∞
∞
]

= lim
x→+∞

(

x100
)′

(ex)′
= lim

x→+∞
100 · x99

ex
=
[∞
∞
]

=

= lim
x→+∞

(

100 · x99
)′

(ex)′
= lim

x→+∞
100 · 99 · x98

ex
=
[∞
∞
]

=

= lim
x→+∞

100 · 99 · 98 · x97
ex

= . . . = lim
x→+∞

100!

ex
= 0.

12.3. òÁÓËÒÙÔÉÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÅÊ ×ÉÄÁ 0 · ∞ É ∞−∞

îÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ 0 ·∞ É∞−∞ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÑÍ
×ÉÄÁ 00 É

∞
∞ .

ðÒÉÍÅÒ 9. îÁÊÔÉ lim
x→0+

x lnx.
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òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ 0 · ∞. ôÁË ËÁË x lnx = lnx
1/x, ÔÏ

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ ∞∞ . ðÒÉÍÅÎÑÑ ×ÔÏÒÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ,
ÉÍÅÅÍ

lim
x→0+

x lnx = lim
x→0+

(lnx)′

(1/x)′
= lim

x→0+
1/x

−1/x2 = − limx→0+
x = 0.

ðÒÉÍÅÒ 10.

lim
x→0+

√
x lnx = [0 · ∞] = lim

x→0+
lnx

x−1/2
=
[∞
∞
]

= lim
x→0+

(lnx)′
(

x−1/2
)′ =

= lim
x→0+

1/x

(−1/2)x−3/2 = −2 limx→0+

√
x = 0.

ðÒÉÍÅÒ 11. îÁÊÔÉ lim
x→π

2

(

1
cosx − tg x

)

.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ ∞−∞. ôÁË ËÁË
1

cosx
− tg x =

1

cosx
− sinx

cosx
=
1− sinx

cosx
,

ÔÏ ÐÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÉ x→ π
2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ

0
0. ÷ÏÓÐÏÌØ-

ÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÐÅÒ×ÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ ìÏÐÉÔÁÌÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

lim
x→π

2

(

1

cosx
− tgx

)

= lim
x→π

2

1− sinx

cosx
= lim

x→π
2

− cosx
− sinx

= 0.

ðÒÉÍÅÒ 12.

lim
x→1

(

1

lnx
− 1

x− 1

)

= [∞−∞] = lim
x→1

x− 1− lnx

(x− 1) lnx
=

[

0

0

]

=

= lim
x→1

1− 1
x

lnx+ (x− 1) 1x
= lim

x→1
x− 1

x lnx+ x− 1 =
[

0

0

]

= lim
x→1

1

lnx+ 1 + 1
=
1

2
.

12.4. òÁÓËÒÙÔÉÅ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÅÊ ×ÉÄÁ 00, 1∞ É ∞0

îÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ 00, 1∞ É∞0 ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÆÕÎË-
ÃÉÊ ×ÉÄÁ y = f(x)g(x), ÅÓÌÉ ÐÒÉ x→ a ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ Ë 0, 1 É ∞, Á ÆÕÎËÃÉÑ g(x) ¡ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ë 0, ∞ É 0.
üÔÉ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á

f(x)g(x) = eg(x) ln f(x)

Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ 0 · ∞.
ðÒÉÍÅÒ 13. îÁÊÔÉ lim

x→0+
xx.
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òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ 00. ôÁË ËÁË xx = ex lnx, ÔÏ ×
ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ 0 · ∞, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÎÁ × ÐÒÉÍÅÒÅ 9. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

lim
x→0+

xx = lim
x→0+

ex ln x = e
lim

x→0+
x lnx
= e0 = 1.

ðÒÉÍÅÒ 14. îÁÊÔÉ lim
x→0

(

1 + x2
)

1
ex−1−x .

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ 1∞. ôÁË ËÁË
(

1 + x2
)

1
ex−1−x = e

ln(1+x2)
ex−1−x ,

ÔÏ × ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ 00. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÅÒ-
×ÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

lim
x→0
ln(1 + x2)

ex − 1− x
= lim

x→0
2x/(1 + x2)

ex − 1 =

= lim
x→0

2x

(ex − 1)(1 + x2)
= lim

x→0
2

ex(1 + x2) + (ex − 1)2x =
2

1
= 2.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

lim
x→0

(

1 + x2
)

1
ex−1−x = e

lim
x→0

ln(1+x2)
ex−1−x = e2.

ðÒÉÍÅÒ 15. îÁÊÔÉ lim
x→π

2

(tgx)2 cosx.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ ∞0. ôÁË ËÁË

(tg x)2 cosx = e2 cosx ln tg x = e
2 ln tg x
1/(cosx) ,

ÔÏ × ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ ∞∞ . ðÒÉÍÅÎÑÑ ×ÔÏ-
ÒÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ, ÉÍÅÅÍ

lim
x→π

2

2 ln tg x

1/(cosx)
= 2 lim

x→π
2

ln tg x

1/(cosx)
= 2 lim

x→π
2

1
tg x
· 1
cos2 x

− 1
cos2 x · (− sinx)

=

= 2 lim
x→π

2

sinx

tg x
= 2 lim

x→π
2

cosx = 0.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

lim
x→π

2

(tg x)2 cosx = e
lim

x→π
2

2 cosx ln tg x

= e0 = 1.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÅÒÅÊÄ¾Í Ë ÄÒÕÇÏÊ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 16. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ lim
x→0

(

1
x

)sinx
.
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òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ ∞0. ðÏÌÏÖÉÍ y(x) =
(

1
x

)sinx
É

ÐÒÏÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

ln y(x) = ln

(

1

x

)sinx

= sinx ln
1

x
= − sinx lnx.

ôÁË ËÁË x → 0, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔØ ×ÉÄÁ 0 · ∞. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ Å¾
Ë ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÏÓÔÉ ×ÉÄÁ ∞∞ , Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ×ÔÏÒÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ É
×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÅÒ×ÙÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ:

lim
x→0
ln y(x) = lim

x→0
(− sinx lnx) = − lim

x→0
lnx
1
sin x

=
[∞
∞
]

=

= − lim
x→0

1
x

− cosx
sin2 x

= lim
x→0
sin2 x

x cosx
=

[

0

0

]

= lim
x→0

(

1

cosx
· sinx

x
· sinx

)

=

= lim
x→0

1

cosx
· lim

x→0
sinx

x
· lim

x→0
sinx = 1 · 1 · 0 = 0.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

lim
x→0

y(x) = lim
x→0

eln y(x) = e
lim
x→0
ln y(x)

= e0 = 1.

éÔÁË, lim
x→0

(

1
x

)sinx
= 1.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌ:
591. lim

x→0
sin 7x
sin 3x ;

592. lim
x→π

sin 7x
tg 5x
;

593. lim
x→0

3x−sin 3x
x3 ;

594. lim
x→0

tg x−sinx
x−sinx ;

595. lim
x→π

4

tg x−1
sin 4x ;

596. lim
x→0

tg x−1+cos3x
ex−e−x ;

597. lim
x→0

ex−e−x−2x
sinx−x ;

598. lim
x→0

x−arctgx
x3 ;

599. lim
x→π

6

1−2 sinx
cos 3x ;

600. lim
x→1

x3−3x+2
x3−x2−x+1

;
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601. lim
x→0

tg x−x
x−sinx

;

602. lim
x→0

tg 2x−2x
x3
;

603. lim
x→0

e−3x−esinx

x ;

604. lim
x→+∞

x5

e3x ;

605. lim
x→+∞

lnx
x ;

606. lim
x→+∞

lnx
e2x ;

607. lim
x→0

ln sin 5x
ln sin 2x;

608. lim
x→∞

2x+1
x+sinx ;

609. lim
x→0+

tg x lnx;

610. lim
x→∞

3x+2 sin x
2

x+1 ;

611. lim
x→1+

lnx ln(x− 1);
612. lim

x→0+
xsinx;

613. lim
x→+∞

log2(1+x)
log3(1+2x)

;

614. lim
x→π

2

(π − 2x) tgx;

615. lim
x→1

x
1

x−1 ;

616. lim
x→∞

(

(x+ 3)e
1
x − x

)

;

617. lim
x→1

(

x
lnx − 1

lnx

)

;

618. lim
x→1

(

x
x−1 − 1

lnx

)

;

619. lim
x→0

(

1
x sinx − 1

x2

)

;

620. lim
x→0

ln(1−x)+x2

(1+x)5−1+x2
;

621. lim
x→0

e−x−1+x−x2

2

ex3−1 ;

622. lim
x→+∞

x
9
4

(

4
√

x3 + 1− 4
√

x3 − 1
)

;

623. lim
x→∞

(

x− x2 ln
(

1 + 1x
))

;

624. lim
x→∞

(

1 + x ln
(

1− 1x
))

;

625. lim
x→0

ex3−1−x3

sin6 2x
;

626. lim
x→0

ex−x3

6 −x2

2 −x−1
cosx+x2

2 −1
;

627. lim
x→0

2x−1−x ln 2
(1−x)10−1+10x;
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628. lim
x→0

(

1
x2
− ctg2 x

)

;

629. lim
x→0

sin2 x−ln2(1+x)

ex2−1 ;

630. lim
x→π

2

(sin 2x)cosx;

631. lim
x→0+

x
3

1+lnx ;

632. lim
x→+∞

(lnx)
1
x ;

633. lim
x→+∞

(

1 + 1
x

)lnx
;

634. lim
x→0+
(tg x)x;

635. lim
x→0

(

sinx
x

)ctg2 x
;

636. lim
x→0

(

tgx
x

)
1

x2 ;

637. lim
x→0

(

2
π arccosx

)
1
x ;

638. lim
x→π

6

(2 sinx)ctg 6x.



çìá÷á IV

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ

§13. ïÂÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ
13.1. þ¾ÔÎÏÓÔØ É ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔØ

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Þ¾ÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, ×ÚÑ-
ÔÏÇÏ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ −x ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) = f(−x).
þ¾ÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. çÒÁÆÉË Þ¾ÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ
ÏÒÄÉÎÁÔ (ÏÓÉ Oy, ÓÍ. ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÉÍÅÒÙ Þ¾ÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: y = x2, y =
3
√

x8, y = ln |x|, y = cosx.

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x,
×ÚÑÔÏÇÏ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ −x ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) = −f(−x).
çÒÁÆÉË ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

(ÓÍ. ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÉÍÅÒÙ ÎÅÞ¾ÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: y = x3, y =
3
√

x7, y = sinx, y = x
√
1 + x2,

y = tg x, y = arcsinx, y = arctgx.
ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÒÁÆÉËÏ× Þ¾ÔÎÙÈ É ÎÅÞ¾ÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ-

ÓÔÒÏÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁ×ÕÀ ×ÅÔ×Ø ÇÒÁÆÉËÁ ¡ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÎÕÌÅ×ÏÇÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ìÅ×ÁÑ ×ÅÔ×Ø ÄÏÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ ÄÌÑ Þ¾ÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÄÌÑ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ Þ¾ÔÎÙÈ ÉÌÉ Ä×ÕÈ ÎÅÞ¾ÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Þ¾ÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Þ¾ÔÎÏÊ É ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ
102
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ÆÕÎËÃÉÊ ¡ ÎÅÞ¾ÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.
âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÙÍÉ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÙÍÉ. ôÁËÏ×Ù,

ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÉ y = x2 − x, y = 3
√

x− 2, y = sin(2x− 1).

13.2. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ T 6= 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, ×ÚÑÔÏÇÏ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ,
ÚÎÁÞÅÎÉÑ x+ T É x− T ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) = f(x+ T ).

þÉÓÌÏ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÏ×. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ
nT ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÍ n 6= 0 ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÔÁË
ËÁË

f(x+ nT ) = f((x+ n− 1)T + T ) = f(x+ (n− 1)T ) = . . . = f(x).

éÎÏÇÄÁ ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ T > 0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-
ÀÝÅÅ ÄÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.
ðÒÉÍÅÒÙ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: y = sinx, y = ctgx, y = − sin3 x,

y = ln cosx. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ×ÓÑËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞ¾Í
Å¾ ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÓÌÕÖÉÔ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ × ÐÒÅÄÅ-

ÌÁÈ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÁ.
ðÒÉÍÅÒÙ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: y = x3, y = arcctgx, y = sin(x2+ 1).
æÕÎËÃÉÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ.

13.3. îÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ

îÕÌ¾Í ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x, ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ: f(x) = 0.
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äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÎÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
f(x) = 0. îÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÁÂÓÃÉÓÓÙ ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ
ÇÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÌÉÂÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ Å¾, ÌÉÂÏ
ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÜÔÏÊ ÏÓØÀ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÑ y = x3 − 3x ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÉ × ÔÏÞËÁÈ x1 = 0, x2 = −
√
3,

x3 =
√
3, Á ÆÕÎËÃÉÑ y = ln(x− 1) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ x = 2.

æÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÉÍÅÔØ ÎÕÌÅÊ. ôÁËÏ×Ù, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÉ y = 7x,
y = cosx− 2.

13.4. íÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(a; b), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1 É x2, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ, ÉÚ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x2 > x1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x2) > f(x1). æÕÎËÃÉÑ y = f(x)
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1
É x2, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ, ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x2 > x1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x2) < f(x1). éÎÔÅÒ×ÁÌ (a; b) ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ×ÚÑÔÙÍ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ.

éÔÁË, ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ (ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË), É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ
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ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ
(ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).

13.5. ðÏÎÑÔÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ÐÕÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË [α; β]
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÏÍÕ
y ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [α; β] ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b],
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x) = y. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [α; β] ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ
ËÁÖÄÏÍÕ y ÉÚ [α; β] ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x ÉÚ [a; b], ÄÌÑ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ f(x) = y. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) É
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ x = f−1(y).
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = 8x ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ y = log8 x,

Á ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = lnx ¡ ÆÕÎËÃÉÑ y = ex. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉËÉ ÐÒÑ-

ÍÏÊ É ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ
É ÔÒÅÔØÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏ×.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ Þ¾ÔÎÏÓÔØ Í ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔØ:
639. y = cosx+ x sinx;
640. y = x · 2−x;
641. y = (x− 2) 23 + (x+ 2) 23 ;
642. y = 2x sin2 x− 3x3;
643. y =

(

1
3

)x − 3x;
644. y = x

sinx
;

645. y = 5 log2(x+ 1);

646. y = x · 4−x2;



106 çÌÁ×Á IV. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ

647. y = log2
2−x
2+x
;

648. y = 3x+3−x

3x−3−x ;

649. y = 5−x2;

650. y = x2 − x;

651. y = x3 + x2.

îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÅÒÉÏÄ ÆÕÎËÃÉÉ:

652. y = sin 4x;

653. y = tg x
2 ;

654. y = sinx+ cos 2x;

655. y = cos2 3x;

656. y = sin 3x+ sin 2x;

657. y = | sinx|;
658. y = sin(3x+ 1);

659. y = sin4 x+ cos4 x;

660. y = sin2 x
3 ;

661. y =
∣

∣cos x
2

∣

∣.

§14. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ É ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ
14.1. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ x0, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ) É
ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÁÍÏÊ
ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÅÓÔØ

lim
x→x0

f(x) = f(x0) = f

(

lim
x→x0

x

)

.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 4f(x) = f(x) − f(x0)
ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ 4x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ
ÅÓÔØ

lim
4x→0

(f(x)− f(x0)) = lim4x→0
4y = 0.

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ.
éÔÁË, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ Å¾ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

ÔÁËÖÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÌÏÍÕ ÉÚ-
ÍÅÎÅÎÉÀ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÁÌÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.



§14. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ É ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ 107

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁ-
ÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÅÓÔØ ÓÐÌÏÛÎÁÑ ÌÉÎÉÑ ÂÅÚ ÓËÁÞËÏ× É
ÒÁÚÒÙ×Ï×.

14.2. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á

ôÏÞËÁ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 (× ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÅ x0 ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏ-
ÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ, Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ), ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ
× ÔÏÞËÅ x0.
ôÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á x0 ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ,

ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÌÅ×ÙÊ É ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÅÄÅÌÙ:

lim
x→x0−

f(x), lim
x→x0+

f(x).

ôÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÇÏ ÒÁÚÒÙ×Á, ÅÓÌÉ

lim
x→x0−

f(x) = lim
x→x0+

f(x), ( ÒÉÓÕÎËÉ Á) É Â) )

É ÔÏÞËÏÊ ÓËÁÞËÁ, ÅÓÌÉ

lim
x→x0−

f(x) 6= lim
x→x0+

f(x) ( ÒÉÓÕÎËÉ ×) ¡ Å) ).

ôÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á x0 ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏ-
ÄÁ, ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ
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ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏ×, ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏ× ÒÁ-
×ÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ (ÎÏ ÎÅ ×ÓÅ)
ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÊ ÒÁÚÒÙ× × ÔÏÞËÅ x0.
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ (ÉÌÉ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ) ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ×
ÔÏÞËÅ x0, ÐÏÌÁÇÁÑ f(x) = lim

x→x0−
f(x) = lim

x→x0+
f(x), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÓÔÁÎÅÔ

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ x0. åÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á x0 ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÏÞËÏÊ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÇÏ ÒÁÚÒÙ×Á, ÔÏ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x)
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ x0 ÎÅÌØÚÑ.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ É ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ sgnx.

òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ sgnx ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

sgnx =







1 ÐÒÉ x > 0,
0 ÐÒÉ x = 0,
−1 ÐÒÉ x > 0.
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îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ x < 0 É x > 0 ÆÕÎËÃÉÑ sgnx ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ. ÷ ÔÏÞËÅ x = 0
ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ. ôÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ-
×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÔÏÞËÁ ÓËÁÞËÁ), ÔÁË ËÁË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ (ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ
ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ) ÌÅ×ÙÊ É ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÅÄÅÌÙ ÆÕÎËÃÉÉ sgnx × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ

lim
x→0+

sgnx = 1, lim
x→0−

sgnx = −1, 1 6= −1.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ É ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ 1x .
òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ 1x ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ x < 0 É x > 0. ôÏÞËÁ

x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÔÁË ËÁË

lim
x→0+

1

x
= +∞, lim

x→0−
1

x
= −∞.

ðÒÉÍÅÒ 3. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = sinx
x .

òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ y = sinx
x
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ËÒÏÍÅ

ÔÏÞËÉ x = 0, × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ

lim
x→0−

sinx

x
= lim

x→0+
sinx

x
= 1 (ÐÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ),

ÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÊ ÒÁÚÒÙ×).

äÏÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ:

y =

{

sinx
x ÐÒÉ x 6= 0,
1 ÐÒÉ x = 0.
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ïÐÒÅÄÅÌ¾ÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ.
åÓÌÉ ÖÅ ÐÅÒÅÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

y =

{

sinx
x ÐÒÉ x 6= 0,
2 ÐÒÉ x = 0,

ÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÍ ÒÁÚ-
ÒÙ×ÏÍ), × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ×ÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = 1
1+21/x .

òÅÛÅÎÉÅ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞ-
ËÁ x = 0. üÔÁ ÔÏÞËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÔÏÞËÏÊ ÓËÁÞËÁ),
ÔÁË ËÁË ÐÒÅÄÅÌÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÔÏÞËÉ 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÎÏ ÎÅ
ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

lim
x→0−

1

1 + 21/x
= 1, lim

x→0+
1

1 + 21/x
= 0.

ðÒÉÍÅÒ 5. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = 21/x

21/x+1
.

òÅÛÅÎÉÅ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = 21/x

21/x+1
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÔÏÞËÁ x = 0. ÷ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÅÒÐÉÔ ÒÁÚÒÙ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÓËÁÞÏË),
ÔÁË ËÁË ÐÒÅÄÅÌÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÔÏÞËÉ 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÎÏ ÎÅ
ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

lim
x→0−

21/x

21/x + 1
= 0, lim

x→0+
21/x

21/x + 1
= lim

x→0+
1

1 + 1
21/x

= 1.
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ðÒÉÍÅÒ 6. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = x2

x2−1.

òÅÛÅÎÉÅ. ôÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y = x2

x2−1 ÓÌÕÖÁÔ ÔÏÞËÉ x = 1 É
x = −1, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ôÁË ËÁË

lim
x→1−

x2

x2 − 1 = −∞, lim
x→1+

x2

x2 − 1 = +∞,

lim
x→−1−

x2

x2 − 1 = +∞, lim
x→−1+

x2

x2 − 1 = −∞,

ÔÏ ÔÏÞËÉ x = 1 É x = −1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÙ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

ðÒÉÍÅÒ 7. æÕÎËÃÉÑ

f(x) =

{

0 ÐÒÉ x 6 0,
sin 1x ÐÒÉ x > 0

ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÎÅ¾ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÒÁ×ÙÊ ÐÒÅÄÅÌ:

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

sin
1

x
.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÅ×ÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ:

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

0 = 0.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ É ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ:
662. y = − 6x ;
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663. y = 2− |x|x ;
664. y = 1

1+21/x ;

665. y = x3−x2

2|x−1|;

666. y = tgx;

667. y = 4
4−x2
;

668. y = arctg 2
x+2 ;

669. y = 2
1

x−2 ;

670. y = 1− 2 1x ;
671. y = x3+x

2|x| ;

672. y = 4−x2

|4x−x3| .

§15. áÓÉÍÐÔÏÔÙ
15.1. ðÏÎÑÔÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ

ðÒÑÍÁÑ x = x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ
y = f(x), ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÒÅÄÅÌÏ× lim

x→x0+
f(x) ÉÌÉ lim

x→x0−
f(x) ÒÁ×ÅÎ +∞

ÉÌÉ −∞.

ðÒÑÍÁÑ y = kx + b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ
y = f(x) ÐÒÉ x→∞, ÅÓÌÉ lim

x→∞
(f(x)− (kx+ b)) = 0.

ðÒÉ k = 0 ÎÁËÌÏÎÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÐÒÉ x→ −∞ É ÐÒÉ x→ +∞.
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ðÒÑÍÁÑ y = kx + b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x)
ÐÒÉ x→ −∞, ÅÓÌÉ lim

x→−∞
(f(x)− (kx+ b)) = 0.

ðÒÑÍÁÑ y = kx + b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x)
ÐÒÉ x→ +∞, ÅÓÌÉ lim

x→+∞
(f(x)− (kx+ b)) = 0.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 4 + 1x .
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ:

lim
x→∞

(

4 +
1

x

)

= 4,

ÐÏÜÔÏÍÕ y = 4 ¡ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. äÁ-
ÌÅÅ, ÔÁË ËÁË

lim
x→0+

(

4 +
1

x

)

= +∞, lim
x→0−

(

4 +
1

x

)

= −∞,

ÔÏ x = 0 ¡ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ.
ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2−x.
òÅÛÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË

lim
x→+∞

2−x = 0. lim
x→−∞

2−x = +∞,

ÔÏ ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ (ÐÒÑÍÁÑ y = 0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ
ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ x→ +∞. ÷ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ.
ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2

1
x .

òÅÛÅÎÉÅ.

lim
x→∞
2
1
x = 1,

ÚÎÁÞÉÔ, y = 1 ¡ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = 2
1
x . ïÓØ

ÏÒÄÉÎÁÔ (ÐÒÑÍÁÑ x = 0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ, ÔÁË ËÁË

lim
x→0+

2
1
x = +∞,

(

lim
x→0−

2
1
x = 0

)

.
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ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = sinx
x
.

òÅÛÅÎÉÅ. ôÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÓÍ.
ÐÒÉÍÅÒ 3 §14), ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ. çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍ-
ÐÔÏÔÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ y = 0, ÔÁË ËÁË lim

x→∞
sinx

x = 0. îÁËÌÏÎÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ
ÎÅÔ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÓÉÍÐÔÏÔÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØ ÓÁÍ ÇÒÁÆÉË

ÆÕÎËÃÉÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
ÒÁÚ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØ ÓÁÍ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 4).

15.2. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ É ÎÁËÌÏÎÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ

çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ É ÎÁËÌÏÎÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÐÒÉ
x→∞ ÍÏÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ.
1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ lim

x→∞
f(x). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÍÕ ÞÉÓÌÕ b, ÔÏ y = b ¡ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ. åÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÌÉ ÒÁ×ÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÐÕÎËÔÕ.

2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ lim
x→∞

f(x)
x . åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÌÉ ÒÁ×ÅÎ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÎÅÔ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ

lim
x→∞

f(x)
x = k, ÔÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ÛÁÇÕ.

3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ lim
x→∞
(f(x)− kx). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÌÉ ÒÁ-

×ÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÎÅÔ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ
ÐÒÅÄÅÌ lim

x→∞
(f(x)− kx) = b, ÔÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÞÅÔ×¾ÒÔÏÍÕ ÛÁÇÕ.

4. úÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ: y = kx+ b.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÐÒÑÍÕÀ, Ñ×ÌÑ-
ÀÝÕÀÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÐÒÉ x → ∞, ÔÏ ÅÓÔØ É ÐÒÉ x → −∞ É ÐÒÉ x → +∞.
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îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÐÒÉ x→ −∞ É ÐÒÉ
x → +∞ ÉÌÉ ÉÍÅÔØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÕ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x → −∞ (x → +∞). áÌÇÏÒÉÔÍ
ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ ÐÒÅÖÎÉÍ, ÔÏÌØËÏ ÐÒÅÄÅÌÙ ÎÁÄÏ
ÉÓËÁÔØ ÎÅ ÐÒÉ x→∞, Á ÐÒÉ x→ −∞ É ÐÒÉ x→ +∞ (ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ).

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x+ 1x .

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = x+ 1x . ôÁË ËÁË

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(

x+
1

x

)

= −∞, lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(

x+
1

x

)

= +∞,

ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ.

îÁÊÄ¾Í ÎÁËÌÏÎÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ.

1. lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

(

x+ 1x
)

=∞.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ.
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2. lim
x→∞

f(x)
x = limx→∞

x+ 1x
x = limx→∞

(

1 + 1
x2

)

= 1 = k.

3. lim
x→∞
(f(x)− kx) = lim

x→∞

(

x+ 1x − x
)

= lim
x→∞

1
x = 0 = b.

4. ðÒÑÍÁÑ y = kx+ b = 1 · x+0 = x ÓÌÕÖÉÔ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ
ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3−6x2+3
2x2+5 .

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = x3−6x2+3
2x2+5 . ÷ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ. îÁÊ-

Ä¾Í ÎÁËÌÏÎÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ.

1. lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

x3−6x2+3
2x2+5

=∞.

2. lim
x→∞

f(x)
x = limx→∞

x3−6x2+3
x(2x2+5) = limx→∞

x3−6x2+3
2x3+5x =

1
2 = k.

3. lim
x→∞
(f(x)− kx) = lim

x→∞

(

x3−6x2+3
2x2+5 − 12x

)

= lim
x→∞

−12x2−5x+6
4x2+10 = −12

4 = −3 = b.

4. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ y = 1
2x− 3.

ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x2+2x−3
x
.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = x2+2x−3
x
. îÁÈÏÄÉÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ.

ôÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞ¾Í
y → +∞ ÐÒÉ x → 0− É y → −∞ ÐÒÉ x → 0+. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÁÑ
x = 0 ¡ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ.

îÁÈÏÄÉÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ:

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

x2 + 2x− 3
x

= lim
x→∞

(

x+ 2− 3
x

)

=∞,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ.
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îÁÈÏÄÉÍ ÎÁËÌÏÎÎÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ:

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞
x2 + 2x− 3

x2
= lim

x→∞

(

1 +
2

x
− 3

x2

)

= 1,

b = lim
x→∞
(f(x)− kx) = lim

x→∞

(

x2 + 2x− 3
x

− x

)

=

= lim
x→∞

2x− 3
x

= lim
x→∞

(

2− 3
x

)

= 2.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÁÑ y = x + 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ
ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ x→∞, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÐÒÉ x→ +∞, ÔÁË É ÐÒÉ x→ −∞.
ðÒÉÍÅÒ 8. îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = |x|(x−1)

x+1 .
òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÑÍÁÑ x = −1 ¡ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ. äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: x > 0 É x < 0.

ðÒÉ x > 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ y = x(x−1)
x+1 , ÐÏÜÔÏÍÕ

k = lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞
x(x− 1)
x(x+ 1)

= lim
x→+∞

x− 1
x+ 1

= 1.

b = lim
x→+∞

(y − kx) = lim
x→+∞

(

x(x− 1)
x+ 1

− x

)

=

= lim
x→+∞

x(x− 1)− x(x+ 1)

x+ 1
= lim

x→+∞
−2x
x+ 1

= −2.

úÎÁÞÉÔ, ÐÒÑÍÁÑ y = x − 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÐÒÁ×ÏÊ ×ÅÔ×É
ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ x→ +∞).
ðÒÉ x < 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ y = −x(x−1)

x+1 , ÐÏÜÔÏÍÕ

k = lim
x→−∞

y

x
= lim

x→−∞
−x(x− 1)
x(x+ 1)

= lim
x→−∞

−(x− 1)
x+ 1

= −1.

b = lim
x→−∞

(y − kx) = lim
x→−∞

(−x(x− 1)
x+ 1

+ x

)

=

= lim
x→−∞

−x(x− 1) + x(x+ 1)

x+ 1
= lim

x→−∞
2x

x+ 1
= 2.

úÎÁÞÉÔ, ÐÒÑÍÁÑ y = −x + 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÌÅ×ÏÊ ×ÅÔ×É
ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ x→ −∞).

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ:
673. y = 1− 4

x2 ;
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674. y = x2

x2+1
;

675. y = 2
|x| − 1;

676. y = 1−4x
1+2x;

677. y = x2+x
x ;

678. y = x2

x+1
;

679. y = x2−x−1
x ;

680. y = 3−5x
7x+4
;

681. y = x3

x2+1;

682. y = 4x−x3

x2+4
;

683. y = x3+x2−2
esinx ;

684. y = x− 2 arctgx;
685. y = arctg x

5−x ;

686. y =
√

x2 + 1−
√

x2 − 1;
687. y =

√
x2 + 1 +

√
x2 − 1;

688. y = x− 1√
x
;

689. y =
(

1− 2x
)2
;

690. y = 1
x2 − x;

691. y = x4+1
3x2+1;

692. y = x−4
2x+4;

693. y = x2

2−2x;

694. y = x2

x2−4;

695. y = x3

1−x2 .

§16. éÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ
ÆÕÎËÃÉÉ

16.1. üËÓÔÒÅÍÕÍÙ

ïËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÜÔÕ
ÔÏÞËÕ. ðÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÉ x0.
ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b].
æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ × ÔÏÞËÅ x0 ∈ [a; b], ÅÓÌÉ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x0, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ × [a; b] É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
f(x) < f(x0).
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æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ × ÔÏÞËÅ x0 ∈ [a; b], ÅÓÌÉ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x0, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ × [a; b] É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
f(x) > f(x0).

éÔÁË, ÔÏÞËÕ x0 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x),
ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ
ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ, É ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ
ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ.
äÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÝÉÊ ÔÅÒÍÉÎ

ÜËÓÔÒÅÍÕÍ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉÒÁÝÅÎÉÅ 4f(x) = f(x)−f(x0) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË. ïÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ×
ÔÏÞËÅ x0 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ, É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ × ÔÏÞËÅ x0 ¡ ÍÁËÓÉ-
ÍÕÍ.

16.2. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(a; b). ôÏÇÄÁ:
1) ÅÓÌÉ f ′(x) > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x)

ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ Î¾Í;
2) ÅÓÌÉ f ′(x) < 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x)

ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ Î¾Í;
3) ÅÓÌÉ f ′(x) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x)

ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ Î¾Í (ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ
(a; b).
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ
ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ (ÚÄÅÓØ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ) É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ (ÚÄÅÓØ
ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ).
ðÒÉÍÅÒ 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ É ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ

y = x2e−x.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′(x) = 2xe−x − x2e−x = e−x(2x− x2) = e−xx(2− x).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ y ′(x) É ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÏÊ ÎÁ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ:

−∞ < x < 0, y′(x) < 0, ÆÕÎËÃÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ;

0 < x < 2, y′(x) > 0, ÆÕÎËÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ;

0 < x < +∞, y′(x) < 0, ÆÕÎËÃÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞; 0) É (2;+∞) ÆÕÎËÃÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á ÎÁ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 2) ¡ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

16.3. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ
æÅÒÍÁ)

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ
æÅÒÍÁ.
åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x0 ÉÍÅÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, ÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x0)

ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁ-

ÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÉÂÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁ (ÌÅ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË), ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
(ÐÒÁ×ÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).
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ôÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁÚÙ×Á-
ÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ (ÉÎÏÇÄÁ ÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ). ôÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁ-
ÃÉÏÎÁÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ.
ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄ¾Í ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3 ÒÁ×ÎÁ

ÎÕÌÀ:
y′ = (x3)′ = 3x2 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3,
ÎÏ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, × ÔÏÞËÅ x = 0 ÎÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄ¾Í ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4 ÒÁ×ÎÁ

ÎÕÌÀ:
y′ = (x4)′ = 4x3 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4,
ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÏÞËÁ x = 0¡ ÔÏÞËÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).



122 çÌÁ×Á IV. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ
ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÎÏ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ. üÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÒÅÛÁÅÔÓÑ Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÐÒÉÚÎÁËÏ× ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.

16.4. ðÅÒ×ÙÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ-
ÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ×ËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ, É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÉ x0. ôÏÇÄÁ:
1) ÅÓÌÉ f ′(x) > 0 (ÚÎÁË ¤+¥) ÐÒÉ x < x0 É f ′(x) < 0 (ÚÎÁË ¤−¥) ÐÒÉ x > x0,

ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x0 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ;
2) ÅÓÌÉ f ′(x) < 0 (ÚÎÁË ¤−¥) ÐÒÉ x < x0 É f ′(x) > 0 (ÚÎÁË ¤+¥) ÐÒÉ x > x0,

ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) × ÔÏÞËÅ x0 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ;
3) ÅÓÌÉ f ′(x) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÔÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÅÔ.
äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0,

ÔÏ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÏÔÄÅÌÑÅÔ ÕÞÁÓÔÏË ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ×ÏÚÒÁ-

ÓÔÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÕÞÁÓÔËÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ, Á ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ¡
ÕÞÁÓÔÏË ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÏÔ ÕÞÁÓÔËÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ (ÅÓÌÉ
Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ).
ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3 − 3x.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ:

y′(x) = 3x2 − 3 = 3(x2 − 1) = 3(x− 1)(x+ 1).
òÅÛÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 3(x− 1)(x+ 1) = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ä×Å ÔÏÞËÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÜËÓ-
ÔÒÅÍÕÍÁ: x = 1, x = −1. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x = 1 (ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï)
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y′(x) ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Ó ¤−¥ ÎÁ ¤+¥, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÔÏÞËÅ x = 1
ÍÉÎÉÍÕÍ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x = −1 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y ′(x) ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË
Ó ¤+¥ ÎÁ ¤−¥, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÔÏÞËÅ x = −1 ÍÁËÓÉÍÕÍ. äÁÌÅÅ ÎÁÈÏÄÉÍ:
ymin = y(1) = −2, ymax = y(−1) = 2.



§16. éÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ 123

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3

3
− x4

4
.

òÅÛÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÙÅ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
y′(x) = 0. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′(x) = x2 − x3 = x2(1 − x). îÁÈÏÄÉÍ
ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: x = 0, x = 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×Á-
ÌÁÈ:

−∞ < x < 0, y′(x) > 0 ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ,

0 < x < 1, y′(x) > 0 ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ,

1 < x < +∞, y′(x) < 0 ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ.

ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ x = 0 (ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ
ÚÎÁË ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ x = 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÔÏÞËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ,
ÎÉ ÔÏÞËÏÊ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ x = 1 ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Ó ¤+¥ ÎÁ ¤−¥. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x = 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÏÞËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.
ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x− 3

√
x2.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ:

y′ =
(

x− x
2
3

)′
= 1− 2

3
x−

1
3 = 1− 2

3 3
√

x
=
3 3
√

x− 2
3 3
√

x
.

îÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′(x) = 0, 3 3
√

x− 2 = 0, 3
√

x =
2

3
, x =

(

2

3

)3

=
8

27
,

y′(x) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ËÏÇÄÁ 3 3
√

x = 0, x = 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ:

−∞ < x < 0, y′(x) > 0 ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ,

0 < x <
8

27
, y′(x) < 0 ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ,

8

27
< x < +∞, y′(x) > 0 ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, Á ÔÏÞËÁ
x = 8

27
¡ ÔÏÞËÏÊ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.

16.5. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÔÏÞÅË ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

éÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÍÏÖÎÏ
ÎÁÈÏÄÉÔØ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ.
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1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f ′(x).
2. îÁÊÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ

f ′(x) ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÂÉ-
×ÁÀÔ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÏÓØ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ).

3. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
(ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÕ). ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ É ÈÁÒÁËÔÅÒ ÜËÓÔÒÅ-
ÍÕÍÏ×.

4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÁÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.

ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ
ÆÕÎËÃÉÀ y = x3 − 9x2 + 24x.
òÅÛÅÎÉÅ. 1. éÍÅÅÍ y′(x) = 3x2 − 18x+ 24 = 3(x− 2)(x− 4).
2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÐÒÉ x = 2 É ÐÒÉ x = 4. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÁ ×ÓÀÄÕ, ÚÎÁÞÉÔ, ËÒÏÍÅ Ä×ÕÈ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÄÒÕÇÉÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ
ÔÏÞÅË ÎÅÔ.
3. úÎÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÔÁË, ËÁË

ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x = 2 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ

ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Ó ¤+¥ ÎÁ ¤−¥, ÚÎÁÞÉÔ x = 2 ¡ ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ
ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x = 4 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Ó ¤−¥ ÎÁ ¤+¥, ÚÎÁÞÉÔ x = 4 ¡
ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.
4. îÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÁÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ. ymax = y(2) = 20,

ymin = y(4) = 16. üÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ.
ðÒÉÍÅÒ 8. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ

ÆÕÎËÃÉÀ y = 1
x2+1 .

òÅÛÅÎÉÅ. 1. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = − 2x
(x2+1)2 .

2. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÒÏÄÁ: y′ = − 2x

(x2+1)2 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 0. äÒÕÇÉÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅÔ, ÔÁË
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ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x.
3. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y′ = − 2x

(x2+1)2 > 0 ÐÒÉ x < 0; y′ < 0 ÐÒÉ x > 0. ðÏÜÔÏ-

ÍÕ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−∞; 0) ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(0;+∞) ¡ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ. îÁ ÓÈÅÍÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ É
ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ. ôÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÏÞËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

4. îÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ: ymax = y(0) = 1.
ðÒÉÍÅÒ 9. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ

ÆÕÎËÃÉÀ y = 3
√

x2 − 1.
òÅÛÅÎÉÅ. 1. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = − 2x

3 3
√
(x2−1)2

.

2. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÒÏÄÁ: y′ = − 2x

3 3
√
(x2−1)2

= 0, ÏÔËÕÄÁ x = 0. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ËÏÇÄÁ

ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ x = −1 É ÐÒÉ x = 1. éÓÈÏÄÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ: x = −1, x = 0, x = 1.
3. òÉÓÕÅÍ ÓÈÅÍÕ É ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕ-

ÍÁ. éÍÅÅÍ: y′ > 0 ÐÒÉ x > 0, x 6= 1; y′ < 0 ÐÒÉ x < 0, x 6= −1. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−1) É (−1; 0) ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×Á-
ÌÁÈ (0; 1) É (1;+∞) ¡ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ÷ ÔÏÞËÅ x = 0 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ
ÍÉÎÉÍÕÍ, Á × ÔÏÞËÁÈ x = −1 É x = 1 ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÅÔ.

4. îÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ: ymin = y(0) = −1.
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16.6. ÷ÔÏÒÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ × ÄÁÎÎÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ x0 ËÏÎÅÞÎÕÀ
×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ f ′′(x0) < 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ
× ÔÏÞËÅ x0 ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ, Á ÅÓÌÉ f ′′(x0) < 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x)
ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ x0 ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ.
ðÒÉÍÅÒ 10. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÀ y = x3 − 9x2 + 24x.
òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ: y′ = 3x2−18x+24. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×

ÔÏÞËÁÈ x = 2 É x = 4. äÁÌÅÅ ÎÁÈÏÄÉÍ: y′′ = 6x− 18; y′′(2) = −6 < 0, y′′(4) =
= 6 > 0. úÎÁÞÉÔ, x = 2 ¡ ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, Á x = 4 ¡ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ
ÆÕÎËÃÉÉ (ÓÒ. Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÐÒÉÍÅÒÁ 7).
ðÒÉÍÅÒ 11. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÔÏÞËÁ x = 0 ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

ÆÕÎËÃÉÉ y = x2 cosx− x3.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′ = 2x cosx− x2 sinx− 3x2, y′(0) = 0.

îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′′ = 2 cosx− 4x sinx− x2 cosx− 6x, y′′(0) = 2 > 0.

ôÁË ËÁË × ÔÏÞËÅ x = 0 ÐÅÒ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Á ×ÔÏÒÁÑ ¡ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ
ÎÕÌÀ, ÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÅÝ¾, ÞÔÏ
×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x = 0 ¡ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.

16.7. ôÒÅÔÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ×ÙÓÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ)

ðÕÓÔØ n ¡ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅ-
ÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÐÏÒÑÄËÁ n− 1, Á × ÓÁÍÏÊ
ÔÏÞËÅ x0 ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÕÓÔØ × ÔÏÞËÅ x0 ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0.
ôÏÇÄÁ:
1) ÅÓÌÉ n ¡ Þ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓ-

ÔÒÅÍÕÍ × ÔÏÞËÅ x0, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÒÉ f (n)(x0) < 0 É ÍÉÎÉÍÕÍ ÐÒÉ
f (n)(x0) > 0;
2) ÅÓÌÉ n ¡ ÎÅÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

× ÔÏÞËÅ x0.
ðÒÉÍÅÒ 12. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÀ y = x3.
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òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ: y′(x) = 3x2, ÏÔÓÀÄÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÜËÓÔÒÅÍÕ-
ÍÁ ¡ x = 0 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2). äÁÌÅÅ,

y′′(x) = 6x, y′′(0) = 0; y′′′(x) = y′′′(0) = 6 > 0.

éÔÁË, ÐÅÒ×ÁÑ É ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÒÁ×ÎÙ ÎÕ-
ÌÀ, Á ÔÒÅÔØÑ ¡ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x = 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ
ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (3 ¡ ÎÅÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).
ðÒÉÍÅÒ 13. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÀ y = x4.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ: y′(x) = 4x3, ÏÔÓÀÄÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÜËÓÔÒÅÍÕ-

ÍÁ ¡ x = 0 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3). äÁÌÅÅ,

y′′(x) = 12x2, y′′(0) = 0; y′′′(x) = 24x, y′′′(0) = 0; y(4)(x) = y(4)(0) = 24 > 0.

ðÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ, ×ÔÏÒÁÑ É ÔÒÅÔØÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ
x = 0 ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á ÞÅÔ×¾ÒÔÁÑ ¡ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x = 0
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (4 ¡ Þ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). ôÁË ËÁË y(4)(0) > 0, ÔÏ
x = 0 ¡ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.
ðÒÉÍÅÒ 14. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÔÏÞËÁ x = 0 ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ

ÆÕÎËÃÉÉ

y = −x6

2
+ x2

(

ex4 − 1
)

.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′(x) = −3x5 + 2x
(

ex4 − 1
)

+ 4x5ex4, y′(0) = 0;

y′′(x) = −15x4 + 2
(

ex4 − 1
)

+ 28x4ex4 + 16x8ex4, y′′(0) = 0;

y′′′(x) = −60x3 + 120x3ex4 + 112x7ex4 + . . . , y′′′(0) = 0;

y(4)(x) = −180x2 + 360x2ex4 + . . . , y(4)(0) = 0;

y(5)(x) = −360x+ 720xex4 + . . . , y(5)(0) = 0;

y(6)(x) = −360 + 720ex4 + . . . , y(6)(0) = 360.

ôÁË ËÁË y(6)(0) = 360 > 0 É ÞÉÓÌÏ 6 Þ¾ÔÎÏÅ, ÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ
ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

16.8. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b]. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÜÔÏÍ
ÏÔÒÅÚËÅ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.
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îÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ÍÏÇÕÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ËÁË ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÁË É ÎÁ ÅÇÏ ËÏÎÃÁÈ. åÓÌÉ Ó×ÏÅÇÏ
ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÌÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ
ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.
îÁÈÏÄÉÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÎÅÐÒÅÒÙ×-

ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÕÄÏÂÎÏ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÅ.

1. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f ′(x).
2. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ f ′(x) = 0 ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É ÏÔÏÂÒÁÔØ ÉÚ
ÎÉÈ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b].

3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) × ÔÏÞËÁÈ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ×Ï ×ÔÏ-
ÒÏÍ ÐÕÎËÔÅ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ É ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÉÂÏÌØ-
ÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ: ÏÎÉ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ É
ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b].

ðÒÉÍÅÒ 15. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ y =
= x3 − 3x2 − 45x+ 225 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 6].
òÅÛÅÎÉÅ. 1. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = 3x2 − 6x− 45.
2. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y′ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x. îÁÊÄ¾Í ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ y ′ = 0,

ÐÏÌÕÞÉÍ:

3x2 − 6x− 45 = 0, x2 − 2x− 15 = 0, x = −3, x = 5.

ïÔÒÅÚËÕ [0; 6] ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÁ x = 5.
3. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÁÈ x = 0, x = 5, x = 6:

y(0) = 225, y(5) = 50, y(6) = 63.

îÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÉÚ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 225 (ÄÏÓÔÉ-
ÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ x = 0), Á ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ¡ ÞÉÓÌÏ 50 (ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ x = 5).
ðÒÉÍÅÒ 16. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ y =

= x3 − 2x|x− 2| ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 3].
òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ [0; 2] É [2; 3].
åÓÌÉ x ∈ [0; 2], ÔÏ |x − 2| = −(x − 2), É ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÚÁÐÉÓÁÎÁ × ×ÉÄÅ y = x3+ 2x2− 4x. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = 3x2+ 4x− 4.
ëÏÒÎÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 3x2+4x− 4 = 0 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ x = −2, x = 2

3 . ëÏÒÅÎØ

x = −2 /∈ [0; 2], Á ËÏÒÅÎØ x = 2
3 ∈ [0; 2]. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 2] ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ: y(0), y
(

2
3

)

É y(2).
åÓÌÉ x ∈ [2; 3], ÔÏ |x−2| = x−2, É ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ

× ×ÉÄÅ y = x3 − 2x2 + 4x. îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ:

y′ = 3x2 − 4x+ 4 = 3
(

x− 2
3

)2

+
8

3
> 0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x.
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ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ y = x3 − 2x2 + 4x ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [2; 3] É y′(x) > 0
ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (2; 3), ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [2; 3]. óÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [2; 3] ÅÓÔØ y(3), Á
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ¡ y(2).
ôÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ×Ó¾Í

ÏÔÒÅÚËÅ [0; 3]. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ:

y(0) = 0, y

(

2

3

)

= −40
27

, y(2) = 8, y(3) = 21.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 3] ÅÓÔØ
y(3) = 21, Á ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁ×ÎÏ y

(

2
3

)

= −4027.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ É ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ:

696. y = 2x− 1, [0; 1];
697. y = x2 − 6x+ 8, [1; 4];
698. y = 3x3 − 4x+ 8, [−1; 1];
699. y = 3x4 + 4x3 + 1, [0; 1];

700. y = 3x4 + 4x3 + 1, [−2; 1];
701. y = sinx+ 2x, [−π; π];

702. y = sin2 x,
[

π
4 ;
2π
3

]

;

703. y = sinx− x− x3

3 , [0; π];

704. y = 1
x + x, [0, 1; 10];

705. y = x
x−x2−1, [−2; 2];

706. y = x lnx− x,
[

1
e ; e
]

.

§17. éÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎË-
ÃÉÉ

17.1. ÷ÙÐÕËÌÏÓÔØ ××ÅÒÈ É ×ÎÉÚ

æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ × ÔÏÞËÅ x0, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Å¾ ÔÏÞÅË x ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎË-
ÃÉÉ × ÔÏÞËÅ M(x0; y0) ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ÇÒÁÆÉËÁ.
æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ × ÔÏÞËÅ x0, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ

ÔÏÞËÉ x0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Å¾ ÔÏÞÅË x ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ ×
ÔÏÞËÅ M(x0; y0) ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ ÇÒÁÆÉËÁ.
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åÓÌÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) ×ÓÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ
y = f(x) ÌÅÖÁÔ ×ÙÛÅ ÓÁÍÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ, ÔÏ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ ×Ù-
ÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ. åÓÌÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) ×ÓÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÇÒÁÆÉËÕ
ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÌÅÖÁÔ ÎÉÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ, ÔÏ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÏÇÄÁ, ÆÕÎËÃÉÀ y = f(x), ×ÙÐÕËÌÕÀ ××ÅÒÈ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

(a; b), ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÏÇÎÕÔÏÊ, Á ×ÙÐÕËÌÕÀ ×ÎÉÚ ¡ ×ÙÐÕËÌÏÊ (ÂÅÚ ÓÌÏ×Á ×ÎÉÚ)
ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b).
ðÏÎÑÔÉÅ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÑ

ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÇÒÁÆÉËÁ.
÷ÙÐÕËÌÁÑ ××ÅÒÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ

ÌÀÂÏÊ ÄÕÇÉ Å¾ ÇÒÁÆÉËÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÈÏÒÄÏÊ. ÷ÙÐÕËÌ-
ÁÑ ×ÎÉÚ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÌÀÂÏÊ ÄÕÇÉ
Å¾ ÇÒÁÆÉËÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÐÏÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÈÏÒÄÏÊ.

17.2. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

åÓÌÉ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′′(x) ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(a; b) É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b), ÔÏ:
1) ÐÒÉ f ′′(x) > 0 (ÚÎÁË ¤+¥) ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

(a; b);
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2) ÐÒÉ f ′′(x) < 0 (ÚÎÁË ¤−¥) ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(a; b).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ××ÅÒÈ É ×ÙÐÕË-

ÌÏÓÔÉ ×ÎÉÚ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ É ÒÅ-
ÛÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f ′′(x) < 0 É f ′′(x) > 0.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = (x2 − 4x+ 3)2.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 12

(

x2 − 4x+ 113
)

. òÅÛÁ-
ÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ > 0 É y′′ < 0. éÍÅÅÍ:

y′′ > 0 ÉÌÉ 12

(

x2 − 4x+ 11
3

)

> 0, ÏÔËÕÄÁ x < 2− 1√
3
, x > 2 +

1√
3
;

y′′ < 0 ÉÌÉ 12

(

x2 − 4x+ 11
3

)

< 0, ÏÔËÕÄÁ 2− 1√
3

< x < 2 +
1√
3
.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

−∞; 2− 1√
3

)

É
(

2 + 1√
3
; +∞

)

ÆÕÎËÃÉÑ ×Ù-

ÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(

2− 1√
3
; 2 + 1√

3

)

ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÍÅÓÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× f ′′(x) < 0 É f ′′(x) > 0 ÕÄÏÂÎÏ
×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f ′′(x) × ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ×ÚÑ× ÐÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ
ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ f ′′(x).
ôÏÞËÁ M0(x0; f(x0)) ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅ-

ÇÉÂÁ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x0, × ÐÒÅÄÅ-
ÌÁÈ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ M0 ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÎÙÅ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ.

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), ÉÍÅÀÝÉÊ ÐÅÒÅÇÉÂ ×
ÔÏÞËÅ M0(x0; f(x0)).

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = (x2 − 4x+ 3)2.
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×Ù-

ÐÕËÌÏÓÔÉ ××ÅÒÈ É ×ÎÉÚ. äÌÑ ÔÏÞÅË x = 2 − 1√
3
É x = 2 + 1√

3
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
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ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, × ÐÒÅÄÅÌÁÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÎÙÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅ-
ÎÉÑ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ
x = 2− 1√

3
É x = 2 + 1√

3
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

17.3. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ × ÔÏÞËÅ x0 ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ, ÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÜÔÏÊ
ÔÏÞËÅ ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.
ôÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.
ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3.
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3: y′′ = 6x.

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ É ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x = 0 ¡ ËÒÉ-
ÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ
ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3 (ÓÍ. ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ × ÐÒÉÍÅÒÅ 2 §16).
ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4.
òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4: y′′ = 12x2.

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ É ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x = 0 ¡ ËÒÉÔÉ-
ÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x = 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ
ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4 (ÓÍ. ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ × ÐÒÉÍÅÒÅ 3 §16).
éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ, Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ. üÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÒÅÛÁÅÔÓÑ Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÐÒÉÚÎÁËÏ× ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ.

17.4. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÔÏÞËÉ x0, ×ËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÜÔÏÊ
ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ f ′′(x) < 0 ÐÒÉ x < x0 É
f ′′(x) > 0 ÐÒÉ x > x0 ÉÌÉ f ′′(x) > 0 ÐÒÉ x < x0 É f ′′(x) < 0 ÐÒÉ x > x0, ÔÏ
ÔÏÞËÁ M0(x0; f(x0)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x).
ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3 − 3x2.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ: y′′(x) = 6x. éÚ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ 6x = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÕ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: x = 0. éÓÓÌÅ-
ÄÕÅÍ ÚÎÁË y′′(x) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. óÌÅ×Á ÏÔ ÔÏÞËÉ x = 0 ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
y′′(x) < 0 (×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ××ÅÒÈ), Á ÓÐÒÁ×Á ¡ y ′′(x) > 0
(×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ×ÎÉÚ), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞ-
ËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË × ÐÒÉÍÅÒÅ 4 §16).
ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x

1
3 .
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òÅÛÅÎÉÅ. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ,
Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ (0; 0) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÓØ Oy. ÷ÔÏÒÁÑ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = x
1
3 ÉÍÅÅÔ

ÐÅÒÅÇÉÂ × ÔÏÞËÅ (0; 0), ÔÁË ËÁË ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ y ′′(x) = 2
95/3
ÉÍÅÅÔ ÓÌÅ×Á

É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÔÏÞËÉ x = 0 ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ.

ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ
y = x2 +

3
√

x2.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄ¾Í ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ:

y′(x) = 2x+
2

3
x−

1
3 , y′′(x) = 2− 2

9
x−

4
3 = 2

(

1− 1

9x 3
√

x

)

;

y′′(x) = 0 ÐÒÉ x =
1√
27
É x = − 1√

27
;

y′′(x) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÉ x = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ××ÅÒÈ É ×ÎÉÚ:

−∞ < x < − 1√
27

, y′′(x) > 0, ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ;

− 1√
27

< x < 0, y′′(x) < 0, ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ;

0 < x <
1√
27

, y′′(x) < 0, ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ;

1√
27

< x < +∞, y′′(x) > 0, ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

−∞;− 1√
27

)

É
(

1√
27
; +∞

)

ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ

×ÎÉÚ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

− 1√
27
; 0
)

É
(

0; 1√
27

)

¡ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ.

÷ ÔÏÞËÁÈ x = − 1√
27
É x = 1√

27
×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÚÎÁÞÉÔ

ÜÔÉ ÔÏÞËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÏÞËÁ x = 0 ÎÅ
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Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ, ÔÁË ËÁË ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ
ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ (y′′(x) < 0 É ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÔÏÞËÉ x = 0).

17.5. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ (Ó ÐÏ-
ÍÏÝØÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ×ÙÓÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ)

ðÕÓÔØ n ¡ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅ-
ÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÐÏÒÑÄËÁ n− 1, Á × ÓÁÍÏÊ
ÔÏÞËÅ x0 ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÕÓÔØ × ÔÏÞËÅ x0 ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0.
ôÏÇÄÁ:
1) ÅÓÌÉ n¡ ÎÅÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÔÏÞËÁ x0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎË-

ÃÉÉ y = f(x);
2) ÅÓÌÉ n¡ Þ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÔÏÞËÁ x0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎË-

ÃÉÉ y = f(x).
ðÒÉÍÅÒ 8. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x3.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ: y′′(x) = 6x, ÏÔÓÀÄÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ¡

x = 0 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3). äÁÌÅÅ, y′′′(x) = y′′′(0) = 6 6= 0.
éÔÁË, ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Á ÔÒÅ-

ÔØÑ ¡ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ (3 ¡
ÎÅÞ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).
ðÒÉÍÅÒ 9. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = x4.
òÅÛÅÎÉÅ. îÁÈÏÄÉÍ: y′′(x) = 12x2, ÏÔÓÀÄÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ¡

x = 0 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 4). äÁÌÅÅ,

y′′′(x) = 24x, y′′′(0) = 0; y(4)(x) = y(4)(0) = 24 6= 0.
éÔÁË, ×ÔÏÒÁÑ É ÔÒÅÔØÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á

ÞÅÔ×¾ÒÔÁÑ ¡ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ
(4 ¡ Þ¾ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).

17.6. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ É ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ

áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×
×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ××ÅÒÈ É ×ÎÉÚ É ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏ× É ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ
ÐÅÒ×ÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ.

1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f ′′(x).
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2. îÁÊÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ
f ′′(x) ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÂÉ-
×ÁÀÔ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÏÓØ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ).

3. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁË ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÏÊ (ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÕ). ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌ-
ÏÓÔÉ É ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ.

4. îÁÊÔÉ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ.

ðÒÉÍÅÒ 10. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ
y = 3x4 − 8x3 + 6x2 + 12.
òÅÛÅÎÉÅ. 1. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ:

y′′(x) = 36x2 − 48x+ 12 = 36(x− 1)
(

x− 1
3

)

.

2. ÷ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ
x = 1 É ÐÒÉ x = 1

3. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ

ÒÏÄÁ: x = 1 É x = 1
3
.

3. úÎÁËÉ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁ ÉÎÔÅÒ-
×ÁÌÅ

(

−∞; 13
)

ÉÍÅÅÍ y′′(x) > 0, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(

1
3 ; 1
)

ÉÍÅÅÍ y′′(x) < 0, ÎÁ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (1;+∞) ÉÍÅÅÍ y′′(x) > 0.
æÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

(

1
3; 1
)

É ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×Á-

ÌÁÈ
(

−∞; 13
)

É (1;+∞). ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ x = 1
3 É x = 1 ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ

×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ x = 1
3
É x = 1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
4. îÁÈÏÄÉÍ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ: y

(

1
3

)

= 121127, y(1) = 13.
ðÒÉÍÅÒ 11. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ

y = 1
x2+1.

òÅÛÅÎÉÅ. 1. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 2(3x2−1)
x2+1)3 .

2. ÷ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x, ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ
ÐÒÉ x = − 1√

3
É x = 1√

3
. îÁÊÄÅÎÎÙÊ ÔÏÞËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ

×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

3. òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ > 0 É y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ 2(3x
2−1)

x2+1)3 > 0,

ÏÔËÕÄÁ x < − 1√
3
, x > 1√

3
; y′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ − 1√

3
< x < 1√

3
. òÉÓÕÅÍ ÓÈÅÍÕ.
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îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

−∞;− 1√
3

)

É
(

1√
3
; +∞

)

ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ, Á ÎÁ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌÅ
(

− 1√
3
; 1√
3

)

¡ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ. ÷ ÔÏÞËÁÈ x = − 1√
3
É x = 1√

3
ÆÕÎËÃÉÑ

ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂÙ.

4. îÁÈÏÄÉÍ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ: y
(

− 1√
3

)

= 3
4 É y

(

1√
3

)

= 3
4 .

ðÒÉÍÅÒ 12. îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ
y = 3
√

x2 − 1.
òÅÛÅÎÉÅ. 1. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = −29 · x2+3

(x2−1)5/3 .

2. ÷ ÔÏÞËÁÈ x = −1 É x = 1 ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÚÎÁÍÅ-
ÎÁÔÅÌØ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ). õÞÉÔÙ×ÁÑ ÅÝ¾, ÞÔÏ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ×ÔÏÒÁÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÎÕÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ, ÄÅÌÁÅÍ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞ-
ËÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ: x = −1 É x = 1.
3. òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ > 0 É y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ −2

9
· x2+3
(x2−1)5/3 > 0,

ÏÔËÕÄÁ −1 < x < 1; y′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ x < −1, x > 1. òÉÓÕÅÍ ÓÈÅÍÕ.

îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−1) É (1;+∞) ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ-
×ÁÌÅ (−1; 1) ¡ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ. ôÏÞËÉ x = −1 É x = 1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ
ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎËÃÉÉ.
4. îÁÈÏÄÉÍ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ: y(−1) = 0 É y(1) = 0.

§18. ðÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Å¾
ÇÒÁÆÉËÁ

ðÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Å¾ ÇÒÁÆÉËÁ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ
ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÅ.

1. îÁÊÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ.
2. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ.
3. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ Þ¾ÔÎÏÓÔØ É ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔØ.
4. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ.

5. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ É ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÚÒÙ×Á; ÉÓ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ; ÎÁÊÔÉ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ.
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6. îÁÊÔÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ É ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅ-
ÍÕÍÁ.

7. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÊÔÉ ÔÏÞ-
ËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ.

8. éÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÓÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÒÏÇÏ
ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑ ÐÒÉ×ÅÄ¾ÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÉÓ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ

y = x(x+ 1)(x− 1).
òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ.
2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
3. æÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
4. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓØÀ Ox: x = 0, x = 1, x = −1.

ó ÏÓØÀ Oy ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ y = 0.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ. òÅÛÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

x(x + 1)(x− 1) > 0. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×:
(−1; 0) É (1;+∞). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−1; 0) É (1;+∞) É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−1) É
(0; 1) (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ).
5. ôÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÅÔ.
ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

lim
x→+∞

x(x+ 1)(x− 1) = +∞, lim
x→−∞

x(x+ 1)(x− 1) = −∞.

îÁÊÄ¾Í ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ:

k = lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞
(x+ 1)(x− 1) =∞.

úÎÁÞÉÔ, ÎÁËÌÏÎÎÙÈ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ. ÷ÅÒ-
ÔÉËÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÔÏÖÅ ÎÅÔ, ÔÁË ËÁË ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á É ÆÕÎË-
ÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ.
6. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = 3x2−1. òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′ > 0 É y′ < 0.

éÍÅÅÍ: y′ > 0 ÉÌÉ 3x2 − 1 > 0, ÏÔËÕÄÁ x < − 1√
3
, x > 1√

3
; y′ < 0, ÏÔËÕÄÁ

− 1√
3

< x < 1√
3
. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ

(

−∞;− 1√
3

)

É
(

1√
3
; +∞

)

ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(

− 1√
3
; 1√
3

)

¡ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ

ÕÂÙ×ÁÅÔ.
ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏ-

ÄÁ: y′ = 3x2 − 1, ÏÔËÕÄÁ x = 1√
3
, x = − 1√

3
. òÉÓÕÅÍ ÓÈÅÍÕ (ÒÉÓ. Á)), ÉÚ ËÏ-

ÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = − 1√
3
ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ, Á × ÔÏÞËÅ
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x = 1√
3
¡ ÍÉÎÉÍÕÍ. îÁÈÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ:

ÅÓÌÉ xmax = − 1√
3
, ÔÏ ymax =

2
3
√
3
; ÅÓÌÉ xmin =

1√
3
, ÔÏ ymin = − 2

3
√
3
.

7. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 6x. òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ > 0 É
y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ 6x > 0, ÏÔËÕÄÁ x > 0; y′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ x < 0.
ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÊÄ¾Í ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÔÏ-

ÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: y′′ = 6x = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 0. òÉÓÕÅÍ ÓÈÅÍÕ (ÒÉÓ. Â)), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ (ÜÔÏ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ). îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−∞; 0) ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ, Á ÎÁ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0;+∞) ¡ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ. îÁÈÏÄÉÍ ÏÒÄÉÎÁÔÕ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ:
yÐÅÒ = 0.
8. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÒÉÓ. ×). ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
y = (x2 + 1)(x− 1).
òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ.
2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
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3. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
4. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓØÀ Ox × ÔÏËÅ (1; 0) É ÏÄÎÕ

ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓØÀ Oy × ÔÏÞËÅ (0;−1).
æÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÐÒÉ x > 1 É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÐÒÉ x < 1.
5. ôÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÅÔ.
ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

lim
x→+∞

(x2 + 1)(x− 1) = +∞, lim
x→−∞

(x2 + 1)(x− 1) = −∞.

îÁÊÄ¾Í ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ:

k = lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞
(x2 + 1)(x− 1)

x
=∞.

úÎÁÞÉÔ, ÎÁËÌÏÎÎÙÈ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ. îÅÔ
É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ (ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ É ÎÅÔ
ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á).
6. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = 3x2 − 2x + 1. îÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ y′ =

= 3x2 − 2x + 1 > 0, ÚÎÁÞÉÔ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. üËÓÔÒÅÍÕÍÏ×
ÎÅÔ.
7. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 6x−2. òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ > 0

É y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ 6x− 2 > 0, ÏÔËÕÄÁ x > 1
3; y

′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ x < 1
3 .

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ
×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: y′′ = 6x − 2 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 1

3
. éÚ ÓÈÅÍÙ (ÒÉÓ. Á)) ÓÌÅÄÕÅÔ,

ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = 1
3 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ. îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

(

−∞; 13
)

ÆÕÎËÃÉÑ

×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(

1
3
;∞
)

¡ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ. îÁÊÄ¾Í ÏÒÄÉÎÁÔÕ

ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ: yÐÅÒ = −2027.
8. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÒÉÓ. Â).
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ

y = 2x
x2+1.
òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ.
2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
3. æÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
4. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ¡ ÔÏÞËÕ

(0; 0).
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æÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0;+∞) É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ-
×ÁÌÅ (−∞; 0).
5. ôÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÅÔ.
ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

lim
x→+∞

2x

x2 + 1
= 0, lim

x→−∞
2x

x2 + 1
= 0.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ y = 0. ÷ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ
ÁÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ.
6. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = −2x2+2

(x2+1)2 . òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′ > 0 É y′ < 0.

éÍÅÅÍ: y′ > 0 ÉÌÉ −2x
2+2

(x2+1)2 > 0, ÏÔËÕÄÁ −1 < x < 1, y′ < 0, ÏÔËÕÄÁ x < −1, x >

> 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−1) É (1;+∞) ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ
ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−1; 1) ¡ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.
ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏ-

ÄÁ: y′ = −2x2+2
(x2+1)2 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = −1, x = 1. éÚ ÓÈÅÍÙ (ÒÉÓ. Á)) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

× ÔÏÞËÅ x = −1 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍ, Á × ÔÏÞËÅ x = 1 ¡ ÍÁËÓÉÍÕÍ.
îÁÊÄ¾Í ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË: ÅÓÌÉ x = −1, ÔÏ ymin = −1; ÅÓÌÉ
x = 1, ÔÏ ymax = 1.

7. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 4x3−12x
(x2+1)3 . òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ >

> 0 É y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ 4x
3−12x
(x2+1)3 > 0, ÏÔËÕÄÁ −

√
3 < x < 0, x >

√
3;

y′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ 0 < x <
√
3, x < −

√
3.



§18. ðÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Å¾ ÇÒÁÆÉËÁ 141

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ
×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: y′′ = 4x3−12x

(x2+1)3 = 0, ÏÔËÕÄÁ x = 0, x = −
√
3, x =

√
3. éÚ ÓÈÅÍÙ

(ÒÉÓ. Â)) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÁÈ x = 0, x = −
√
3, x =

√
3 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ

ÐÅÒÅÇÉÂÙ. îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

−
√
3; 0
)

É
(√
3;+∞

)

ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ, Á

ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

−∞;−
√
3
)

É
(

0;
√
3
)

¡ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ. îÁÊÄ¾Í ÏÒÄÉÎÁÔÙ

ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ: ÅÓÌÉ x = 0, ÔÏ yÐÅÒ = 0; x = −
√
3, ÔÏ yÐÅÒ = −

√
3
2 ; x =

√
3, ÔÏ

yÐÅÒ =
√
3
2 .

8. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÒÉÓ. ×).

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
y = x

x2−4.
òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞÅË

x = 2 É x = −2.
2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
3. æÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
4. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ¡ ÔÏÞËÕ

(0; 0).
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äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÒÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï y > 0
ÉÌÉ x

x2−4 > 0, ÏÔËÕÄÁ −2 < x < 0 É x > 2. æÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ-
×ÁÌÁÈ (−2; 0) É (2;+∞) É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ (× ÓÉÌÕ ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔÉ) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(−∞;−2) É (0; 2).
5. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á ¡ x = 2 É x = −2.
ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

lim
x→−∞

=
x

x2 − 4 = 0, lim
x→+∞

=
x

x2 − 4 = 0,

lim
x→−2−

=
x

x2 − 4 = −∞, lim
x→−2+

=
x

x2 − 4 = +∞,

lim
x→2−

=
x

x2 − 4 = −∞, lim
x→2+

=
x

x2 − 4 = +∞.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÁÈ x = 2 É x = −2 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÙ×Ù
×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. ðÒÑÍÙÅ x = 2 É x = −2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÁÓÉÍÐÔÏ-
ÔÁÍÉ, ÐÒÑÍÁÑ y = 0 ¡ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ.
6. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = − x2+4

(x2−4)2 . ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ

ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞÅË x = 2 É x = −2, ÇÄÅ ÏÎÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (× ÜÔÉÈ
ÔÏÞËÁÈ É ÓÁÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ Î ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ). æÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ×ÓÀÄÕ,
ÇÄÅ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

7. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 2x(x2+12)
(x2−4)3 . òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y′′ >

> 0 É y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ 2x(x
2+12)

(x2−4)3 > 0, ÏÔËÕÄÁ −2 < x < 0, x > 2;

y′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ x < −2, 0 < x < 2.
ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ

×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: x = 0. éÚ ÓÈÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅ-
ÒÅÇÉÂ (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ É ÉÚ ÎÅÞ¾ÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ). îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−2; 0)
É (2;+∞) ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−2) É (0; 2) ¡ ×Ù-
ÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ. îÁÊÄ¾Í ÏÒÄÉÎÁÔÕ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ: yÐÅÒ = 0.

8. ðÏÌÅÚÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÜÓËÉÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ. ôÁË ËÁË y = x
(x−2)(x+2) ,

ÔÏ ÐÒÉ x → 0 ÉÍÅÅÍ y ∼ −4x; ÐÒÉ x → 2 ÐÏÌÕÞÉÍ y ∼ 1
2 · 1x−2; ÐÒÉ x → −2

ÎÁÈÏÄÉÍ y ∼ 1
2
· 1

x+2
; ÐÒÉ x→∞ ÉÍÅÅÍ y ∼ 1

x
→ 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÎÙÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ x = 0, ×
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á É ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î
ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.
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ðÒÉÍÅÒ 5. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
y = x3

2(x+1)2
.

òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ
x = −1.
2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
3. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
4. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ¡ ÔÏÞËÕ

(0; 0).
æÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÐÒÉ x > 0 É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÐÒÉ x < 0.
5. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÙ× × ÔÏÞËÅ x = −1.
ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

lim
x→−∞

=
x3

2(x+ 1)2
= −∞, lim

x→+∞
=

x3

2(x+ 1)2
= +∞,

lim
x→−1−

=
x3

2(x+ 1)2
= −∞, lim

x→−1+
=

x3

2(x+ 1)2
= −∞.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = −1 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.
ðÒÑÍÙÅ x = −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ.
îÁÊÄ¾Í ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ:

k = lim
x→∞

yx = lim
x→∞

x3

2x(x+ 1)2
=
1

2
,

b = lim
x→∞
(y − kx) = lim

x→∞

(

x3

2(x+ 1)2
− 1
2
x

)

= −1.
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õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁËÌÏÎÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ: y = 1
2
x− 1.

6. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = x2(x+3)
2(x+1)3

. òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: y′ > 0 É y′ < 0.

éÍÅÅÍ: y′ > 0 ÉÌÉ x2(x+3)
2(x+1)3 > 0, ÏÔËÕÄÁ x < −3, −1 < x < 0, x > 0; y′ < 0,

ÏÔËÕÄÁ −3 < x < −1. îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−3), (−1; 0) É (0;+∞) ÆÕÎËÃÉÑ
ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−3;−1) ¡ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ.
ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏ-

ÄÁ: x = 0, x = −3. éÚ ÓÈÅÍÙ (ÒÉÓ. Á)) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = −3 ÆÕÎËÃÉÑ
ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ, Á × ÔÏÞËÅ x = 0 ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÅÔ. îÁÊÄ¾Í ÏÒÄÉÎÁÔÕ ÔÏÞËÉ
ÍÁËÓÉÍÕÍÁ: ymax = −338.

7. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 3x
(x+1)4 . ÷ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0;+∞) É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−1) É
(−1; 0). ëÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ¡ x = 0. éÚ ÓÈÅÍÙ (ÒÉÓ. Â)) ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = 0 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ. îÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (−∞;−1)
É (−1; 0) ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0;+∞) ¡ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ.
ïÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ yÐÅÒ = 0.

8. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÒÉÓ. ×).
ðÒÉÍÅÒ 6. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ

y = e
1

x−1 .
òÅÛÅÎÉÅ. 1. ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¡ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ

x = 1.
2. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.
3. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
4. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ. ïÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ,

ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ x = 1. æÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÏÓØÀ Oy × ÔÏÞËÅ
(

0; 1
e

)

.
5. æÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÙ× × ÔÏÞËÅ x = 1.
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ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

lim
x→−∞

= e
1

x−1 = 1, lim
x→+∞

= e
1

x−1 = 1,

lim
x→1−

= e
1

x−1 = 0, lim
x→1+

= e
1

x−1 = +∞.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ x = 1 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.
ðÒÑÍÁÑ x = 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ, ÐÒÑÍÁÑ y = 1 ¡ ÇÏÒÉÚÏÎ-
ÔÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ.
6. îÁÊÄ¾Í ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′ = − 1

(x−1)2e
1

x−1 . ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ

×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ x = 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ
ÕÂÙ×ÁÅÔ ×ÓÀÄÕ, ÇÄÅ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

7. îÁÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ: y′′ = 2x−1
(x−1)4e

1
x−1 . òÅÛÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

y′′ > 0 É y′′ < 0. éÍÅÅÍ: y′′ > 0 ÉÌÉ 2x−1
(x−1)4e

1
x−1 > 0, ÏÔËÕÄÁ x > 1

2, x 6= 1;
y′′ < 0, ÏÔËÕÄÁ x < 1

2.

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÎÕÌÀ, ÎÁÊÄ¾Í ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÔÏ-
ÒÏÇÏ ÒÏÄÁ: x = 1

2. éÚ ÓÈÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ
(

1
2 ; 1
)

É (1;+∞)
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ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ ×ÎÉÚ, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(

−∞; 1
2

)

¡ ×ÙÐÕËÌÁ ××ÅÒÈ. ôÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÔÏÞËÅ x = 1
2 ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ. ïÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ

yÐÅÒ = e−2 ≈ 0, 135.
8. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖ¾Î ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÌÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ:
707. y = x3 − 3x;
708. y = x3

3 − x2 − 3x;
709. y = x3 + 6x2 + 9x;

710. y = x3

3 + x2;

711. y = 1 + 2x2 − x4

4 ;

712. y = x4

4 + x3;

713. y = x4

4 − x3

3 ;

714. y = x4

4 − 2x2;
715. y = 3x5 − 5x3;
716. y = x5

5
− x4 + x3;

717. y = (x2 − 1)3;
718. y = 32x2(x2 − 1)3;
719. y = x+ 2

√
−x;

720. y = x
√
1− x;

721. y = 6
√

x
x+2 ;

722. y =
√

x2 + 1 +
√

x2 − 1;
723. y =

√
x2 − 1−

√
x2 + 1;

724. y =
3
√

x2 − 1;
725. y = 1− 3

√

(x− 4)2;
726. y = 2x− 3 3

√
x2;
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727. y = 1 + 3
√

(x− 1)2;
728. y = (x− 2) 23 − (x+ 2) 23 ;
729. y = (x− 2) 23 + (x+ 2) 23 ;
730. y = x

2
3 (1− x);

731. y = x(x− 1) 23 ;
732. y = x

1−x2
;

733. y = x
x2−4;

734. y = x
x2+1;

735. y = 2x−1
(x−1)2 ;

736. y = 3−2x
(x−2)2 ;

737. y = x−1
(x−2)(x−5) ;

738. y = x
(x−1)(4−x) ;

739. y = x2

x2−1;

740. y = (x+1)2

x2+2x ;

741. y = (x−1)2
x2+1 ;

742. y = (x−3)2
x2−4x+5;

743. y = x2−x+1
3x−x2−3;

744. y = xe−
x
2 ;

745. y = (x+ 1)e−x;
746. y = x2e−x;
747. y = (x+ 4)2e−

x
2 ;

748. y = xe−
x2

2 ;

749. y = xe
3−x2

2 ;
750. y = (1− x)ex;
751. y = (x− 2)2ex;
752. y = x3ex;
753. y = x3e−x;
754. y = ex

x
;

755. y = ex

x−2;

756. y = ex

4(1−x)
;

757. y = ex

(1−x)2 ;

758. y = e−x

x2−3;

759. y = ex+e−x

ex−e−x ;

760. y = ex−e−x

ex+e−x ;

761. y = 2
ex(x+3) ;
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762. y = x2e−x2;
763. y = x lnx;
764. y = x− lnx;
765. y = x ln2 x;
766. y = x2 ln2 x;
767. y = lnx

x
;

768. y = x2 lnx;
769. y = 1+lnx

x ;
770. y = x

lnx ;
771. y = x

ln |x| ;

772. y = − lnx
x2 ;

773. y = ln(x−1)
(x−1)2 ;

774. y = ln2 x
x ;

775. y = lnx√
x
;

776. y = x
2
3e−x;

777. y = x
2
+ 2

x
;

778. y = 2x+ 1
x2 ;

779. y = x3

1−x2 ;

780. y = x3

1+x2 ;

781. y = x3

(x−1)2 ;

782. y = (x−2)2
2(x−1);

783. y = x+ arctgx;

784. y = (x+1)3

(x−1)2 ;

785. y = x4

(1+x)3 ;

786. y = x
2 + arcctgx;

787. y = x− arctg 2x;
788. y = x− 2 arctgx;
789. y = (x+ 2)e

1
x ;

790. y = 1 + xe
2
x ;

791. y = e
1
x − x;

792. y = 3
√

x2(1− x);

793. y = 3
√

x(1 + x2);

794. y = 3
√

x(3− x)2;
795. y = x− 2 tgx;
796. y = x+ sin 2x;
797. y = 3

√

x(2− x2).



ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ

ôÁÂÌÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ
ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ

æÕÎËÃÉÑ
ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ
Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x)

f(x) + b, b 6= 0 b > 0 ⇒ ÓÄ×ÉÇ ××ÅÒÈ ÎÁ b ÅÄÉÎÉÃ
b < 0 ⇒ ÓÄ×ÉÇ ×ÎÉÚ ÎÁ |b| ÅÄÉÎÉÃ

f(x+ a), a 6= 0 a > 0 ⇒ ÓÄ×ÉÇ ×ÌÅ×Ï ÎÁ a ÅÄÉÎÉÃ
a < 0 ⇒ ÓÄ×ÉÇ ×ÐÒÁ×Ï ÎÁ |a| ÅÄÉÎÉÃ

kf(x), k > 0, k 6= 1 k > 1 ⇒ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅ × k ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy
0 < k < 1 ⇒ ÓÖÁÔÉÅ × 1k ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy

f(kx), k > 0, k 6= 1 k > 1 ⇒ ÓÖÁÔÉÅ × 1
k
ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox

0 < k < 1 ⇒ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅ × k ÒÁÚ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox

f(−x) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oy

−f(x) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ Ox

|f(x)|
1) ×Ó¾, ÞÔÏ ÎÉÖÅ ÏÓÉ Ox ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔ-
ÓÑ ÎÁ×ÅÒÈ;
2) ×Ó¾, ÞÔÏ ×ÙÛÅ ÏÓÉ Ox (×ËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏÓÉ),
ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ

f(|x|)

1) ×Ó¾, ÞÔÏ ÌÅ×ÅÅ ÏÓÉ Oy, ÉÓÞÅÚÁÅÔ;
2) ×Ó¾, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÅÅ ÏÓÉ Oy (×ËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÏÓÉ),
ÏÓÔÁ¾ÔÓÑ;
3) ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ
Oy ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁÌÅ×Ï

óÍ. ÔÁËÖÅ §2.
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ôÁÂÌÉÃÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ
æÕÎËÃÉÑ f(x) ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x) ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ

1 c 0 c ¡ ÞÉÓÌÏ

2 xα αxα−1 α ¡ ÞÉÓÌÏ

3 ex ex

4 ax ax ln a a > 0, a 6= 1

5 lnx 1
x

6 loga x 1
x ln a

a > 0, a 6= 1

7 sinx cosx

8 cosx − sinx

9 tg x 1
cos2 x

10 ctg x − 1
sin2 x

11 arcsinx 1√
1−x2

12 arccosx − 1√
1−x2

13 arctgx 1
1+x2

14 arcctgx − 1
1+x2

15 shx chx

16 chx shx

17 thx 1
ch2 x

18 cthx − 1
sh2 x

óÍ. ÔÁËÖÅ ÐÕÎËÔ 7.2.
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ôÁÂÌÉÃÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ
ÐÒÉ x→ 0
sinx ∼ x

1− cosx ∼ x2

2

tgx ∼ x

arcsinx ∼ x

arctgx ∼ x

ex − 1 ∼ x

ax − 1 ∼ x ln a

ln(1 + x) ∼ x

loga(1 + x) ∼ x
ln a

(1 + x)m − 1 ∼ mx

óÍ. ÔÁËÖÅ §5.

ôÁÂÌÉÃÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ
ÐÒÉ x→ a
lim
x→a

t(x) = 0

sin t(x) ∼ t(x)

1− cos t(x) ∼ t2(x)
2

tg t(x) ∼ t(x)

arcsin t(x) ∼ t(x)

arctg t(x) ∼ t(x)

et(x) − 1 ∼ t(x)

at(x) − 1 ∼ t(x) ln a

ln(1 + t(x)) ∼ t(x)

loga(1 + t(x)) ∼ t(x)
ln a

(1 + t(x))m − 1 ∼ m · t(x)

óÍ. ÔÁËÖÅ §5.
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. 227. 1.

228. − 1√
2
. 229. −8. 230. 16 . 231. −12. 232. −1. 233. −

√
2.

234. 3. 235. 12 . 236. −52. 237. 0. 238. ∞. 239. 13 . 240. 19 .
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. 267. 0.
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. 272. 1
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. 273. −1
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. 274. 1
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.

275. −2 sin a. 276. 1. 277. cos b. 278. 1. 279. x. 280. n2−m2

2 .

281. −13. 282. 58. 283. 87 . 284. −6. 285. 512. 286. −2 ln 25 .
287. 815. 288. 53 . 289. 16 . 290. 35. 291. − 154. 292. 1e . 293. 1

10 ln 10.

294. −1. 295. a2

b2 . 296. −π2

2 . 297. 1
2 ln 2 . 298. 1. 299. 64 ln 4.

300. ln 32. 301. 1. 302. 2. 303. −2. 304. 2. 305. 2 ln 7ln 10. 306. 35 .
307. ln 2ln 3 . 308. 0. 309. 4 ln 3. 310. ln 4ln 3 . 311. 55 ln 5. 312. 15 .
313. −12 . 314. 1

3 ln 2 . 315. 12e. 316. 1
3 ln 3 . 317. e2. 318. e.

319. e−2. 320. e4. 321. 1. 322. e−
a2

2 . 323. 1e . 324. 1√
e
. 325. 1√

e
.

326. ectg 2. 327. 4. 328. −2. 329. e4. 330. e−2. 331. e 3
√
2.

332. 1e . 333. e−6. 334. e
2
π . 335. +∞. 336. e−

1
π . 337. e−2.

338. −49
2
. 339. 3. 340. 1

2
. 341. −3. 342. 3. 343. −1. 344. 3

2
.

345. −15. 346. 34. 347. −89. 348. ln 2√
2
. 349. − 2

ln 2 . 350. 12 .

351. e−
49
2 . 352. 1. 353. −1. 354. a

b2
a−b. 355.

√
e. 356. 87 .

357. 12. 358. ln 2. 359. −5. 360. −1. 361. −12 ln 3. 362. −9 ln 38 .
363. − 5

4 ln 2. 364. −160 ln 2. 365. −1. 366. −0, 1. 367. 1108. 368. 13 .
369. − 9

ln 3 . 370. 2
√
5 cos 5. 371. π

7 . 372. 17. 373. 16π . 374. −8 ln 2π .

375. −2
√

π
3 . 376. − 23π . 377. − 1π . 378. 613. 379. −π ln 3

6 .

çÌÁ×Á III
380. 2x. 381. 3x2. 382. 4x3. 383. 1

2
√

x
. 384. − 2x3 . 385. − 3x4 . 386. − 1

2x
√

x
.

387. 2 cos 2x. 388. −12 sin x
2 . 389. 1

cos2 x . 390. − 2
(2x+1)2 . 391. − 3

2
√
1+3x
.

392. − x√
1+x2
. 393. 2(2x2+3x−1). 394. 49x6+6x−4. 395. 1

3
3√

x2
− 1

x2 +
6
x .
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396. 3
4 4
√

x
− 10

x3
+ 9

x4
. 397. 20x4− 3 cosx− 5

sin2 x
. 398. 3

2
√

x
− 4 sinx− 2

cos2 x
.

399. 8x+ 3

5
5√

x2
− 2

x3 +cosx− sinx+ 1x . 400. 3

8
8√

x5
− 24x5+ 5x +7 sinx− 4 ctg 2xsin 2x .

401. ln 24
x ln 2·ln 3 . 402. 4ex + 1

1+x2 +
1√
1−x2
. 403. ex − 1

2 cos2 x + x3.

404. 5x ln 5 + 6x ln 6 − 7−x ln 7. 405. 1
3√

x2
− 4√

1−x2
. 406. 2x

(

1
3
√

x
− 1

4
√

x

)

.

407. 4
sin2 2x

. 408. 2
1+x2 . 409. sinx + x cosx. 410. x(sin 2x+x)

cos2 x .

411. lnx+7

7
7
√

x5
. 412. arccosx− x√

1−x2
. 413. arcctgx

3
3
√

x2
− 3

√
x

1+x2 . 414. x(2 lnx+1)
ln 3 .

415. 4x
(x2+1)2

. 416. sinx−x2+x cosx(sinx−lnx)

x sin2 x
. 417. − 2+sinx

(1+2 sinx)2
. 418. 1

2
√

x(
√

x+1)
2 .

419. − 4x+sin 2x
4x
√

x sin2 x
. 420. (1+x2)(sin x cosx+x)−x2 sin 2x

(1+x2)2 cos2 x . 421. 2ex

(1−ex)2 . 422. 1, 0, 4.

423. ±338 . 424. −1, −19 , − 125. 425. − ln 102 . 426. 0, 2e2, −e−4.
427. 1, 2, 0, −1. 428. 3 cos 3x. 429. (2x+5) cos(x2+5x+2). 430. − x√

1−x2
.

431. − 5 sinx
2
√
1+5 cosx

. 432. 2 sin2 x√
2x−sin 2x . 433. sin 2x. 434. 3 sin2 x cosx.

435. −100 cos99 x sinx. 436. 1√
x2+2x+3

. 437. 2x
cos2(x2+3). 438. − tgx.

439. 10
sin 10x . 440. − tg x

2 . 441. etg x

cos2 x . 442. 2x−3
x2−3x+7. 443. 2(x+1)x(x+2) .

444. 1
x2+5
. 445. 1

3+x2
. 446. x√

3−x4
. 447. 1

x2−9. 448.
2

x(1−x2)
. 449. 2

1−4x2 .

450.
√
1− x2. 451. arctgx. 452. ex cosx. 453. arctg

√
2x− 1. 454. 3 tg4 x.

455. 3x2 sin 2x3. 456. −cos
2 x
3

sin4 x
3

. 457. 58
sin 2x
cos11 2x . 458. − sin 4x. 459. 4 cos 2x

(1−sin 2x)2 .

460. −2 cos2 x
sin3 x

. 461. 3 · 23x ln 2 + 5x4 − 2xe−x2 − 1
x2 . 462. e

√
x(1+

√
x

2
√

x
.

463. xe−x(2 − x). 464. e−x2(1 − 2x2 − 4x). 465. 13e
x
3

(

cos x
3 − sin x

3

)

.

466. e
1
cosx

sinx
cos2 x . 467. − e

1
lnx

x ln2 x
. 468. 103−sin

3 2x ln 10 · (−3 sin 2x sin 4x).
469. 2x ln 2 cos 2x. 470. − 4

(ex−e−x)2 . 471. 2e2x√
e4x+1
. 472. 2

e4x+1.

473. ctgx ln cosx+tgx ln sinx
(ln cosx)2

. 474. −7 tg 7x
ln 5
. 475. − tg

√
1+x

2
√
1+x·ln 7. 476. 2e

7
√

x2

7
7√

x5
.

477. − 1

2
√

x(x−1)
. 478. − 1

x
√
1+x2
. 479. cosx√

1+sin2 x
. 480. − 1√

x2−1.

481. 1√
x−x2
. 482. − 1

x−4x2 . 483. cosx

2
√
sinx−sin2 x

. 484. 4e4x√
1−e8x
. 485. 1

2
√

x−x2
.

486. 1
2x
√
6x−1. 487. 4e

2x
1−e8x
. 488. 1

x2
√

x2−1 −
1

x2+1
. 489. − 2√

1−4x2 arccos 2x .

490. 5
(5x+3)(1+ln2(5x+3))

. 491. − 3
x2+9. 492. 2 arcctg

1
x

1+x2 . 493. xe−
x2

2√
1−e−x2

.

494. − sinx cos(cosx)
cos2(sin(cosx))

. 495. xex2 ctg 3x

sin2 3x
(sin 6x−3x). 496. −1

2
ctg
(

tg e−
x
2

)

· e−
x
2

cos2(e−
x
2 )
.

497. 5 ctgx · ln4 sinx. 498. x
(2+x2)

√
1+x2 arctg

√
1+x2
. 499. 1

20

ctg x+3
4

5
√
ln4 sin x+3

4

.

500. e
√
1+lnx

2x
√
1+lnx

. 501. e5x

(1+e10x) 5
√
arctg4 e5x

. 502. arccosx√
1−x2·

√
1−arccos2 x

. 503. 1
2(1+x2)

.



154 ïÔ×ÅÔÙ Ë ÇÌÁ×Å III

504. 1
1+x+x2 . 505. 9(x

2+1)
x4−9 . 506. 4x−5x2+5 . 507. arctgx. 508.

√
1+lnx

x .

509. 1
x
+ctg x− x

1−x2
. 510. x

1
x−2(1− lnx). 511. xsinx cosx lnx+xsinx−1 sinx.

512. (tgx)sinx
(

cosx · ln tgx+ 1
cosx

)

. 513. (cosx)sinx
(

cosx · ln cosx− sin2 x
cosx

)

.

514. 5x4dx. 515. dx
cos2 x . 516. 3 sin 2x sin 4x dx. 517. dx

x . 518. ctg
√

x
2
√

x
dx.

519. − tg x·e− 1
cosx

cosx
dx. 520. −2x · 2−x2 ln 2 dx. 521. 4 dx. 522. 3 dx.

523. − 3√
10

dx. 524. 0. 525. −dx. 526. −2e dx. 527. 14dx.

528. dx
6
√
11
. 529. 2e−x2(2x2− 1). 530. 2 sinx

cos3 x . 531. x
3
√
(4−x2)2

. 532. 1
3
√
1+x2
.

533. − 4
(2x−3)2 . 534.

4(3x2−4)
(4+x2)3 . 535. e

−x(3−x). 536. (6−x2) cosx−6x sinx.

537. 2x(x3 ln3 2 + 9x2 ln2 2 + 18x ln 2 + 6). 538. ex. 539. (−1)
n−1(n−1)!
xn .

540. 3x(ln 3)n. 541. m(m − 1)(m− 2) . . . (m − n+ 1)xm−n ÐÒÉ m > n É 0

ÐÒÉ m < n. 542. 3n sin
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3x+ nπ
2
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(1+x)n . 544. 23x(3 ln 2)n.
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2
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)
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nn!.
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373
cos x

3
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373
sin x

3
− 584
369
cos x

3
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x98
. 553. 2 cosx

sin3 x
(dx)2.
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çÌÁ×Á IV
639. æÕÎËÃÉÑ Þ¾ÔÎÁÑ. 640. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
641. æÕÎËÃÉÑ Þ¾ÔÎÁÑ. 642. æÕÎËÃÉÑ ÎÅÞ¾ÔÎÁÑ. 643. æÕÎËÃÉÑ ÎÅÞ¾ÔÎÁÑ.
644. æÕÎËÃÉÑ Þ¾ÔÎÁÑ. 645. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
646. æÕÎËÃÉÑ ÎÅÞ¾ÔÎÁÑ. 647. æÕÎËÃÉÑ ÎÅÞ¾ÔÎÁÑ. 648. æÕÎËÃÉÑ
ÎÅÞ¾ÔÎÁÑ. 649. æÕÎËÃÉÑ Þ¾ÔÎÁÑ. 650. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ
Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ. 651. æÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Þ¾ÔÎÏÊ, ÎÉ ÎÅÞ¾ÔÎÏÊ.
652. π

2 . 653. 2π. 654. 2π. 655. π
3 . 656. 2π. 657. π.

658. 2π
3
. 659. π

2
. 660. 3π. 661. 2π. 662. 0 ¡ ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ

ÒÏÄÁ. 663. 0 ¡ ÒÁÚÒÙ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÓËÁÞÏË). 664. 0 ¡ ÒÁÚÒÙ× ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÒÏÄÁ (ÓËÁÞÏË). 665. 1 ¡ ÒÁÚÒÙ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÊ ÒÁÚÒÙ×).
666. 2n−12 π (n ¡ ÃÅÌÏÅ) ¡ ÒÁÚÒÙ×Ù ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. 667. −2, 2 ¡ ÒÁÚÒÙ×Ù
×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. 668. −2 ¡ ÒÁÚÒÙ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÓËÁÞÏË). 669. 2 ¡
ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. 670. 0 ¡ ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. 671. 0 ¡ ÒÁÚÒÙ×
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÊ ÒÁÚÒÙ×). 672. −2, 2 ¡ ÒÁÚÒÙ×Ù ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ
(ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÅ ÒÁÚÒÙ×Ù); 0 ¡ ÒÁÚÒÙ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. 673. x = 0, y = 1.
674. y = 1. 675. x = 0, y = −1. 676. x = −1

2
, y = −2. 677. x = 0,

y = x. 678. x = −1, y = x− 1. 679. x = 0, y = x− 1. 680. x = −47 ,
y = −57 . 681. y = x. 682. y = −x. 683. áÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ.
684. y = x + π, y = x − π. 685. y = −π

4 ; ÐÒÑÍÁÑ x = 5 ÎÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÁ.
686. y = 0. 687. y = 2x, y = −2x. 688. x = 0, y = x. 689. x = 0,
y = 1. 690. x = 0, y = −x. 691. áÓÉÍÐÔÏÔ ÎÅÔ. 692. x = −2, y = 1

2 .

693. x = 1, y = −x+1
2
. 694. x = 2, x = −2, y = 1. 695. x = 1, x = −1,

y = −x. 696. ymin = y(0) = −1, ymax = y(1) = 1. 697. ymin = y(3) = −1,
ymax = y(1) = 3. 698. ymin = y

(

2
3

)

= 56
9 , ymax = y

(

−23
)

= 88
9 . 699. ymin =

= y(0) = 1, ymax = y(1) = 8. 700. ymin = y(−1) = 0, ymax = y(−2) = 17.
701. ymin = y(−π) = −2π, ymax = y(π) = 2π. 702. ymin = y

(

π
4

)

=
√
2
2
,

ymax = y
(

π
2

)

= 1. 703. ymin = y(π) = −π(3+π2)
3 , ymax = y(0) = 0.

704. ymin = y(1) = 2, ymax = y(0, 1) = 10, 1. 705. ymin = y(1) = −1,
ymax = y(−1) = 1

3. 706. ymin = y(1) = −1, ymax = y(e) = 0.



ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] áÆÁÎÁÓØÅ×Á ï.î., âÒÏÄÓËÉÊ ñ.ó., çÕÔËÉÎ é.é., ðÁ×ÌÏ× á.ì. óÂÏÒÎÉË
ÚÁÄÁÞ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ // í.: ¤îÁÕËÁ¥. 1992.

[2] ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×Á é.á., ïÌÅÈÎÉË ó.î., óÁÄÏ×ÎÉÞÉÊ ÷.á. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ
ÁÎÁÌÉÚ. þÁÓÔØ1 // í.: ¤÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ¥. 2000.

[3] ëÕÚÎÅÃÏ× ì.á. óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ ÐÏ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ // í.: ¤÷ÙÓÛÁÑ
ÛËÏÌÁ¥. 1983.

[4] ëÕÚÎÅÃÏ×Á, ýÅÇÌÏ×Á. óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ ÐÏ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ // í.: éÚ-
ÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. 1983.

[5] ìÑÛËÏ é.é., âÏÑÒÞÕË á.ë., çÁÊ ñ. ç., çÏÌÏ×ÁÞ ç.ð. óÐÒÁ×ÏÞÎÏÅ ÐÏ-
ÓÏÂÉÅ ÐÏ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. þÁÓÔØ 1 // í.: ¤õòóó¥. 1997.

[6] íÉÎÏÒÓËÉÊ ÷.ð. óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ ÐÏ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ // í.: éÚÄÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï æÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ. 2000.

[7] íÏÒÄËÏ×ÉÞ á. ç., óÏÌÏÄÏ×ÎÉËÏ× á.ó. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ // í.:
¤÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ¥. 1990.

[8] òÁÊÈÍÉÓÔ ò.â. çÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ // í.: ¤÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ¥. 1991.
[9] æÉÈÔÅÎÇÏÌØÃ ç.í. ëÕÒÓ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅ-
ÎÉÑ. ôÏÍ 1 // í.: ¤îÁÕËÁ¥. 1970.

[10] ûÉÐÁÞ¾× ÷.ó. ÷ÙÓÛÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ // í.: ¤÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ¥. 1990.

156


