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Ïðåäèñëîâèå

Èìååò ëè îòíîøåíèå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà ê òîìó, ÷òî íåîáõîäèìî çíàòü
ñïåöèàëèñòó ïî ÝÂÌ?

Ìû íàäååìñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ ýòîãî êóðñà ñëóøàòåëü óáåäèòñÿ,
÷òî èìååò, è ñàìîå íåïîñðåäñòâåííîå. Òàê, ãëàâà II � ê àâòîìàòè÷åñêîìó ïî-
ðîæäåíèþ ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûõ òåêñòîâ, ò.å. ê ñïåöèàëüíîìó ïðîãðàì-
ìèðîâàíèþ; îñòàòîê êíèãè ïîñâÿùåí îñíîâàì òåîðèè àëãîðèòìîâ: çäåñü îá-
ñóæäàþòñÿ, êàêèå çàäà÷è âîîáùå ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûìè è
êàêîâà ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ. Â ãëàâå I ñîáðàí ìàòåðèàë
ïî íà÷àëàì òåîðèè ìíîæåñòâ, íåîáõîäèìûé äëÿ ïîíèìàíèÿ îñòàëüíîãî òåêñòà
(êàê, âïðî÷åì, è ïî÷òè âñåé ìàòåìàòèêè).

Â ïîñîáèè èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû èç ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûõ êíèã
[1], [2] è [3] èíòåðíåò-áèáëèîòåêè ÌÖÍÌÎ ñ ëþáåçíîãî ñîãëàñèÿ àâòîðîâ.
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Ãëàâà I

Ìíîæåñòâà è ôóíêöèè

�1. Ìíîæåñòâà

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìíîæåñòâàìè è îïåðàöèÿìè
íàä íèìè:

• Ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ. Çàïèñü x ∈M îçíà÷àåò, ÷òî x ÿâ-
ëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà M .
• Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B (çà-
ïèñü: A ⊂ B), åñëè âñå ýëåìåíòû A ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè B.
• Ìíîæåñòâà A è B ðàâíû (çàïèñü: A = B), åñëè îíè ñîäåðæàò îäíè è
òå æå ýëåìåíòû (äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè A ⊂ B è B ⊂ A).
• Åñëè A � ïîäìíîæåñòâî B, íå ðàâíîå âñåìó B, òî A íàçûâàþò ñîá-
ñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì B (çàïèñü: A ( B).
• Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà è ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà.
• Ïåðåñå÷åíèå A∩B äâóõ ìíîæåñòâ A è B ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå
ïðèíàäëåæàò îáîèì ìíîæåñòâàì A è B. Ýòî çàïèñûâàþò òàê:

A ∩B = {x | x ∈ A è x ∈ B}
(÷èòàåòñÿ: ìíîæåñòâî òàêèõ x, ÷òî . . . ).
• Îáúåäèíåíèå A ∪ B ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò õîòÿ
áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ A è B:

A ∪B = {x | x ∈ A èëè x ∈ B}.
• Ðàçíîñòü A \B ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò A, íî íå
ïðèíàäëåæàò B:

A \B = {x | x ∈ A è x /∈ B}.
Åñëè ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A, ðàçíîñòü
A \B íàçûâàþò òàêæå äîïîëíåíèåì B äî A.
• Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü A△B ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðè-
íàäëåæàò ðîâíî îäíîìó èç ìíîæåñòâ A è B:

A△B = (A \B) ∪ (B \ A) = (A ∪B) \ (A ∩B).

• ×åðåç {a, b, c} îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò ýëåìåíòû a,
b, c è íå ñîäåðæèò äðóãèõ. Åñëè ñðåäè a, b, c åñòü ðàâíûå, îíî ìîæåò
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�1. Ìíîæåñòâà 7

ñîäåðæàòü îäèí èëè äâà ýëåìåíòà. Ïîäîáíîå îáîçíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ
è â ìåíåå ôîðìàëüíûõ ñèòóàöèÿõ: ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè a0, a1, . . . îáîçíà÷àåòñÿ {a0, a1, . . .} èëè äàæå {ai}. Áîëåå àêêó-
ðàòíàÿ çàïèñü äëÿ òîãî æå ìíîæåñòâà òàêîâà: {ai | i ∈ N}, ãäå N �
ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {0, 1, 2, . . . }.

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïîÿâèëîñü â ìàòåìàòèêå ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, â êîíöå
19-ãî âåêà, â ñâÿçè ñ ðàáîòàìè Êàíòîðà. Îòìåòèì,÷òî â øêîëå íàòóðàëüíûå
÷èñëà íà÷èíàþòñÿ ñ åäèíèöû, à â íåêîòîðûõ êíèæêàõ � ñ íóëÿ (ìû òîæå
áóäåì íàçûâàòü íóëü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì).

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå âûøå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíî-
æåñòâ áîëåå èëè ìåíåå âàì çíàêîìû. Âîò íåñêîëüêî çàäà÷ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ.

Çàäà÷à 1. Ñòàðåéøèé ìàòåìàòèê ñðåäè øàõìàòèñòîâ è ñòàðåéøèé
øàõìàòèñò ñðåäè ìàòåìàòèêîâ � ýòî îäèí èëè òîò æå ÷åëîâåê èëè (âîç-
ìîæíî) ðàçíûå?

Çàäà÷à 2. Ëó÷øèé ìàòåìàòèê ñðåäè øàõìàòèñòîâ è ëó÷øèé øàõìà-
òèñò ñðåäè ìàòåìàòèêîâ � ýòî îäèí èëè òîò æå ÷åëîâåê èëè (âîçìîæíî)
ðàçíûå?

Çàäà÷à 3. Êàæäûé äåñÿòûé ìàòåìàòèê � øàõìàòèñò, à êàæäûé øå-
ñòîé øàõìàòèñò � ìàòåìàòèê. Êîãî áîëüøå � ìàòåìàòèêîâ èëè øàõ-
ìàòèñòîâ � è âî ñêîëüêî ðàç?

Çàäà÷à 4. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ìíîæåñòâà A, B è C, ÷òî A ∩B ̸= ∅,
A ∩ C = ∅ è (A ∩B) \ C = ∅?

Çàäà÷à 5. Êàêèå èç ðàâåíñòâ (à) (A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C);
(á) (A∪B)∩C = (A∩C)∪(B∩C); (â) (A∪B)\C = (A\C)∪B; (ã) (A∩B)\C =
(A\C)∩B; (ä) A\(B∪C) = (A\B)∩(A\C); (å) A\(B∩C) = (A\B)∪(A\C)
âåðíû äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B,C?

Çàäà÷à 6. Ïðîâåäèòå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî âåðíûõ ðàâåíñòâ ïðåäû-
äóùåé çàäà÷è, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèé. (Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà â ëåâîé
è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâíû. Ïóñòü x � ëþáîé ýëåìåíò ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.
Òîãäà. . . Ïîýòîìó x âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü. Îáðàòíî, ïóñòü . . . ) Ïðèâåäè-
òå êîíòðïðèìåðû ê íåâåðíûì ðàâåíñòâàì.

Çàäà÷à 7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâ ó n-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà?

Çàäà÷à 8. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ, à åãî ïîäìíî-
æåñòâî B ñîäåðæèò k ýëåìåíòîâ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâ C, äëÿ
êîòîðûõ B ⊂ C ⊂ A?
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�2. ×èñëî ýëåìåíòîâ

×èñëî ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå A íàçûâàþò òàêæå åãî ìîùíîñòüþ
è îáîçíà÷àþò |A| (à òàêæå #A). (Âñêîðå ìû áóäåì ãîâîðèòü î ìîùíîñòÿõ è
äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.) Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò íàéòè ìîùíîñòü
îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ, åñëè èçâåñòíû ìîùíîñòè êàæäîãî èç íèõ,
à òàêæå ìîùíîñòè âñåõ ïåðåñå÷åíèé.

Òåîðåìà 1 (Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé).

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|;
|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C|−

− |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+
+ |A ∩B ∩ C|;

âîîáùå |A1 ∪ . . . ∪ An| ðàâíî∑
i

|Ai| −
∑
i<j

|Ai ∩ Aj|+
∑
i<j<k

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| − . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî U , ïîäìíîæåñò-
âàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà A1, . . . , An.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâàX ⊂ U íàçûâàþò ôóíêöèþ χX ,
êîòîðàÿ ðàâíà 1 íà ýëåìåíòàõ X è 0 íà îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ U . Îïåðàöèè
íàä ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà U ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèÿì ñ èõ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâóåò
ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

χA∩B(u) = χA(u)χB(u)

Äîïîëíåíèþ (äî U) ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ 1− χ, åñëè χ � õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà.

×èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ìîæíî çàïèñàòü êàê ñóììó çíà÷åíèé åãî õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè:

|X| =
∑
u

χX(u).

Îáúåäèíåíèå A1 ∪ . . . ∪ AN ìîæíî çàïèñàòü êàê äîïîëíåíèå ê ïåðåñå÷åíèþ
äîïîëíåíèé ìíîæåñòâ Ai; â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé èìååì

χA1∪...∪An
= 1− (1− χA1

) . . . (1− χAn
).

Ðàñêðûâ ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè, ìû ïîëó÷èì∑
i

χAi
−

∑
i<j

χAi
χAj

+
∑
i<j<k

χAi
χAj

χAk
− . . .
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è ïðîñóììèðîâàâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ïî âñåì ýëåìåíòàì U (îáå îíè åñòü
ôóíêöèè íà U), ïîëó÷èì ôîðìóëó âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé. �

Ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâ ýëåìåíòîâ â êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ îòíîñÿò ê êîìáèíà-
òîðèêå. Íåêîòîðûå íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ èç êîìáèíàòîðèêè ïðèâåäåíû äàëüøå
â êà÷åñòâå çàäà÷. Ñåé÷àñ íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñóåò ñëåäóþùèé ïðèí-
öèï:

åñëè ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå, òî â íèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

(Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü òðåáóåò, ÷òîáû êàæäîìó ýëåìåíòó ïåðâîãî ìíî-
æåñòâà ñîîòâåòñòâîâàë ðîâíî îäèí ýëåìåíò âòîðîãî è íàîáîðîò.)

Âîò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ïðèíöèïà.

Çàäà÷à 9. Íà îêðóæíîñòè âûáðàíû 1000 áåëûõ òî÷åê è îäíà ÷¼ðíàÿ.
×åãî áîëüøå � òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â áåëûõ òî÷êàõ èëè ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ îäíà âåðøèíà ÷¼ðíàÿ, à îñòàëüíûå òðè áåëûå? (Ðå-
øåíèå: èõ ïîðîâíó, ïîñêîëüêó êàæäîìó ÷åòûð¼õóãîëüíèêó ñîîòâåòñòâóåò
òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé òðåìÿ åãî áåëûìè âåðøèíàìè.)

Çàäà÷à 10. Êàêèõ ïîäìíîæåñòâ áîëüøå ó 100-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà:
ìîùíîñòè 57 èëè ìîùíîñòè 43? (Óêàçàíèå: 57 + 43 = 100.)

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, ñîñòàâëåí-
íûõ èç íóëåé è åäèíèö, ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ ó ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , n}. (Óêàçàíèå: êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó X ⊂ {1, 2, . . . , n} ñîîò-
âåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà i-ì ìåñòå êîòî-
ðîé ñòîèò åäèíèöà, åñëè è òîëüêî åñëè i ∈ X.)

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö äëèíû
n, â êîòîðûõ ÷èñëî åäèíèö ðàâíî k, ðàâíî ÷èñëó k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ïî k è îáîçíà÷àåòñÿ Ck
n â

ðóññêèõ êíèæêàõ; â èíîñòðàííûõ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå
(
n
k

)
.

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî Ck
n = Cn−k

n .

Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå, ÷òî C0
n + C1

n + . . .+ Cn
n = 2n.

Çàäà÷à 15. Ïóñòü U � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà U , èìåþùèõ ÷¼òíóþ ìîùíîñòü, ñòîëüêî æå,
ñêîëüêî èìåþùèõ íå÷¼òíóþ ìîùíîñòü. (Óêàçàíèå: ôèêñèðóåì ýëåìåíò u ∈
U è îáúåäèíèì â ïàðû ïîäìíîæåñòâà, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî â òî÷êå u.)
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Çàäà÷à 16. Äîêàæèòå, ÷òî C0
n−C1

n+C
2
n− . . .+(−1)nCn

n = 0. (Óêàçàíèå:
êàê ýòî ñâÿçàíî ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé?)

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà:

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ . . .+ Ck
na

n−kbk + . . .+ Cn
nb

n.

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, ÷òî ñïîñîáîâ ðàññòàíîâêè ñêîáîê (óêàçûâàþùèõ
ïîðÿäîê äåéñòâèé) â íåàññîöèàòèâíîì ïðîèçâåäåíèè èç n ýëåìåíòîâ ñòîëü-
êî æå, ñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàçáèòü âûïóêëûé (n+1)-óãîëüíèê íà òðåóãîëüíè-
êè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè. (Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ ìíîæèòåëåé
åñòü äâà âàðèàíòà (ab)c è a(bc); ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü äâà ñïîñîáà ðàçðå-
çàòü ÷åòûð¼õóãîëüíèê íà äâà òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäÿ äèàãîíàëü. Äëÿ ïðîèç-
âåäåíèÿ ÷åòûð¼õ ñîìíîæèòåëåé è äëÿ ïÿòèóãîëüíèêà èìååòñÿ ïî 5 âàðè-
àíòîâ.)

�3. Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà

Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþò ðàâíîìîùíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ìîæíî óñòàíî-
âèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ïðè êîòîðîì êàæäîìó ýëåìåíòó îä-
íîãî ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí ýëåìåíò äðóãîãî.

Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ, íî îïðåäåëåíèå èìååò ñìûñë è äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Íàïðèìåð,
îòðåçêè [0, 1] è [0, 2] ðàâíîìîùíû, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå x 7→ 2x îñóùåñòâ-
ëÿåò èñêîìîå ñîîòâåòñòâèå.

Çàäà÷à 19. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà èíòåðâàëà (a, b) è (c, d) íà ïðÿ-
ìîé ðàâíîìîùíû.

Çàäà÷à 20. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè ðàâ-
íîìîùíû. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà êðóãà íà ïëîñêîñòè ðàâíîìîùíû.

Çàäà÷à 21. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëóèíòåðâàë [0, 1) ðàâíîìîùåí ïîëóèíòåð-
âàëó (0, 1].

Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíà òàêàÿ çàäà÷à: äîêàçàòü, ÷òî èíòåðâàë (0, 1) è ëó÷
(0,+∞) ðàâíîìîùíû. Ýòî äåëàåòñÿ òàê. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå x 7→ 1/x
ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó (0, 1) è (1,+∞), à
x 7→ (x−1) � âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó (1,+∞) è (0,+∞),
ïîýòîìó èõ êîìïîçèöèÿ x 7→ (1/x) − 1 ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì âçàèìíî îäíîçíà÷-
íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó (0, 1) è (0,+∞).
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Âîîáùå, êàê ãîâîðÿò, îòíîøåíèå ðàâíîìîùíîñòè åñòü îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíî ðåôëåêñèâíî (êàæäîå ìíîæåñòâî ðàâíî-
ìîùíî ñàìîìó ñåáå), ñèììåòðè÷íî (åñëè A ðàâíîìîùíî B, òî è B ðàâíî-
ìîùíî A) è òðàíçèòèâíî (åñëè A ðàâíîìîùíî B è B ðàâíîìîùíî C, òî
A ðàâíîìîùíî C). Ñâîéñòâîì òðàíçèòèâíîñòè ìû òîëüêî ÷òî âîñïîëüçîâà-
ëèñü, âçÿâ ëó÷ (1,+∞) â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî ìíîæåñòâà.

Åù¼ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:

• Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö ðàâíî-
ìîùíî ìíîæåñòâó âñåõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà. (Â ñàìîì
äåëå, ñîïîñòàâèì ñ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìíîæåñòâî íîìåðîâ
ìåñò, íà êîòîðûõ ñòîÿò åäèíèöû: íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç îä-
íèõ íóëåé ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîìó ìíîæåñòâó, èç îäíèõ åäèíèö � íàòó-
ðàëüíîìó ðÿäó, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 10101010 . . . � ìíîæåñòâó ÷¼ò-
íûõ ÷èñåë.)
• Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öèôð 0, 1, 2, 3 ðàâíî-
ìîùíî ìíîæåñòâó áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öèôð 0 è 1. (Â
ñàìîì äåëå, ìîæíî çàêîäèðîâàòü öèôðû 0, 1, 2, 3 ãðóïïàìè 00, 01,
10, 11. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ðàçáèâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé
è åäèíèö íà ïàðû, ïîñëå ÷åãî êàæäàÿ ïàðà çàìåíÿåòñÿ íà öèôðó îò 0
äî 3.)
• Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öèôð 0, 1, 2 ðàâíîìîù-
íî ìíîæåñòâó áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öèôð 0 è 1. (Ìîæíî
áûëî áû ïûòàòüñÿ ðàññóæäàòü òàê: ýòî ìíîæåñòâî çàêëþ÷åíî ìåæäó
äâóìÿ ìíîæåñòâàìè îäíîé è òîé æå ìîùíîñòè, è ïîòîìó ðàâíîìîùíî
êàæäîìó èç íèõ. Ýòîò õîä ìûñëåé ïðàâèëåí, êàê ïîêàçûâàåò òåîðå-
ìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà èç ðàçäåëà 5. Íî çäåñü ìîæíî îáîéòèñü è áåç
ýòîé òåîðåìû, åñëè çàêîäèðîâàòü öèôðû 0, 1 è 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-
ìè 0, 10 è 11: ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé
è åäèíèö îäíîçíà÷íî ðàçáèâàåòñÿ íà òàêèå áëîêè ñëåâà íàïðàâî. Òàêîé
ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ íàçûâàþò ïðåôèêñíûì êîäîì.)
• Ïðèìåð ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè íóëåé è åäèíèö ìîæíî îáîáùèòü: ìíî-
æåñòâî ïîäìíîæåñòâ ëþáîãî ìíîæåñòâà U (îíî îáû÷íî îáîçíà÷àåò-
ñÿ P (U) è ïî- àíãëèéñêè íàçûâàåòñÿ power set) ðàâíîìîùíî ìíîæå-
ñòâó âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó
x ∈ U îäíî èç ÷èñåë 0 è 1 (ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé îáû÷íî îáîçíà-
÷àþò 2X). (Â ñàìîì äåëå, êàæäîìó ìíîæåñòâó X ⊂ U ñîîòâåòñòâóåò
åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.)
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Ìû ïðîäîëæèì ýòîò ñïèñîê, íî ñíà÷àëà ïîëåçíî äîêàçàòü íåñêîëüêî ïðî-
ñòûõ ôàêòîâ î ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâàõ (ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ
÷èñåë).

�4. Ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó N íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, òî åñòü åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå {x0, x1, x2, . . . }
(çäåñü xi � ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëó i; ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíî-
çíà÷íî, òàê ÷òî âñå xi ðàçëè÷íû).

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ñ÷¼òíî, òàê êàê öåëûå ÷èñëà ìîæíî
ðàñïîëîæèòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . .

Òåîðåìà 2. (à) Ïîäìíîæåñòâî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íî èëè
ñ÷¼òíî.

(á) Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî.
(â) Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî ÷èñëà êîíå÷íûõ èëè ñ÷¼òíûõ

ìíîæåñòâ êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ïóñòü B � ïîäìíîæåñòâî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà
A = {a0, a1, a2, . . . }. Âûáðîñèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, . . . òå ÷ëåíû,
êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò B (ñîõðàíÿÿ ïîðÿäîê îñòàâøèõñÿ). Òîãäà îñòàâøèå-
ñÿ ÷ëåíû îáðàçóþò ëèáî êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (è òîãäà B êîíå÷íî),
ëèáî áåñêîíå÷íóþ (è òîãäà B ñ÷¼òíî).

(á) Ïóñòü A áåñêîíå÷íî. Òîãäà îíî íåïóñòî è ñîäåðæèò íåêîòîðûé ýëå-
ìåíò b0. Áóäó÷è áåñêîíå÷íûì, ìíîæåñòâî A íå èñ÷åðïûâàåòñÿ ýëåìåíòîì b0
� âîçüì¼ì êàêîé-íèáóäü äðóãîé ýëåìåíò b1, è ò.ä. Ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü b0, b1, . . . ; ïîñòðîåíèå íå ïðåðâ¼òñÿ íè íà êàêîì øàãå, ïîñêîëüêó A áåñ-
êîíå÷íî. Òåïåðü ìíîæåñòâî B = {b0, b1, . . . } è áóäåò èñêîìûì ñ÷¼òíûì ïîä-
ìíîæåñòâîì. (Çàìåòèì, ÷òî B âîâñå íå îáÿçàíî ñîâïàäàòü ñ A, äàæå åñëè
A ñ÷¼òíî.)

(â) Ïóñòü èìååòñÿ ñ÷¼òíîå ÷èñëî ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . Ðàñïîëî-
æèâ ýëåìåíòû êàæäîãî èç íèõ ñëåâà íàïðàâî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Ai =
{ai0, ai1, . . . }) è ïîìåñòèâ ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äðóã ïîä äðóãîì, ïîëó÷èì
òàáëèöó

a00 a01 a02 a03 . . .
a10 a11 a12 a13 . . .
a20 a21 a22 a23 . . .
a30 a31 a32 a33 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .



�4. Ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà 13

Òåïåðü ýòó òàáëèöó ìîæíî ðàçâåðíóòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íàïðèìåð, ïðî-
õîäÿ ïî î÷åðåäè äèàãîíàëè:

a00, a01, a10, a02, a11, a20, a03, a12, a21, a30, . . .

Åñëè ìíîæåñòâà Ai íå ïåðåñåêàëèñü, òî ìû ïîëó÷èëè èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ èõ îáúåäèíåíèÿ. Åñëè ïåðåñåêàëèñü, òî èç ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè íàäî âûáðîñèòü ïîâòîðåíèÿ.

Åñëè ìíîæåñòâ êîíå÷íîå ÷èñëî èëè êàêèå-òî èç ìíîæåñòâ êîíå÷íû, òî â
ýòîé êîíñòðóêöèè ÷àñòè ÷ëåíîâ íå áóäåò � è îñòàíåòñÿ ëèáî êîíå÷íîå, ëèáî
ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî. �

Çàäà÷à 22. Îïèñàííûé ïðîõîä ïî äèàãîíàëÿì çàäà¼ò âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (êîòî-
ðîå îáîçíà÷àåòñÿ N×N) è N. Ëþáîïûòíî, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäà¼òñÿ
ïðîñòîé ôîðìóëîé (ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè). Óêàæèòå ýòîò ìíîãî÷ëåí.

Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ (á) òåîðåìû 2 åñòü òîíêèé ìî-
ìåíò: íà êàæäîì øàãå ìû äîëæíû âûáðàòü îäèí èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà A; òàêèå ýëåìåíòû åñòü, íî ó íàñ íåò íèêàêîãî ïðàâèëà, ïîçâîëÿ-
þùåãî òàêîé âûáîð îïèñàòü. Ïðè áîëåå ôîðìàëüíîì ïîñòðîåíèè òåîðèè ìíî-
æåñòâ òóò íóæíî ñîñëàòüñÿ íà ñïåöèàëüíóþ àêñèîìó, íàçûâàåìóþ àêñèîìîé
âûáîðà. Çàêîííîñòü ýòîé àêñèîìû âûçûâàëà áîëüøèå ñïîðû â íà÷àëå 20-ãî
âåêà, íî ïîñòåïåííî ê íåé ïðèâûêëè, è ýòè ñïîðû ñåé÷àñ ïî÷òè íå âîñïðèíè-
ìàþòñÿ. Â ñåðåäèíå âåêà âåëèêèé ëîãèê Êóðò Ã¼äåëü äîêàçàë, ÷òî àêñèîìó
âûáîðà íåëüçÿ îïðîâåðãíóòü, ïîëüçóÿñü îñòàëüíûìè àêñèîìàìè òåîðèè ìíî-
æåñòâ, à â 1960-å ãîäû àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ïîë Äæ.Êîýí äîêàçàë, ÷òî
å¼ íåëüçÿ è âûâåñòè èç îñòàëüíûõ àêñèîì.

Åù¼ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ:

• Ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷¼òíî. Â ñàìîì äåëå, ðàöèîíàëü-
íûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåñîêðàòèìûìè äðîáÿìè ñ öåëûì ÷èñëèòå-
ëåì è çíàìåíàòåëåì. Ìíîæåñòâî äðîáåé ñ äàííûì çíàìåíàòåëåì ñ÷¼ò-
íî, ïîýòîìó Q ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ñ÷¼ò-
íûõ ìíîæåñòâ. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
íåñ÷¼òíî.
• Ìíîæåñòâî Nk, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íàáîðû èç k íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, ñ÷¼òíî. Ýòî ëåãêî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k = 2
ìíîæåñòâî N2 = N×N ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèâàåòñÿ íà ñ÷¼òíîå
÷èñëî ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ {0}×N, {1}×N, . . . (ýëåìåíòàìè i-ãî ìíîæå-
ñòâà áóäóò ïàðû, ïåðâûé ÷ëåí êîòîðûõ ðàâåí i). Ïîýòîìó N2 ñ÷¼òíî.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìíîæåñòâî N3 òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáè-
âàåòñÿ íà ñ÷¼òíîå ÷èñëî ìíîæåñòâ {i}×N×N. Êàæäîå èç íèõ ñîñòîèò
èç òðîåê, ïåðâûé ÷ëåí êîòîðûõ ôèêñèðîâàí è ïîòîìó ðàâíîìîùíî ìíî-
æåñòâó N2, êîòîðîå ñ÷¼òíî. Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïåðåéòè îò ñ÷¼òíîñòè
ìíîæåñòâà Nk ê ñ÷¼òíîñòè ìíîæåñòâà Nk+1.
• Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ñ÷¼òíî. Â ñàìîì äåëå, ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äàííîé
äëèíû ñ÷¼òíî (êàê ìû òîëüêî ÷òî âèäåëè), òàê ÷òî èíòåðåñóþùåå íàñ
ìíîæåñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà ñ÷¼òíîå ÷èñëî ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ.
• Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå íå îáÿçàòåëüíî ãîâîðèòü î íàòóðàëüíûõ ÷èñ-
ëàõ � ìîæíî âçÿòü ëþáîå ñ÷¼òíîå (èëè êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî. Íàïðè-
ìåð, ìíîæåñòâî âñåõ òåêñòîâ, èñïîëüçóþùèõ ðóññêèé àëôàâèò (òàêîé
òåêñò ìîæíî ñ÷èòàòü êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áóêâ, ïðîáåëîâ,
çíàêîâ ïðåïèíàíèÿ è ò.ï.), ñ÷¼òíî; òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü î
ìíîæåñòâå (âñåõ ìûñëèìûõ) êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì è ò.ä.
• Míîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ äðîáåé ñ÷¼òíî. Â ñàìîì äåëå, òàêàÿ äðîáü
ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ
èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà (çàïÿòàÿ, öèôðû, ñêîáêè); íàïðèìåð, äðîáü
0,16666. . . ìîæíî çàïèñàòü êàê 0,1(6). À òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 23. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ñåìåéñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåð-
âàëîâ íà ïðÿìîé êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî. (Óêàçàíèå: â êàæäîì èíòåðâàëå íàé-
ä¼òñÿ ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà.)

Çàäà÷à 24. (à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
âîñüì¼ðîê íà ïëîñêîñòè êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî. (Âîñüì¼ðêà � îáúåäèíåíèå äâóõ
êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ëþáûõ ðàçìåðîâ.) (á) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæè-
òå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ áóêâ Ò.

Çàäà÷à 25. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà íåóáûâàþùåé
ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî.

Òåîðåìà 3. Åñëè ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íî, à ìíîæåñòâî B êîíå÷íî èëè
ñ÷¼òíî, òî îáúåäèíåíèå A ∪B ðàâíîìîùíî A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ A (ïåðåñå-
÷åíèå ìîæíî âûáðîñèòü èç B, îñòàíåòñÿ ïî- ïðåæíåìó êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå
ìíîæåñòâî).

Âûäåëèì â A ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî P ; îñòàòîê îáîçíà÷èì ÷åðåç Q. Òîãäà
íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî B + P + Q ðàâíîìîùíî P + Q (çíàê + ñèìâîëèçè-
ðóåò îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ). Ïîñêîëüêó B + P è P îáà
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ñ÷¼òíû, ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Åãî ëåã-
êî ïðîäîëæèòü äî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó B + P +Q è P +Q (êàæäûé ýëåìåíò
ìíîæåñòâà Q ñîîòâåòñòâóåò ñàì ñåáå). �
Çàäà÷à 26. Ïðèìåíèòå ýòó êîíñòðóêöèþ è ÿâíî óêàæèòå ñîîòâåò-

ñòâèå ìåæäó îòðåçêîì [0, 1] è ïîëóèíòåðâàëîì [0, 1).

Çàäà÷à 27. Òåîðåìà 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî äîáàâëåíèå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà
ê áåñêîíå÷íîìó íå ìåíÿåò åãî ìîùíîñòè. Ìîæíî ëè ñêàçàòü òî æå ñàìîå
ïðî óäàëåíèå? Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A áåñêîíå÷íî è íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì,
à B êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî, òî A \B ðàâíîìîùíî B.

Äîáàâëÿÿ êîíå÷íûå èëè ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðÿìàÿ,
âñå ïðîìåæóòêè íà ïðÿìîé (îòðåçêè, èíòåðâàëû, ïîëóèíòåðâàëû), ëó÷è, èõ
êîíå÷íûå èëè ñ÷¼òíûå îáúåäèíåíèÿ è ò.ï. ðàâíîìîùíû äðóã äðóãó.

Çàäà÷à 28. Óêàæèòå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíî-
æåñòâîì [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ . . . è îòðåçêîì [0, 1].

Çàäà÷à 29. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè ðàâ-
íîìîùíî ìíîæåñòâó âñåõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè. (Óêàçàíèå: è òî÷êè, è ïðÿ-
ìûå çàäàþòñÿ ïàðàìè ÷èñåë � çà íåáîëüøèìè èñêëþ÷åíèÿìè.)

Çàäà÷à 30. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëóïëîñêîñòü (òî÷êè ïëîñêîñòè, ëåæàùèå
ïî îäíó ñòîðîíó îò íåêîòîðîé ïðÿìîé) ðàâíîìîùíà ïëîñêîñòè. (Ýòî âåðíî
íåçàâèñèìî îò òîãî, âêëþ÷àåì ìû ãðàíè÷íóþ ïðÿìóþ â ïîëóïëîñêîñòü èëè
íåò.)

Òåîðåìà 4. Îòðåçîê [0, 1] ðàâíîìîùåí ìíîæåñòâó âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, êàæäîå ÷èñëî x ∈ [0, 1] çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé äðîáè. Ïåðâûé çíàê ýòîé äðîáè ðàâåí 0 èëè 1
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïîïàäàåò ëè ÷èñëî x â ëåâóþ èëè ïðàâóþ ïîëîâèíó
îòðåçêà. ×òîáû îïðåäåëèòü ñëåäóþùèé çíàê, íàäî âûáðàííóþ ïîëîâèíó ïî-
äåëèòü ñíîâà ïîïîëàì è ïîñìîòðåòü, êóäà ïîïàä¼ò x, è ò.ä.

Ýòî æå ñîîòâåòñòâèå ìîæíî îïèñàòü â äðóãóþ ñòîðîíó: ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x0x1x2 . . . ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ñóììîé ðÿäà

x0
2

+
x1
4

+
x2
8

+ . . .

(Â ýòîì ïîñòðîåíèè ìû èñïîëüçóåì íåêîòîðûå ôàêòû èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà, ÷òî íå óäèâèòåëüíî � íàñ èíòåðåñóþò ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.)

Îïèñàííîå ñîîòâåòñòâèå ïîêà ÷òî íå ñîâñåì âçàèìíî îäíîçíà÷íî: äâîè÷íî-
ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà (äðîáè âèäàm/2n) èìåþò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ. Íàïðèìåð,
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÷èñëî 3/8 ìîæíî çàïèñàòü êàê â âèäå 0,011000. . ., òàê è â âèäå 0,010111. . . Ñî-
îòâåòñòâèå ñòàíåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, åñëè îòáðîñèòü äðîáè ñ åäèíèöåé â
ïåðèîäå. Íî òàêèõ äðîáåé ñ÷¼òíîå ÷èñëî, ïîýòîìó íà ìîùíîñòü ýòî íå ïîâëè-
ÿåò. �

Çàäà÷à 31. Êàêàÿ äâîè÷íàÿ äðîáü ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó 1/3?

Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðèâû÷íûå äå-
ñÿòè÷íûå äðîáè âìåñòî äâîè÷íûõ. Ïîëó÷èëîñü áû, ÷òî îòðåçîê [0, 1] ðàâíîìî-
ùåí ìíîæåñòâó âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öèôð 0, 1, . . . , 9. ×òî-
áû ïåðåéòè îòñþäà ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì íóëåé è åäèíèö, ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ïðè¼ìîì, îïèñàííûì íà ñ. 11.

Òåïåðü âñ¼ ãîòîâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òàêîãî óäèâèòåëüíîãî ôàêòà:

Òåîðåìà 5. Êâàäðàò (ñî âíóòðåííîñòüþ) ðàâíîìîùåí îòðåçêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êâàäðàò ðàâíîìîùåí ìíîæåñòâó [0, 1]× [0, 1] ïàð äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ëåæèò íà îòðåçêå [0, 1] (ìåòîä êîîð-
äèíàò). Ìû óæå çíàåì, ÷òî âìåñòî ÷èñåë íà îòðåçêå ìîæíî ãîâîðèòü î ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿõ íóëåé è åäèíèö. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïàðå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé íóëåé è åäèíèö ⟨x0x1x2 . . . , y0y1y2 . . .⟩ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü-ñìåñü x0y0x1y1x2y2 . . . è ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå áóäåò âçà-
èìíî îäíîçíà÷íûì. �

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â 1877 ãîäó íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì
Ãåîðãîì Ê�àíòîðîì è óäèâèë åãî ñàìîãî, ïîñêîëüêó ïðîòèâîðå÷èë
èíòóèòèâíîìó îùóùåíèþ ðàçìåðíîñòè (êâàäðàò äâóìåðåí, ïîýòî-
ìó âðîäå áû äîëæåí ñîäåðæàòü áîëüøå òî÷åê, ÷åì îäíîìåðíûé
îòðåçîê). Ðåçóëüòàò Êàíòîðà íå ëèøàåò ñìûñëà ïîíÿòèå ðàçìåð-
íîñòè, åñëè ðàññìàòðèâàòü ëèøü íåïðåðûâíûå â îáå ñòîðîíû ñîîò-
âåòñòâèÿ, è òîãäà ïðîñòðàíñòâà ðàçíîé ðàçìåðíîñòè ìîæíî áóäåò
ðàçëè÷èòü.

Èç òåîðåìû 5 ëåãêî ïîëó÷èòü ìíîãî äðóãèõ óòâåðæäåíèé ïðî ðàâíîìîù-
íîñòü ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ: êðóã ðàâíîìîùåí îêðóæíîñòè, ïðÿìàÿ ðàâ-
íîìîùíà ïëîñêîñòè è ò.ï.

Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (òî÷êè êîòîðîãî çàäàþòñÿ òðåìÿ
êîîðäèíàòàìè ⟨x, y, z⟩) ðàâíîìîùíî ïëîñêîñòè (íàäî çàêîäèðîâàòü ïàðó ⟨x, y⟩
îäíèì ÷èñëîì), è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìîé. Òî æå ñàìîå ìîæíî ïðîäåëàòü è äëÿ
ïðîñòðàíñòâ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ìû ïîêà íå óìååì äîêàçûâàòü, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë (èëè ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö)
íåñ÷¼òíî.
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Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íàçûâàþò ìîùíîñòüþ êîí-
òèíóóìà (îò ëàòèíñêîãî ñëîâà, îçíà÷àþùåãî íåïðåðûâíûé; èìååòñÿ â âèäó,
÷òî òî÷êà íà îòðåçêå ìîæåò íåïðåðûâíî äâèãàòüñÿ îò îäíîãî êîíöà ê äðóãî-
ìó).

�5. Òåîðåìû Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà è Êàíòîðà

Îïðåäåëåíèå ðàâíîìîùíîñòè óòî÷íÿåò èíòóèòèâíóþ èäåþ î ìíîæåñòâàõ îäè-
íàêîâîãî ðàçìåðà. À êàê ôîðìàëüíî îïðåäåëèòü, êîãäà îäíî ìíîæåñòâî áîëü-
øå äðóãîãî?

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ïî ìîùíîñòè íå áîëüøå ìíîæåñòâà B, åñëè îíî
ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà B (âîçìîæíî, ñàìîìó B).

Çàäà÷à 32. Íåêòî ïðåäëîæèë òàêîå îïðåäåëåíèå: ìíîæåñòâî A èìå-
åò ñòðîãî ìåíüøóþ ìîùíîñòü, ÷åì ìíîæåñòâî B, åñëè îíî ðàâíîìîùíî
íåêîòîðîé ÷àñòè ìíîæåñòâà B, íå ñîâïàäàþùåé ñî âñåì B. Ïî÷åìó ýòî
îïðåäåëåíèå íåóäà÷íî? (Óêàçàíèå. Ïîïóëÿðíûå ðàññêàçû î òåîðèè ìíîæåñòâ
÷àñòî íà÷èíàþòñÿ ñ òàêîãî ïàðàäîêñà, âîñõîäÿùåãî ê Ãàëèëåþ. Êàêèõ ÷èñåë
áîëüøå � âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èëè òî÷íûõ êâàäðàòîâ? Ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, òî÷íûå êâàäðàòû ñîñòàâëÿþò ëèøü íåáîëüøóþ ÷àñòü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë; ñ äðóãîé ñòîðîíû èõ ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå ñî âñåìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.)

Îòíîøåíèå èìåòü íå áîëüøóþ ìîùíîñòü îáëàäàåò ìíîãèìè åñòåñòâåííûìè
ñâîéñòâàìè:

• Åñëè A è B ðàâíîìîùíû, òî A èìååò íå áîëüøóþ ìîùíîñòü, ÷åì B.
(Î÷åâèäíî.)
• Åñëè A èìååò íå áîëüøóþ ìîùíîñòü, ÷åì B, à B èìååò íå áîëüøóþ
ìîùíîñòü, ÷åì C, òî A èìååò íå áîëüøóþ ìîùíîñòü, ÷åì C. (Òîæå
íåñëîæíî. Ïóñòü A íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ
B′ ⊂ B, à B íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ C ′ ⊂ C.
Òîãäà ïðè âòîðîì ñîîòâåòñòâèè B′ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ìíîæå-
ñòâó C ′′ ⊂ C ′ ⊂ C, è ïîòîìó A ðàâíîìîùíî C ′′.)
• Åñëè A èìååò íå áîëüøóþ ìîùíîñòü, ÷åì B, à B èìååò íå áîëüøóþ
ìîùíîñòü, ÷åì A, òî îíè ðàâíîìîùíû. (Ýòî âîâñå íå î÷åâèäíîå óòâåð-
æäåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà, êîòî-
ðóþ ìû ñåé÷àñ äîêàæåì.)
• Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B âåðíî (õîòÿ áû) îäíî èç äâóõ: ëè-
áî A èìååò íå áîëüøóþ ìîùíîñòü, ÷åì B, ëèáî B èìååò íå áîëüøóþ
ìîùíîñòü, ÷åì A. (Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà òðåáóåò òàê íàçûâàå-
ìîé òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè è çäåñü ïðèíèìàåòñÿ íà âåðó)
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Òåîðåìà 6 (Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà). Åñëè ìíîæåñòâî A ðàâíîìîùíî íå-
êîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà B, à B ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîä-
ìíîæåñòâó ìíîæåñòâà A, òî ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû.

Äîêàçàòåëüñòâî íåñëîæíî, íî äëèííîå, è ìû åãî îïóñòèì.
Òåîðåìà Êàíòîðà - Áåðíøòåéíà çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâà ðàâ-

íîìîùíîñòè: íàïðèìåð, åñëè ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî áóáëèê è øàð â ïðî-
ñòðàíñòâå ðàâíîìîùíû, òî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî èç áóáëèêà ìîæíî âû-
ðåçàòü ìàëåíüêèé øàð (ãîìîòåòè÷íûé áîëüøîìó), à èç øàðà � ìàëåíüêèé
áóáëèê.

Çàäà÷à 33. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû, ñîäåðæàùèå
õîòÿ áû êóñî÷åê ïðÿìîé èëè êðèâîé, ðàâíîìîùíû.

Çàäà÷à 34. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòðåçîê ðàçáèò íà äâå ÷àñòè, òî õîòÿ
áû îäíà èç íèõ ðàâíîìîùíà îòðåçêó.

Òåïåðü, èìåÿ â âèäó òåîðåìó Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà, âåðí¼ìñÿ ê âîïðîñó î
ñðàâíåíèè ìîùíîñòåé. Äëÿ äàííûõ ìíîæåñòâ A è B òåîðåòè÷åñêè èìåþòñÿ
÷åòûðå âîçìîæíîñòè:

• A ðàâíîìîùíî íåêîòîðîé ÷àñòè B, àB ðàâíîìîùíî íåêîòîðîé ÷àñòè A.
(Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû çíàåì, ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû.)
• A ðàâíîìîùíî íåêîòîðîé ÷àñòè B, íî B íå ðàâíîìîùíî íèêàêîé ÷à-
ñòè A. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî A èìååò ìåíüøóþ ìîùíîñòü,
÷åì B.
• B ðàâíîìîùíî íåêîòîðîé ÷àñòè A, íî A íå ðàâíîìîùíî íèêàêîé ÷à-
ñòè B. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî A èìååò áîëüøóþ ìîùíîñòü,
÷åì B.
• Íè A íå ðàâíîìîùíî íèêàêîé ÷àñòè B, íè B íå ðàâíîìîùíî íèêàêîé
÷àñòè A. (Ýòîò ñëó÷àé íà ñàìîì äåëå íåâîçìîæåí).

Çàäà÷à 35. Äîêàæèòå, ÷òî ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî èìååò ìåíüøóþ
ìîùíîñòü, ÷åì ëþáîå íåñ÷¼òíîå.

Çàäà÷à 36. Ïðîâåðüòå àêêóðàòíî, ÷òî åñëè A èìååò ìåíüøóþ ìîù-
íîñòü, ÷åì B, à B èìååò ìåíüøóþ ìîùíîñòü, ÷åì C, òî A èìååò ìåíü-
øóþ ìîùíîñòü, ÷åì C (òðàíçèòèâíîñòü ñðàâíåíèÿ ìîùíîñòåé).

Çàìåòèì, ÷òî ìû óæå äîëãî ãîâîðèì î ñðàâíåíèè ìîùíîñòåé, íî âîçäåðæè-
âàåìñÿ îò óïîìèíàíèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà êàê ñàìîñòîÿòåëüíîãî îáúåêòà, à
òîëüêî ñðàâíèâàåì ìîùíîñòè ðàçíûõ ìíîæåñòâ.

Òàê èëè èíà÷å, ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü îáîçíà÷åíèå |A| äëÿ ìîùíîñòè ìíî-
æåñòâà A õîòÿ áû êàê âîëüíîñòü ðå÷è: |A| = |B| îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâà A
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è B ðàâíîìîùíû; |A| ≤ |B| îçíà÷àåò, ÷òî A ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíî-
æåñòâó ìíîæåñòâà B, à |A| < |B| îçíà÷àåò, ÷òî A èìååò ìåíüøóþ ìîùíîñòü,
÷åì B (ñì. ñ. 18).

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð íåðàâíîìîùíûõ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ (äî ñèõ ïîð
òàêîãî ïðèìåðà ó íàñ íå áûëî!) äà¼ò äèàãîíàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ Êàíòîðà.

Òåîðåìà 7 (Êàíòîðà). Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íóëåé è åäèíèö íåñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî ñ÷¼òíî. Òîãäà âñå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íóëåé è åäèíèö ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü: α0, α1, . . . Ñîñòàâèì áåñêî-
íå÷íóþ âíèç òàáëèöó, ñòðîêàìè êîòîðîé áóäóò íàøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

α0 = α00 α01 α02 . . .
α1 = α10 α11 α12 . . .
α2 = α20 α21 α22 . . .
. . . . . . . . . . . . .

(÷åðåç αij ìû îáîçíà÷àåì j-é ÷ëåí i- é ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Òåïåðü ðàññìîò-
ðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îáðàçîâàííóþ ñòîÿùèìè íà äèàãîíàëè ÷ëåíàìè α00,
α11, α22, . . . ; å¼ i-é ÷ëåí åñòü αii è ñîâïàäàåò ñ i-ì ÷ëåíîì i-é ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Çàìåíèâ âñå ÷ëåíû íà ïðîòèâîïîëîæíûå, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü β, ó êîòîðîé

βi = 1− αii,

òàê ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü β îòëè÷àåòñÿ îò ëþáîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé αi

(â ïîçèöèè i) è ïîòîìó îòñóòñòâóåò â òàáëèöå. À ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî òàá-
ëèöà âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ïðîòèâîðå÷èå. �

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (êîòîðîå,
êàê ìû âèäåëè, ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö)
íåñ÷¼òíî.

Âåðí¼ìñÿ ê äèàãîíàëüíîé êîíñòðóêöèè. Ìû çíàåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó ïîäìíîæåñòâ íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà (êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó ñîîòâåòñòâóåò åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîé åäèíèöû ñòîÿò íà ìåñòàõ èç ýòîãî ïîäìíîæå-
ñòâà). Ïîýòîìó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ýòó òåîðåìó òàê:

Ìíîæåñòâî N íå ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî òàêæå ìîæíî øàã çà øàãîì ïåðåâåñòè íà òàêîé ÿçûê: ïóñòü
îíè ðàâíîìîùíû; òîãäà åñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå i 7→ Ai ìåæäó
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè è ïîäìíîæåñòâàìè íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Äèàãîíàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýòèõ òåðìèíàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî òåõ i, äëÿ
êîòîðûõ i ∈ Ai, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü β, îòñóòñòâîâàâøàÿ â ïåðå÷èñëåíèè,
òåïåðü áóäåò åãî äîïîëíåíèåì (B = {i | i /∈ Ai}).
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Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ íàòóðàëüíûì
ðÿäîì, è ìû ïðèõîäèì ê òàêîìó óòâåðæäåíèþ:

Òåîðåìà 8 (îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Êàíòîðà). Íèêàêîå ìíîæå-
ñòâî X íå ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó âñåõ ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó X è ìíîæåñòâîì P (X) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Ðàññìîòðèì òå
ýëåìåíòû x ∈ X, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâóþùåìó èì ïîäìíîæå-
ñòâó. Ïóñòü Z � îáðàçîâàííîå èìè ìíîæåñòâî:

Z = {x ∈ X | x /∈ φ(x)}.

Äîêàæåì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî Z íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîìó ýëåìåíòó ìíîæå-
ñòâà X. Ïóñòü ýòî íå òàê è Z = φ(z) äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà z ∈ X. Òîãäà

z ∈ Z ⇔ z /∈ φ(z)⇔ z /∈ Z

(ïåðâîå � ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà Z, âòîðîå � ïî ïðåäïîëîæåíèþ φ(z) =
Z). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî Z äåéñòâèòåëüíî íè÷åìó íå
ñîîòâåòñòâóåò, òàê ÷òî φ íå âçàèìíî îäíîçíà÷íî. �

Ñ äðóãîé, ñòîðîíû, ëþáîå ìíîæåñòâî X ðàâíîìîùíî íåêîòîðîé ÷àñòè ìíî-
æåñòâà P (X). Â ñàìîì äåëå, êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ìîæíî ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî {x}. Ïîýòîìó, âñïîìèíàÿ îïðåäå-
ëåíèå ñðàâíåíèÿ ìíîæåñòâ ïî ìîùíîñòè (ñ. 18), ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà X âñåãäà ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà P (X)

Çàäà÷à 37. Äîêàæèòå, ÷òî n < 2n äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n = 0, 1, 2, . . .

Íà ñàìîì äåëå ìû óæå ïðèáëèçèëèñü ê îïàñíîé ãðàíèöå, êîãäà íàãëÿä-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ìíîæåñòâàõ ïðèâîäÿò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Â ñàìîì äåëå,
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ U , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå
ìíîæåñòâà. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà U áóäóò åãî ýëå-
ìåíòàìè, è P (U) ⊂ U , ÷òî íåâîçìîæíî ïî òåîðåìå Êàíòîðà.

Ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî ðàçâåðíóòü, âñïîìíèâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Êàíòîðà � ïîëó÷èòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïàðàäîêñ Ðàññåëà. Âîò êàê åãî îáû÷íî
èçëàãàþò.

Òèïè÷íûå ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè. Ñêàæåì, ìíîæå-
ñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ñàìî íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì è ïîòî-
ìó íå áóäåò ñâîèì ýëåìåíòîì. Îäíàêî â ïðèíöèïå ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü
è ìíîæåñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñâîèì ýëåìåíòîì (íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ
ìíîæåñòâ). Íàçîâ¼ì òàêèå ìíîæåñòâà íåîáû÷íûìè. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíî-
æåñòâî âñåõ îáû÷íûõ ìíîæåñòâ. Áóäåò ëè îíî îáû÷íûì? Åñëè îíî îáû÷íîå,
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òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñâîèì ýëåìåíòîì è ïîòîìó íåîáû÷íîå, è íàîáîðîò. Êàê æå
òàê?

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ âåðñèÿ ýòîãî ïàðàäîêñà òàêîâà: áóäåì íàçûâàòü ïðè-
ëàãàòåëüíîå ñàìîïðèìåíèìûì, åñëè îíî îáëàäàåò îïèñûâàåìûì ñâîéñòâîì.
Íàïðèìåð, ïðèëàãàòåëüíîå ðóññêèé ñàìîïðèìåíèìî, à ïðèëàãàòåëüíîå ãëè-
íÿíûé íåò. Äðóãîé ïðèìåð: ïðèëàãàòåëüíîå òð¼õñëîæíûé ñàìîïðèìåíèìî, à
äâóñëîæíûé íåò. Òåïåðü âîïðîñ: áóäåò ëè ïðèëàãàòåëüíîå íåñàìîïðèìåíèìûé
ñàìîïðèìåíèìûì? (Ëþáîé îòâåò î÷åâèäíî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.)

Îòñþäà íåäàëåêî äî øèðîêî èçâåñòíîãî ïàðàäîêñà ëæåöà, ãîâîðÿùåãî ÿ
ëãó, èëè äî èñòîðèè î ñîëäàòå, êîòîðûé äîëæåí áûë áðèòü âñåõ ñîëäàò îäíîé
ñ íèì ÷àñòè, êòî íå áðååòñÿ ñàì è ò.ï.

Âîçâðàùàÿñü ê òåîðèè ìíîæåñòâ, ìû îáÿçàíû äàòü ñåáå îò÷¼ò â òîì, ÷òî
ïëîõîãî áûëî â ðàññóæäåíèÿõ, ïðèâåäøèõ ê ïàðàäîêñó Ðàññåëà. Âîïðîñ ýòîò
äàëåêî íå ïðîñòîé, è åãî îáñóæäåíèå àêòèâíî øëî âñþ ïåðâóþ ïîëîâèíó 20-ãî
âåêà. Èòîãè ýòîãî îáñóæäåíèÿ ïðèáëèçèòåëüíî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

• Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà íå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî î÷åâèäíûì; ðàçíûå
ëþäè (è íàó÷íûå òðàäèöèè) ìîãóò ïîíèìàòü åãî ïî-ðàçíîìó.
• Ìíîæåñòâà � ñëèøêîì àáñòðàêòíûå îáúåêòû äëÿ òîãî, ÷òîáû âîïðîñ à
÷òî íà ñàìîì äåëå? èìåë ñìûñë. Íàïðèìåð, â ðàáîòå Êàíòîðà 1878 ãî-
äà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà êîíòèíóóì- ãèïîòåçà: âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî
îòðåçêà ëèáî êîíå÷íî, ëèáî ñ÷¼òíî, ëèáî ðàâíîìîùíî âñåìó îòðåç-
êó. (Äðóãèìè ñëîâàìè, ìåæäó ñ÷¼òíûìè ìíîæåñòâàìè è ìíîæåñòâàìè
ìîùíîñòè êîíòèíóóì íåò ïðîìåæóòî÷íûõ ìîùíîñòåé). Êàíòîð íàïè-
ñàë, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü äîêàçàíî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ìåòîäà èíäóê-
öèè, â èçëîæåíèå êîòîðîãî ìû íå áóäåì âõîäèòü çäåñü ïîäðîáíåå, íî íà
ñàìîì äåëå äîêàçàòü ýòî åìó íå óäàëîñü. Áîëåå òîãî, ïîñòåïåííî ñòàëî
ÿñíî, ÷òî óòâåðæäåíèå êîíòèíóóì-ãèïîòåçû ìîæíî ñ÷èòàòü èñòèííûì
èëè ëîæíûì, � ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå òåîðèè ìíîæåñòâ, íî â
îáùåì-òî íè îäíà èç ýòèõ òåîðèé íå ëó÷øå äðóãîé.

Òóò åñòü íåêîòîðàÿ àíàëîãèÿ ñ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé. Ìû ìî-
æåì ñ÷èòàòü ïÿòûé ïîñòóëàò Åâêëèäà(÷åðåç äàííóþ òî÷êó ïðîõîäèò
íå áîëåå îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé) èñòèííûì. Òîãäà ïîëó-
÷èòñÿ ãåîìåòðèÿ, íàçûâàåìàÿ åâêëèäîâîé. À ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå
àêñèîìû ïðîòèâîïîëîæíîå óòâåðæäåíèå: ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó ìîæ-
íî ïðîâåñòè äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå íåêîòîðîé ïðÿìîé.
Òîãäà ïîëó÷èòñÿ íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.

Âîïðîñ î òîì, åâêëèäîâà èëè íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ïðàâèëüíà íà
ñàìîì äåëå, åñëè âîîáùå èìååò ñìûñë, íå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì
� ñêîðåå îá ýòîì ñëåäóåò ñïðàøèâàòü ôèçèêîâ. Ê òåîðèè ìíîæåñòâ
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ýòî îòíîñèòñÿ â åù¼ áîëüøåé ñòåïåíè, è ðàçâå ÷òî òåîëîãèÿ (Êàíòîð
íåîäíîêðàòíî îáñóæäàë âîïðîñû òåîðèè ìíîæåñòâ ñ ïðîôåññèîíàëàìè-
òåîëîãàìè) ìîãëà áû â ïðèíöèïå ïðåòåíäîâàòü íà îêîí÷àòåëüíûé îò-
âåò.
• Åñëè ìû õîòèì ðàññóæäàòü î ìíîæåñòâàõ, íå âïàäàÿ â ïðîòèâîðå÷èÿ,
íóæíî ïðîÿâëÿòü îñòîðîæíîñòü è èçáåãàòü îïðåäåë¼ííûõ âèäîâ ðàñ-
ñóæäåíèé. Áåçîïàñíûå (ïî êðàéíåé ìåðå ïîêà íå ïðèâåäøèå ê ïðîòè-
âîðå÷èþ) ïðàâèëà îáðàùåíèÿ ñî ìíîæåñòâàìè ñôîðìóëèðîâàíû â àê-
ñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ (ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ ZF, íàçâàííàÿ
â ÷åñòü Öåðìåëî è Ôðåíêåëÿ). Äîáàâèâ ê ýòîé òåîðèè àêñèîìó âûáî-
ðà, ïîëó÷àåì òåîðèþ, íàçûâàåìóþ ZFC (ñhoice ïî-àíãëèéñêè � âûáîð).
Åñòü è äðóãèå, ìåíåå ïîïóëÿðíûå òåîðèè.

Îäíàêî ôîðìàëüíîå ïîñòðîåíèå òåîðèè ìíîæåñòâ âûõîäèò çà ðàìêè íà-
øåãî êóðñà. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ íåôîðìàëüíûì îïèñàíèåì îãðàíè÷å-
íèé, íàêëàäûâàåìûõ âî èçáåæàíèå ïðîòèâîðå÷èé: íåëüçÿ ïðîñòî òàê ðàññìîò-
ðåòü ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ èëè ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ
ñâîèìè ýëåìåíòàìè, ïîñêîëüêó êëàññ ïîòåíöèàëüíûõ ïðåòåíäåíòîâ ñëèøêîì
íåîáîçðèì. Ìíîæåñòâà ìîæíî ñòðîèòü ëèøü ïîñòåïåííî. Íàïðèìåð, ìîæíî
îáðàçîâàòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâà (àêñèîìà ñòå-
ïåíè). Ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîäìíîæåñòâî äàííîãî ìíîæåñòâà, îáðàçîâàííîå
ýëåìåíòàìè ñ êàêèì-òî ñâîéñòâîì (àêñèîìà âûäåëåíèÿ). Ìîæíî ðàññìîòðåòü
ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ õîòÿ áû â îäèí èç ýëåìåíòîâ äàííîãî
ìíîæåñòâà (àêñèîìà ñóììû). Åñòü è äðóãèå àêñèîìû.
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Äî ñèõ ïîð ìû ñòàðàëèñü îãðàíè÷èâàòüñÿ ìèíèìóìîì ôîðìàëüíîñòåé è ãîâî-
ðèëè î ôóíêöèÿõ, èõ àðãóìåíòàõ, çíà÷åíèÿõ, êîìïîçèöèè è ò.ï. áåç ïîïûòîê
äàòü îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé. Ñåé÷àñ ìû äàäèì ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü A è B � äâà ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïàð ⟨a, b⟩, ãäå a ∈ A è b ∈ B. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì
ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B è îáîçíà÷àåòñÿ A×B.

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî R ìíîæåñòâà A×B íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ìåæäó
ìíîæåñòâàìè A è B. Åñëè A = B, ãîâîðÿò î áèíàðíîì îòíîøåíèè íà ìíî-
æåñòâå A. Íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ðàññìîòðåòü
áèíàðíîå îòíîøåíèå áûòü äåëèòåëåì, îáû÷íî îáîçíà÷àåìîå ñèìâîëîì |. Òîãäà
ìîæíî â ïðèíöèïå áûëî áû íàïèñàòü ⟨2, 6⟩ ∈ | è ⟨2, 7⟩ /∈ |. Îáû÷íî, îäíàêî,
çíàê îòíîøåíèÿ ïèøóò ìåæäó îáúåêòàìè (íàïðèìåð, 2|6).
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Çàäà÷à 38. Âîïðîñ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ: îòíîøåíèÿ áûòü äåëèòåëåì è
äåëèòüñÿ íà � ýòî îäíî è òî æå îòíîøåíèå èëè ðàçíûå? (Îòâåò: êîíå÷íî,
ðàçíûå � â óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ïîðÿäîê ñóùåñòâåí.)

Åñëè àðãóìåíòàìè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A, à çíà÷åíèÿ-
ìè � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü îòíîøåíèå ìåæäó A è B,
ñîñòîÿùåå èç ïàð âèäà ⟨x, f(x)⟩. Ïî àíàëîãèè ñ ãðàôèêàìè ôóíêöèé íà ïëîñ-
êîñòè òàêîå ìíîæåñòâî ìîæíî íàçâàòü ãðàôèêîì ôóíêöèè f . Ñ ôîðìàëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ, îäíàêî, óäîáíåå íå ââîäèòü îòäåëüíîãî íåîïðåäåëÿåìîãî ïîíÿ-
òèÿ ôóíêöèè, à âìåñòî ýòîãî îòîæäåñòâèòü ôóíêöèþ ñ å¼ ãðàôèêîì.

Îòíîøåíèå F ⊂ A×B íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé èç A â B, åñëè îíî íå ñîäåð-
æèò ïàð ñ îäèíàêîâûì ïåðâûì ÷ëåíîì è ðàçíûìè âòîðûìè. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî a ∈ A ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî b ∈ B, ïðè
êîòîðîì ⟨a, b⟩ ∈ F .

Òå ýëåìåíòû a ∈ A, äëÿ êîòîðûõ òàêîå b ñóùåñòâóåò, îáðàçóþò îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F . Îíà îáîçíà÷àåòñÿ D(F ) (îò àíãëèéñêîãî ñëîâà
domain). Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ D(F ) ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíê-
öèè F íà àðãóìåíòå a ( â òî÷êå a, êàê èíîãäà ãîâîðÿò) êàê òîò åäèíñòâåííûé
ýëåìåíò b ∈ B, äëÿ êîòîðîãî ⟨a, b⟩ ∈ F . Ýòîò ýëåìåíò çàïèñûâàþò êàê F (a).
Âñå òàêèå ýëåìåíòû b îáðàçóþò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè F , êîòîðîå
îáîçíà÷àåòñÿ ℑ(F ).

Åñëè a /∈ D(F ), òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà íà a. Çàìåòèì, ÷òî
ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ èç A â B íå îáÿçàíà áûòü îïðåäåëåíà íà
âñåõ ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà A � å¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü ëþáûì
ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A. Ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì ìíîæåñòâî å¼ çíà÷åíèé
ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ìíîæåñòâîì B.

Åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f èç A â B ñîâïàäàåò ñ A, òî ïèøóò
f : A→ B.

Ïðèìåð: òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ idA : A→ A ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî A â
ñåáÿ, ïðè÷¼ì id(a) = a äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî
ïàð âèäà ⟨a, a⟩ äëÿ âñåõ a ∈ A. (Èíäåêñ A â idA èíîãäà îïóñêàþò, åñëè ÿñíî,
î êàêîì ìíîæåñòâå èä¼ò ðå÷ü.)

Êîìïîçèöèåé äâóõ ôóíêöèé f : A → B è g : B → C íàçûâàþò ôóíêöèþ
h : A → C, îïðåäåë¼ííóþ ñîîòíîøåíèåì h(x) = g(f(x)). Äðóãèìè ñëîâàìè,
h ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ïàð

{⟨a, c⟩ | ⟨a, b⟩ ∈ f è ⟨b, c⟩ ∈ g äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ B}.

Êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ g◦f (ìû, êàê è â áîëüøèíñòâå êíèã, ïèøåì
ñïðàâà ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïåðâîé).
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Î÷åâèäíî, êîìïîçèöèÿ (êàê îïåðàöèÿ íàä ôóíêöèÿìè) àññîöèàòèâíà, òî
åñòü h◦ (f ◦g) = (h◦f)◦g, ïîýòîìó â êîìïîçèöèè íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäóùèõ
ôóíêöèé ìîæíî îïóñêàòü ñêîáêè.

Ïóñòü f : A→ B.Ïðîîáðàçîì ïîäìíîæåñòâàB′ ⊂ B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ A, äëÿ êîòîðûõ f(x) ∈ B′. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ f−1(B′):

f−1(B′) = {x ∈ A | f(x) ∈ B′}.
Îáðàçîì ìíîæåñòâà A′ ⊂ A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f
íà âñåõ ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà A′. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ f(A′):

f(A′) = {f(a) | a ∈ A′} =
= {b ∈ B | ⟨a, b⟩ ∈ f äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A′}.

Èíîãäà âìåñòî ôóíêöèé ãîâîðÿò îá îòîáðàæåíèÿõ (ðåçåðâèðóÿ òåðìèí
ôóíêöèÿ äëÿ îòîáðàæåíèé ñ ÷èñëîâûìè àðãóìåíòàìè è çíà÷åíèÿìè). Ìû íå
áóäåì ñòðîãî ïðèäåðæèâàòüñÿ òàêèõ ðàçëè÷èé, óïîòðåáëÿÿ ñëîâà îòîáðàæå-
íèå è ôóíêöèÿ êàê ñèíîíèìû.

Ôóíêöèÿ f : A→ B íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé, èëè èíúåêöèåé, èëè âëîæå-
íèåì, åñëè îíà ïåðåâîäèò ðàçíûå ýëåìåíòû â ðàçíûå, òî åñòü åñëè f(a1) ̸=
f(a2) ïðè ðàçëè÷íûõ a1 è a2.

Ôóíêöèÿ f : A → B íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíîé, èëè ñþðúåêöèåé, èëè íà-
ëîæåíèåì, åñëè ìíîæåñòâî å¼ çíà÷åíèé åñòü âñ¼ B. (Èíîãäà òàêèå ôóíêöèè
íàçûâàþò îòîáðàæåíèÿìè íà B.)

Ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ áîëåå ñèììåòðè÷íû, ÷åì ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé
âçãëÿä, êàê ïîêàçûâàþò òàêèå çàäà÷è:

Çàäà÷à 39. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f : A → B ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò ëåâóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ g : B → A,
òî åñòü ôóíêöèþ g, äëÿ êîòîðîé g ◦ f = idA. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ
f : A → B ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò
ïðàâóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ g : B → A, äëÿ êîòîðîé f ◦ g = idB.

Çàäà÷à 40. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f : A → B ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà íå¼ ìîæíî ñîêðàùàòü ñëåâà: èç ðàâåíñòâà
f ◦g1 = f ◦g2 ñëåäóåò ðàâåíñòâî g1 = g2 (äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé g1, g2, îáëàñòè
çíà÷åíèé êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â A). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f : A → B
ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà íå¼ ìîæíî ñîêðà-
ùàòü ñïðàâà: èç ðàâåíñòâà g1 ◦ f = g2 ◦ f ñëåäóåò ðàâåíñòâî g1 = g2 (äëÿ
ëþáûõ ôóíêöèé g1, g2, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ åñòü B).

Îòîáðàæåíèå (ôóíêöèÿ) f : A → B, êîòîðîå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ èíú-
åêöèåé è ñþðúåêöèåé (âëîæåíèåì è íàëîæåíèåì), íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé, èëè
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì.
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Åñëè f � áèåêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1, äëÿ êîòîðîé
f−1(y) = x⇔ f(x) = y.

Çàäà÷à 41. Ìîãóò ëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ëåâàÿ è ïðàâàÿ îáðàòíûå
ñóùåñòâîâàòü, íî áûòü ðàçëè÷íû?

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
f : A → B. Â êàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ (âëîæåíèå) f : A → B?
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì
ìåæäó A è íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B, ïîýòîìó òàêîå âëîæåíèå
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â B åñòü ïîäìíîæåñòâî, ðàâíîìîù-
íîå A, �å êîãäà ìîùíîñòü A íå ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè B (â ñìûñëå îïðåäå-
ëåíèÿ, äàííîãî â ðàçäåëå 5).

×óòü ìåíåå î÷åâèäåí äðóãîé ðåçóëüòàò: íàëîæåíèå A íà B ñóùåñòâóåò òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîùíîñòü B íå ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè A.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü íàëîæåíèå f : A → B ñóùåñòâóåò. Äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà b ∈ B íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò a ∈ A, äëÿ êîòîðîãî f(a) = b.
Âûáðàâ ïî îäíîìó òàêîìó ýëåìåíòó, ìû ïîëó÷èì ïîäìíîæåñòâî A′ ⊂ A, êîòî-
ðîå íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì B. (Çäåñü
ñíîâà èñïîëüçóåòñÿ àêñèîìà âûáîðà, î êîòîðîé ìû ãîâîðèëè íà ñ. 13.)

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó: åñëè êàêîå-òî ïîäìíîæåñòâî A′ ìíîæåñòâà A ðàâ-
íîìîùíî ìíîæåñòâó B è èìååòñÿ áèåêöèÿ g : A′ → B, òî íàëîæåíèå A íà B
ìîæíî ïîëó÷èòü, äîîïðåäåëèâ ýòó áèåêöèþ íà ýëåìåíòàõ âíå A′ êàêèì óãîäíî
îáðàçîì.

Çàäà÷à 42. Íàéäèòå îøèáêó â ýòîì ðàññóæäåíèè, íå ÷èòàÿ äàëüøå.

Íà ñàìîì äåëå òàêîå ïðîäîëæåíèå âîçìîæíî, òîëüêî åñëè B íåïóñòî, òàê
÷òî ïðàâèëüíîå óòâåðæäåíèå çâó÷èò òàê: íàëîæåíèå A íà B ñóùåñòâóåò òîëü-
êî è òîëüêî òîãäà, êîãäà B íåïóñòî è ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæå-
ñòâó A, èëè êîãäà îáà ìíîæåñòâà ïóñòû.

Â íàøåì èçëîæåíèè îñòà¼òñÿ åù¼ îäèí íå âïîëíå ïîíÿòíûé ìîìåíò: ÷òî
òàêîå óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà? Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ýòî ñïîñîá èç äâóõ îáúåê-
òîâ x è y îáðàçîâàòü îäèí îáúåêò ⟨x, y⟩, ïðè÷¼ì ýòîò ñïîñîá îáëàäàåò òàêèì
ñâîéñòâîì:

⟨x1, y1⟩ = ⟨x2, y2⟩ ⇔ x1 = x2 è y1 = y2.

Â ïðèíöèïå, ìîæíî òàê è ñ÷èòàòü ïîíÿòèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû íåîïðåäåëÿ-
åìûì, à ýòî ñâîéñòâî � àêñèîìîé.



26 Ãëàâà I. Ìíîæåñòâà è ôóíêöèè

�7. Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è ïîðÿäêà

Íàïîìíèì, ÷òî áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâî R ⊂ X ×X; âìåñòî ⟨x1, x2⟩ ∈ R ÷àñòî ïèøóò x1Rx2.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

• (ðåôëåêñèâíîñòü) xRx äëÿ âñåõ x ∈ X;
• (ñèììåòðè÷íîñòü) xRy ⇒ yRx äëÿ âñåõ x, y ∈ X;
• (òðàíçèòèâíîñòü) xRy è yRz ⇒ xRz äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, z ∈ X.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå, íî ÷àñòî èñïîëüçóåìîå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 9. (à) Åñëè ìíîæåñòâî X ðàçáèòî â îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, òî îòíîøåíèå ëåæàòü â îäíîì ïîäìíîæåñòâå ÿâ-
ëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

(á) Âñÿêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëó÷àåòñÿ îïèñàííûì ñïîñîáîì
èç íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñîâñåì î÷åâèäíî; ìû ïðèâåä¼ì
äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî, ÷òîáû áûëî âèäíî, ãäå èñïîëüçóþòñÿ âñå ïóíêòû
îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Èòàê, ïóñòü R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X ðàññìîòðèì åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè �
ìíîæåñòâî âñåõ y ∈ X, äëÿ êîòîðûõ âåðíî xRy.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ x1, x2 òàêèå ìíîæåñòâà ëèáî íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Ïóñòü îíè ïåðåñåêàþòñÿ, òî åñòü èìåþò îáùèé
ýëåìåíò z. Òîãäà x1Rz è x2Rz, îòêóäà zRx2 (ñèììåòðè÷íîñòü) è x1Rx2 (òðàí-
çèòèâíîñòü), à òàêæå x2Rx1 (ñèììåòðè÷íîñòü). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî z èç x1Rz
ñëåäóåò x2Rz (òðàíçèòèâíîñòü) è íàîáîðîò.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè êàæäûé ýëåìåíò x ïðè-
íàäëåæèò çàäàâàåìîìó èì êëàññó, òî åñòü äåéñòâèòåëüíî âñ¼ ìíîæåñòâî X
ðàçáèòî íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû. �

Çàäà÷à 43. Ïîêàæèòå, ÷òî òðåáîâàíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçè-
òèâíîñòè ìîæíî çàìåíèòü îäíèì: xRz è yRz ⇒ xRy (ïðè ñîõðàíåíèè
òðåáîâàíèÿ ðåôëåêñèâíîñòè).

Çàäà÷à 44. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâó-
åò íà ìíîæåñòâå {1, 2, 3, 4, 5}?

Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò ôàêòîð- ìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà X ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè R. (Åñëè îòíîøåíèå ñîãëàñî-
âàíî ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè íà X, ïîëó÷àþòñÿ ôàêòîð-ãðóïïû,
ôàêòîð-êîëüöà è ò.ä.)
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Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íàì íå ðàç åù¼ âñòðåòÿòñÿ, íî ñåé÷àñ íàøà
îñíîâíàÿ òåìà � îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ≤ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷-
íîãî ïîðÿäêà, åñëè âûïîëíåíû òàêèå ñâîéñòâà:

• (ðåôëåêñèâíîñòü) x ≤ x äëÿ âñåõ x ∈ X;
• (àíòèñèììåòðè÷íîñòü) x ≤ y è y ≤ x⇒ x = y äëÿ âñåõ x, y ∈ X;
• (òðàíçèòèâíîñòü) x ≤ y è y ≤ z ⇒ x ≤ z äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X.

(Ñëåäóÿ òðàäèöèè, ìû èñïîëüçóåì ñèìâîë ≤ (à íå áóêâó) êàê çíàê îòíîøåíèÿ
ïîðÿäêà.) Ìíîæåñòâî ñ çàäàííûì íà í¼ì îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
íàçûâàþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì.

Ãîâîðÿò, ÷òî äâà ýëåìåíòà x, y ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ñðàâ-
íèìû, åñëè x ≤ y èëè y ≤ x. Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
íå òðåáóåò, ÷òîáû ëþáûå äâà ýëåìåíòà ìíîæåñòâà áûëè ñðàâíèìû. Äîáàâèâ
ýòî òðåáîâàíèå, ìû ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà (ëèíåéíî óïîðÿ-
äî÷åííîãî ìíîæåñòâà).

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ:

• ×èñëîâûå ìíîæåñòâà ñ îáû÷íûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà (çäåñü ïîðÿäîê
áóäåò ëèíåéíûì).
• Íà ìíîæåñòâå R×R âñåõ ïàð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ââåñòè ÷à-
ñòè÷íûé ïîðÿäîê, ñ÷èòàÿ, ÷òî ⟨x1, x2⟩ ≤ ⟨y1, y2⟩, åñëè x1 ≤ x2 è y1 ≤ y2.
Ýòîò ïîðÿäîê óæå íå áóäåò ëèíåéíûì: ïàðû ⟨0, 1⟩ è ⟨1, 0⟩ íå ñðàâíèìû.
• Íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè àðãóìåíòàìè è çíà÷åíèÿìè
ìîæíî ââåñòè ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, ñ÷èòàÿ, ÷òî f ≤ g, åñëè f(x) ≤ g(x)
ïðè âñåõ x ∈ R. Ýòîò ïîðÿäîê íå áóäåò ëèíåéíûì.
• Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ìîæíî îïðåäåëèòü ïîðÿ-
äîê, ñ÷èòàÿ, ÷òî x ≤ y, åñëè x äåëèò y. Ýòîò ïîðÿäîê òîæå íå áóäåò
ëèíåéíûì.
• Îòíîøåíèå ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà x ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äåëè-
òåëåì ÷èñëà y íå áóäåò îòíîøåíèåì ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå öåëûõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (îíî ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, íî íå àíòèñèì-
ìåòðè÷íî).
• Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà íà ìíîæåñòâå P (U) âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà U îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ⊂ áóäåò ÷àñòè÷íûì
ïîðÿäêîì.
• Íà áóêâàõ ðóññêîãî àëôàâèòà òðàäèöèÿ îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ïîðÿäîê
(à ≤ á ≤ â ≤ . . . ≤ ÿ). Ýòîò ïîðÿäîê ëèíååí � ïðî ëþáûå äâå áóêâû
ìîæíî ñêàçàòü, êàêàÿ èç íèõ ðàíüøå (ïðè íåîáõîäèìîñòè çàãëÿíóâ â
ñëîâàðü).
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• Íà ñëîâàõ ðóññêîãî àëôàâèòà îïðåäåë¼í ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê
(êàê â ñëîâàðå). Ôîðìàëüíî îïðåäåëèòü åãî ìîæíî òàê: åñëè ñëîâî x
ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ñëîâà y, òî x ≤ y (íàïðèìåð, êàíò ≤ êàíòîð). Åñëè
íè îäíî èç ñëîâ íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì äðóãîãî, ïîñìîòðèì íà ïåðâóþ
ïî ïîðÿäêó áóêâó, â êîòîðîé ñëîâà îòëè÷àþòñÿ: òî ñëîâî, ãäå ýòà áóêâà
ìåíüøå â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå, è áóäåò ìåíüøå. Ýòîò ïîðÿäîê òàêæå
ëèíååí (èíà÷å ÷òî áû äåëàëè ñîñòàâèòåëè ñëîâàðåé?).
• Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ((x ≤ y)⇔ (x = y)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîãî íèêàêèå äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà íå
ñðàâíèìû.
• Ïðèâåä¼ì òåïåðü áûòîâîé ïðèìåð. Ïóñòü åñòü ìíîæåñòâîX êàðòîííûõ
êîðîáîê. Ââåä¼ì íà í¼ì ïîðÿäîê, ñ÷èòàÿ, ÷òî x ≤ y, åñëè êîðîáêà x
öåëèêîì ïîìåùàåòñÿ âíóòðü êîðîáêè y (èëè åñëè x è y � îäíà è òà æå
êîðîáêà). Â çàâèñèìîñòè îò íàáîðà êîðîáîê ýòîò ïîðÿäîê ìîæåò áûòü
èëè íå áûòü ëèíåéíûì.

Ïóñòü x, y � ýëåìåíòû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X. Ãîâîðÿò,
÷òî x < y, åñëè x ≤ y è x ̸= y. Äëÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ âûïîëíåíû òàêèå
ñâîéñòâà:

x ̸< x;

(x < y) è (y < z) ⇒ x < z.

(Ïåðâîå î÷åâèäíî, ïðîâåðèì âòîðîå: åñëè x < y è y < z, òî åñòü x ≤ y, x ̸= y,
y ≤ z, y ̸= z, òî x ≤ z ïî òðàíçèòèâíîñòè; åñëè áû îêàçàëîñü, ÷òî x = z,
òî ìû áû èìåëè x ≤ y ≤ x è ïîòîìó x = y ïî àíòèñèììåòðè÷íîñòè, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.)

Òåðìèíîëîãè÷åñêîå çàìå÷àíèå: ìû ÷èòàåì çíàê ≤ êàê ìåíüøå èëè ðàâíî,
à çíàê < � êàê ìåíüøå, íåÿâíî ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî x ≤ y òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x < y èëè x = y. Ê ñ÷àñòüþ, ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Åù¼ îäíî çàìå÷à-
íèå: âûðàæåíèå x > y ( x áîëüøå y) îçíà÷àåò, ÷òî y < x, à âûðàæåíèå x ≥ y
( x áîëüøå èëè ðàâíî y) îçíà÷àåò, ÷òî y ≤ x.

Â íåêîòîðûõ êíèæêàõ îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
îòíîøåíèå <, óäîâëåòâîðÿþùåå äâóì óêàçàííûì ñâîéñòâàì. Â ýòîì ñëó÷àå
îòíîøåíèå x ≤ y ⇔ [(x < y) èëè (x = y)] ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà â ñìûñëå íàøåãî îïðåäåëåíèÿ.

Âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû îòíîøåíèå < èíîãäà íàçûâàþò îòíîøåíèåì ñòðî-
ãîãî ïîðÿäêà, à îòíîøåíèå ≤ � îòíîøåíèåì íåñòðîãîãî ïîðÿäêà. Îäíî è òî
æå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ìîæíî çàäàâàòü ïî-ðàçíîìó: ìîæíî
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ñíà÷àëà îïðåäåëèòü îòíîøåíèå íåñòðîãîãî ïîðÿäêà ≤ (ðåôëåêñèâíîå, àíòè-
ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå) è çàòåì èç íåãî ïîëó÷èòü îòíîøåíèå ñòðîãîãî
ïîðÿäêà <, à ìîæíî äåéñòâîâàòü è íàîáîðîò.

Ýëåìåíò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþò íàèáîëüøèì, åñ-
ëè îí áîëüøå ëþáîãî äðóãîãî ýëåìåíòà, è ìàêñèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò
áîëüøåãî ýëåìåíòà. Åñëè ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì, òî
ýòî íå îäíî è òî æå: íàèáîëüøèé ýëåìåíò àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì, íî íå íàîáîðîò. (Îäíî äåëî êîðîáêà, â êîòîðóþ ïîìåùàåòñÿ ëþáàÿ
äðóãàÿ, äðóãîå � êîðîáêà, êîòîðàÿ íèêóäà áîëüøå íå ïîìåùàåòñÿ.)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ íàèìåíüøèå è ìèíèìàëüíûå ýëåìåí-
òû.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî íàèáîëüøèé ýëåìåíò â äàííîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì
ìíîæåñòâå ìîæåò áûòü òîëüêî îäèí, â òî âðåìÿ êàê ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ
ìîæåò áûòü ìíîãî.
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"Åñëè ÷èñëî π ðàöèîíàëüíî, òî π � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî. Íî îíî íå àëãåáðà-
è÷åñêîå. Çíà÷èò, π íå ðàöèîíàëüíî." Ìû íå îáÿçàíû çíàòü, ÷òî òàêîå ÷èñëî π,
êàêèå ÷èñëà íàçûâàþò ðàöèîíàëüíûìè è êàêèå àëãåáðàè÷åñêèì, ÷òîáû ïðè-
çíàòü, ÷òî ýòî ðàññóæäåíèå ïðàâèëüíî � â òîì ñìûñëå, ÷òî èç äâóõ ñôîðìó-
ëèðîâàííûõ ïîñûëîê äåéñòâèòåëüíî âûòåêàåò çàêëþ÷åíèå. Òàêîãî ðîäà ñèòó-
àöèè � êîãäà íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå âåðíî íåçàâèñèìî îò ñìûñëà âõîäÿùèé
â íåãî âûñêàçûâàíèé � ñîñòàâëÿþò ïðåäìåò ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Íàøè ðàññìîòðåíèÿ áóäóò èìåòü âïîëíå òî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð,
õîòÿ ìû íà÷í¼ì ñ íåôîðìàëüíûõ ìîòèâèðîâîê.

Âûñêàçûâàíèÿ ìîãóò áûòü èñòèííûìè è ëîæíûìè. Íàïðèìåð, "216 + 1
� ïðîñòîå ÷èñëî� èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, à "232 + 1 � ïðîñòîå ÷èñëî� ëîæ-
íîå (ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 641). Ïðî âûñêàçûâàíèå "ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ïðîñòûõ p, äëÿ êîòîðûõ p+ 2 � òàêæå ïðîñòîå" íèêòî íå áåð¼òñÿ ñêà-
çàòü íàâåðíÿêà, èñòèííî îíî èëè ëîæíî. Çàìåòèì, ÷òî "x äåëèòñÿ íà 2" â
ýòîì ñìûñëå íå ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì, ïîêà íå ñêàçàíî, ÷åìó ðàâíî x; ïðè
ðàçíûõ x ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå âûñêàçûâàíèÿ, îäíè èñòèííûå (ïðè ÷¼òíîì x),
äðóãèå � ëîæíûå (ïðè íå÷¼òíîì x).

Âûñêàçûâàíèÿ ìîæíî ñîåäèíÿòü äðóã ñ äðóãîì ñ ïîìîùüþ "ëîãè÷åñêèõ
ñâÿçîê". Ýòè ñâÿçêè èìåþò äîâîëüíî ñòðàííûå, íî òðàäèöèîííûå íàçâàíèÿ è
îáîçíà÷åíèÿ (òàáë. 1). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â èìïëèêàöèè A⇒ B âûñêàçûâà-
íèå A íàçûâàþò ïîñûëêîé, èëè àíòåöåäåíòîì èìïëèêàöèè, à B � çàêëþ÷å-
íèåì, èëè êîíñåêâåíòîì.

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî âûñêàçûâàíèå èìååò èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå È (èñ-
òèíà), åñëè îíî èñòèííî, èëè Ë (ëîæü), åñëè îíî ëîæíî. Èíîãäà âìåñòî È
óïîòðåáëÿåòñÿ áóêâà T (true) èëè ÷èñëî 1, à âìåñòî Ë � áóêâà F (false) èëè
÷èñëî 0. (Ñ ïåðâîãî âçãëÿäà èäåÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáðàòü ÷èñëà 0 è
1 êàæåòñÿ äèêîé � êàêàÿ áû ïîëüçà ìîãëà áûòü îò, ñêàæåì, ñëîæåíèÿ èñòèí-
íîñòíûõ çíà÷åíèé? Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì â ïîñëåäíèå ãîäû îáíàðóæèëîñü,
÷òî òàêàÿ ïîëüçà åñòü, è åñëè îïåðèðîâàòü ñ èñòèíîé è ëîæüþ êàê ýëåìåíòà-
ìè êîíå÷íîãî ïîëÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîãî íåîæèäàííûõ ðåçóëüòàòîâ. Íî ýòî
âûõîäèò çà ðàìêè íàøåé êíèãè.)

30



�1. Âûñêàçûâàíèÿ è îïåðàöèè 31

ñâÿçêà îáîçíà÷åíèå íàçâàíèå

A è B A&B A ∧B êîíúþíêöèÿ

A and B

A èëè B A ∨B A or B äèçúþíêöèÿ

íå A ¬A ∼A A îòðèöàíèå

A íåâåðíî not A

èç A ñëåäóåò B A→ B A⇒ B èìïëèêàöèÿ

åñëè A, òî B A ⊃ B ñëåäîâàíèå

A âëå÷¼ò B if A then B

B � ñëåäñòâèå A

Òàáëèöà 1. Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè, îáîçíà÷åíèÿ è íàçâàíèÿ.

Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ïîçâîëÿþò ñîñòàâëÿòü ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ èç ïðî-
ñòûõ. Ïðè ýòîì èñòèííîñòü ñîñòàâíîãî âûñêàçûâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èñòèííî-
ñòüþ åãî ÷àñòåé â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé 2.

A B A ∧B A ∨B A→ B

Ë Ë Ë Ë È
Ë È Ë È È
È Ë Ë È Ë
È È È È È

A ¬A
Ë È
È Ë

Òàáëèöà 2. Òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.

Òå æå ïðàâèëà ìîæíî èçëîæèòü ñëîâåñíî. Âûñêàçûâàíèå A ∧ B èñòèííî,
åñëè îáà âûñêàçûâàíèÿ A è B èñòèííû. Âûñêàçûâàíèå A ∨ B èñòèííî, åñëè
õîòÿ áû îäíî èç âûñêàçûâàíèé A è B èñòèííî. Âûñêàçûâàíèå A→ B ëîæíî
â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå: åñëè A èñòèííî, à B ëîæíî. Íàêîíåö, ¬A èñòèííî â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà A ëîæíî.

Èç âñåõ ñâÿçîê áîëüøå âñåãî âîïðîñîâ âûçûâàåò èìïëèêàöèÿ. Â ñàìîì äåëå,
íå î÷åíü ïîíÿòíî, ïî÷åìó íàäî ñ÷èòàòü, ñêàæåì, âûñêàçûâàíèÿ "åñëè 2×2 = 5,
òî 2×2 = 4" è "åñëè 2×2 = 5, òî 3×3 = 1" èñòèííûìè. (Èìåííî òàê ãîâîðÿò
íàøè òàáëèöû: Ë→ È = Ë→ Ë = È.) Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî
â òàêîì îïðåäåëåíèè åñòü ñìûñë.
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Îáùåïðèçíàíî, ÷òî åñëè ÷èñëî x äåëèòñÿ íà 4, òî îíî äåëèòñÿ íà 2. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âûñêàçûâàíèå

(x äåëèòñÿ íà 4) → (x äåëèòñÿ íà 2)

èñòèííî ïðè âñåõ x. Ïîäñòàâèì ñþäà x = 5: îáå ÷àñòè ëîæíû, à óòâåðæäåíèå
â öåëîì èñòèííî. Ïðè x = 6 ïîñûëêà èìïëèêàöèè ëîæíà, à çàêëþ÷åíèå èñ-
òèííî, è âñÿ èìïëèêàöèÿ èñòèííà. Íàêîíåö, ïðè x = 8 ïîñûëêà è çàêëþ÷åíèå
èñòèííû è èìïëèêàöèÿ â öåëîì èñòèííà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå (åñëè x äåëèòñÿ íà 2, òî x äåëèòñÿ íà 4) íåâåðíî, è ÷èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ
êîíòðïðèìåðîì. Ïðè ýòîì ïîñûëêà èìïëèêàöèè èñòèííà, çàêëþ÷åíèå ëîæíî,
è ñàìà èìïëèêàöèÿ ëîæíà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî èñòèííîñòü èì-
ïëèêàöèè îïðåäåëÿåòñÿ èñòèííîñòüþ å¼ ÷àñòåé (à íå íàëè÷èåì ìåæäó íèìè
êàêèõ-òî ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé), òî âñå ñòðîêè òàáëèöû èñòèííîñòè
îáîñíîâàíû. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü òàêîå óçêî-ôîðìàëüíîå ïîíèìàíèå èìïëèêà-
öèè, ôèëîñîôñêè íàñòðîåííûå ëîãèêè íàçûâàþò å¼ "ìàòåðèàëüíîé èìïëèêà-
öèåé".

Òåïåðü îò íåôîðìàëüíûõ ðàçãîâîðîâ ïåðåéä¼ì ê îïðåäåëåíèÿì. Ýëåìåí-
òàðíûå âûñêàçûâàíèÿ (èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûå) ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ìàëåíüêèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè è íàçûâàòü ïðîïîçèöèîíàëüíû-
ìè ïåðåìåííûìè. Èç íèõ ñòðîÿòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû ïî òàêèì
ïðàâèëàì:

• Âñÿêàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü ôîðìóëà.
• Åñëè A � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà, òî ¬A � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ
ôîðìóëà.
• Åñëè A è B � ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû, òî (A ∧ B), (A ∨ B) è
(A→ B) � ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû.

Ìîæíî åù¼ ñêàçàòü òàê: ôîðìóëû îáðàçóþò ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî, îá-
ëàäàþùåå óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè (ñëîâî "ìèíèìàëüíîå" çäåñü ñóùåñòâåííî:
âåäü åñëè áû ìû îáúÿâèëè ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ, ñêîáîê è
ñâÿçîê ôîðìóëîé, òî ýòè òðè ñâîéñòâà áûëè áû òîæå âûïîëíåíû).

Ïóñòü ôîðìóëà φ ñîäåðæèò n ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ p1, p2, . . . ,
pn. Åñëè ïîäñòàâèòü âìåñòî ýòèõ ïåðåìåííûõ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ (È èëè
Ë), òî ïî òàáëèöàì ìîæíî âû÷èñëèòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ôîðìóëû â öå-
ëîì. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà çàäà¼ò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ îò n àðãóìåíòîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ Ë è È. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
òàêæå ëåæàò â ìíîæåñòâå {Ë,È}, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü B. Ìû áóäåì
ñëåäîâàòü óæå óïîìèíàâøåéñÿ òðàäèöèè è îòîæäåñòâëÿòü È ñ åäèíèöåé, à
Ë � ñ íóë¼ì, òåì ñàìûì B åñòü {0, 1}. Ôîðìóëà φ çàäà¼ò îòîáðàæåíèå òèïà
Bn → B. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþò òàêæå áóëåâûìè ôóíêöèÿìè n àðãó-
ìåíòîâ.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (p ∧ (q ∧ ¬r)). Îíà èñòèííà â åäèíñòâåííîì
ñëó÷àå � êîãäà p è q èñòèííû, à r ëîæíî (ñì. òàáëèöó 3).

p q r ¬r (q ∧ ¬r) (p ∧ (q ∧ ¬r))
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0

Òàáëèöà 3. Òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ (p ∧ (q ∧ ¬r)).

Íåêîòîðûå ôîðìóëû âûðàæàþò ëîãè÷åñêèå çàêîíû � ñîñòàâíûå âûñêàçû-
âàíèÿ, èñòèííûå íåçàâèñèìî îò ñìûñëà èõ ÷àñòåé. Òàêèå ôîðìóëû (èñòèííûå
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íèõ ïåðåìåííûõ) íàçûâàþò òàâòîëîãèÿìè.

Ïðèìåð. Ôîðìóëà ((p ∧ q) → p) ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé (ýòî ìîæíî ïðîâå-
ðèòü, íàïðèìåð, ñîñòàâèâ òàáëèöó). Îíà âûðàæàåò òàêîé ëîãè÷åñêèé çàêîí:
èç êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé ñëåäóåò ïåðâîå èç íèõ.

Çàäà÷à 45. Êàê âûãëÿäèò ñèììåòðè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ äèçúþíêöèè
è êàêàÿ ôîðìóëà åãî âûðàæàåò?

Äâå ôîðìóëû íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè èñòèííû ïðè îäíèõ è
òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ (äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè îíè çàäàþò îäíó è òó
æå áóëåâó ôóíêöèþ). Íàïðèìåð, ôîðìóëà (p ∧ (p → q)) èñòèííà ëèøü ïðè
p = q = È, è ïîòîìó ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå (p ∧ q).

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ((p∧ q)∨ q). Îíà èñòèííà, åñëè ïåðåìåííàÿ q èñòèí-
íà, è ëîæíà, åñëè ïåðåìåííàÿ q ëîæíà. Õîòåëîñü áû ñêàçàòü, ÷òî îíà ýêâè-
âàëåíòíà ôîðìóëå q, íî òóò åñòü ôîðìàëüíàÿ òðóäíîñòü: îíà ñîäåðæèò äâå
ïåðåìåííûå è ïîòîìó çàäà¼ò ôóíêöèþ îò äâóõ àðãóìåíòîâ (òèïà B×B→ B),
â òî âðåìÿ êàê ôîðìóëà q çàäà¼ò ôóíêöèþ îäíîãî àðãóìåíòà. Ìû íå áóäåì
îáðàùàòü íà ýòî âíèìàíèÿ è áóäåì ñ÷èòàòü ýòè ôîðìóëû ýêâèâàëåíòíûìè.
Âîîáùå, åñëè åñòü ñïèñîê ïåðåìåííûõ p1, . . . , pn, ñîäåðæàùèé âñå ïåðåìåííûå
íåêîòîðîé ôîðìóëû φ (è, âîçìîæíî, åù¼ êàêèå-òî ïåðåìåííûå), ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî ôîðìóëà φ çàäà¼ò ôóíêöèþ îò n àðãóìåíòîâ, âîçìîæíî, íà äåëå
çàâèñÿùóþ íå îò âñåõ àðãóìåíòîâ (ïîñòîÿííóþ ïî íåêîòîðûì àðãóìåíòàì)

Ïîñëå ñäåëàííûõ îãîâîðîê ëåãêî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèé ôàêò: ôîðìóëû φ
è ψ ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà ((φ→ ψ)∧ (ψ → φ))
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ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Èñïîëüçóÿ ñîêðàùåíèå (p↔ q) äëÿ ((p→ q)∧(q → p)),
ìîæíî çàïèñûâàòü óòâåðæäåíèÿ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë â âèäå òàâòîëî-
ãèé. Âîò íåñêîëüêî òàêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé:

Òåîðåìà 10. Ôîðìóëû

(p ∧ q)↔ (q ∧ p);
((p ∧ q) ∧ r)↔ (p ∧ (q ∧ r));

(p ∨ q)↔ (q ∨ p);
((p ∨ q) ∨ r)↔ (p ∨ (q ∨ r));
(p ∧ (q ∨ r))↔ ((p ∧ q) ∨ (p ∧ r));
(p ∨ (q ∧ r))↔ ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r));
¬(p ∧ q)↔ (¬p ∨ ¬q);
¬(p ∨ q)↔ (¬p ∧ ¬q);

(p ∨ (p ∧ q))↔ p;

(p ∧ (p ∨ q))↔ p;

(p→ q)↔ (¬q → ¬p);
p↔ ¬¬p

ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå ÷åòûðå ýêâèâàëåíòíîñòè âûðàæàþò êîììóòà-
òèâíîñòü è àññîöèàòèâíîñòü êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè. Ïðîâåðèì, íàïðè-
ìåð, âòîðóþ: ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè èñòèííû â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå (êîãäà
âñå ïåðåìåííûå èñòèííû), è ïîòîìó ýêâèâàëåíòíû. (Äëÿ äèçúþíêöèè óäîá-
íåå ñìîòðåòü, êîãäà îíà ëîæíà.)

Äâå ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè óòâåðæäàþò äèñòðèáóòèâíîñòü � çàìå-
òèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â êîëüöàõ çäåñü âåðíû îáà
ñâîéñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè. Ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü ëåãêî, åñëè îòäåëü-
íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè èñòèííîãî è ëîæíîãî p.

Ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà, çàêîíû Äå Ìîðãàíà, ëåãêî ïðîâåðèòü, çíàÿ, ÷òî
êîíúþíêöèÿ èñòèííà, à äèçúþíêöèÿ ëîæíà ëèøü â îäíîì ñëó÷àå. Ýòè ñâîé-
ñòâà èíîãäà âûðàæàþò ñëîâàìè: "êîíúþíêöèÿ äâîéñòâåííà äèçúþíêöèè".

Äàëåå ñëåäóþò äâà î÷åâèäíûõ çàêîíà ïîãëîùåíèÿ (îäèí èç íèõ ìû óæå
óïîìèíàëè).

Çà íèìè èä¼ò ïðàâèëî êîíòðàïîçèöèè, êîòîðîå ãîâîðèò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
óòâåðæäåíèÿ "åñëè x ñîâåðøåííî, òî x ÷¼òíî" è "åñëè x íå÷¼òíî, òî x íåñî-
âåðøåííî" ðàâíîñèëüíû. Õîòÿ îíî è î÷åâèäíî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëèö
èñòèííîñòè, ñ íèì ñâÿçàíû ëþáîïûòíûå ïàðàäîêñû. Âîò îäèí èç íèõ.
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Áèîëîã À âûäâèíóë ãèïîòåçó: âñå âîðîíû ÷¼ðíûå. Ïðîâåðÿÿ å¼, îí âûøåë
âî äâîð è îáíàðóæèë íà äåðåâå âîðîíó. Îíà îêàçàëîñü ÷¼ðíîé. Áèîëîã À ðà-
äóåòñÿ � ãèïîòåçà ïîäòâåðæäàåòñÿ. Åãî äðóã ìàòåìàòèê Á ïåðåôîðìóëèðîâàë
ãèïîòåçó òàê: âñå íå-÷¼ðíûå ïðåäìåòû � íå âîðîíû (ïðèìåíèâ íàøå ïðàâèëî
êîíòðàïîçèöèè) è íå ñòàë âûõîäèòü âî äâîð, à îòêðûë õîëîäèëüíèê è íàø¼ë
òàì îðàíæåâûé ïðåäìåò. Îí îêàçàëñÿ àïåëüñèíîì, à íå âîðîíîé. Ìàòåìàòèê Á
îáðàäîâàëñÿ � ãèïîòåçà ïîäòâåðæäàåòñÿ � è ïîçâîíèë áèîëîãó À. Òîò óäèâ-
ëÿåòñÿ � ó íåãî òîæå åñòü àïåëüñèí â õîëîäèëüíèêå, íî ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ
íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê åãî ãèïîòåçå àïåëüñèí íå èìååò . . .

Äðóãîé ïàðàäîêñ: ñ òî÷êè çðåíèÿ ôîðìàëüíîé ëîãèêè óòâåðæäåíèÿ "êòî
íå ñ íàìè, òîò ïðîòèâ íàñ" è "êòî íå ïðîòèâ íàñ, òîò ñ íàìè" ðàâíîñèëüíû.

Ïîñëåäíåå (è î÷åâèäíîå) ïðàâèëî p ↔ ¬¬p íàçûâàåòñÿ ñíÿòèåì äâîéíîãî
îòðèöàíèÿ. �

Çàäà÷à 46. Ïåðå÷èñëåííûå ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþò ðàâåíñò-
âàì äëÿ ìíîæåñòâ: íàïðèìåð, ïåðâàÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî P ∩Q = Q∩P äëÿ
ëþáûõ ìíîæåñòâ P è Q. Êàêèå óòâåðæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò îñòàëüíûì
ýêâèâàëåíòíîñòÿì?

Çàäà÷à 47. Äâå ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå òîëüêî ïåðåìåííûå è ñâÿçêè ∧, ∨
è ¬, ýêâèâàëåíòíû. Äîêàæèòå, ÷òî îíè îñòàíóòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
âñþäó çàìåíèòü ∧ íà ∨ è íàîáîðîò.

Äàëåêî íå âñå òàâòîëîãèè èìåþò ÿñíûé èíòóèòèâíûé ñìûñë. Íàïðèìåð,
ôîðìóëà (p→ q) ∨ (q → p) ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé (åñëè îäíî èç óòâåðæäåíèé
p è q ëîæíî, òî èç íåãî ñëåäóåò âñ¼, ÷òî óãîäíî; åñëè îáà èñòèííû, òî òåì áîëåå
ôîðìóëà èñòèííà), õîòÿ è îò÷àñòè ïðîòèâîðå÷èò íàøåé èíòóèöèè � ïî÷åìó,
ñîáñòâåííî, èç äâóõ íèêàê íå ñâÿçàííûõ óòâåðæäåíèé îäíî âëå÷¼ò äðóãîå?
Åù¼ áîëåå çàãàäî÷íà òàâòîëîãèÿ

((p→ q)→ p)→ p

(õîòÿ å¼ íè÷åãî íå ñòîèò ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè).

Îòñòóïëåíèå î ïîëüçå ñêîáîê. Íà ñàìîì äåëå íàøå îïðåäåëåíèå èñòèííîñòè
ñîäåðæèò ñåðü¼çíûé ïðîáåë. ×òîáû îáíàðóæèòü åãî, çàäàäèì ñåáå âîïðîñ:
çà÷åì íóæíû ñêîáêè â ôîðìóëàõ? Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìû èçìåíèì îïðåäå-
ëåíèå ôîðìóëû, è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî P ∧ Q è P ∨ Q ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
äëÿ ëþáûõ P è Q. Îñòàíóòñÿ ëè íàøè ðàññóæäåíèÿ â ñèëå?

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ìû ñòîëêí¼ìñÿ ñ òðóäíîñòüþ ïðè îïðåäåëåíèè áóëåâîé
ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå. Â ýòîì îïðåäåëåíèè ìû ïîäñòàâëÿëè íó-
ëè è åäèíèöû íà ìåñòî ïåðåìåííûõ è çàòåì âû÷èñëÿëè çíà÷åíèå ôîðìóëû ñ
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ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè äëÿ ñâÿçîê. Íî òåïåðü, êîãäà ìû èçìåíèëè îïðå-
äåëåíèå ôîðìóëû, ôîðìóëà p ∧ q ∨ r ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äâóìÿ ñïîñîáàìè
� èç ôîðìóë p ∧ q è r ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ∨ è èç ôîðìóë p è q ∨ r ñ ïîìî-
ùüþ îïåðàöèè ∧. Ýòè äâà òîëêîâàíèÿ äàäóò ðàçíûé ðåçóëüòàò ïðè ïîïûòêå
âû÷èñëèòü çíà÷åíèå 0 ∧ 0 ∨ 1.

Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî ñêîáêè íóæíû, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü îäíîçíà÷-
íîñòü ñèíòàêñè÷åñêîãî ðàçáîðà ôîðìóëû. Òî÷íåå ãîâîðÿ, âåðíî òàêîå óòâåð-
æäåíèå:

Òåîðåìà 11 (îäíîçíà÷íîñòü ðàçáîðà). Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà, íå
ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðåìåííîé, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ðîâíî â îäíîì èç ÷å-
òûð¼õ âèäîâ (A ∧ B), (A ∨ B), (A → B) èëè ¬A, ãäå A è B � íåêîòîðûå
ôîðìóëû, ïðè÷¼ì A è B (â ïåðâûõ òð¼õ ñëó÷àÿõ) âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíî-
çíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè òàê: íà-
çîâ¼ì ñêîáî÷íûì èòîãîì ðàçíèöó ìåæäó ÷èñëîì îòêðûâàþùèõñÿ è çàêðû-
âàþùèõñÿ ñêîáîê. Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû ëåãêî äîêàçàòü òàêóþ
ëåììó:

Ëåììà. Ñêîáî÷íûé èòîã ôîðìóëû ðàâåí íóëþ. Ñêîáî÷íûé èòîã ëþáîãî íà-
÷àëà ôîðìóëû íåîòðèöàòåëåí è ðàâåí íóëþ, ëèøü åñëè ýòî íà÷àëî ñîâïàäàåò
ñî âñåé ôîðìóëîé, ïóñòî èëè ñîñòîèò èç îäíèõ ñèìâîëîâ îòðèöàíèÿ.

Ñëîâà "èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ" îçíà÷àþò, ÷òî ìû ïðîâåðÿåì óòâåðæäå-
íèå äëÿ ïåðåìåííûõ, à òàêæå äîêàçûâàåì, ÷òî åñëè îíî âåðíî äëÿ ôîðìóë A
è B, òî îíî âåðíî è äëÿ ôîðìóë (A ∧B), (A ∨B), (A→ B) è ¬A.

Ïîñëå òîãî êàê ëåììà äîêàçàíà, ðàçáîð ôîðìóëû ïðîâîäèòñÿ òàê: åñëè îíà
íà÷èíàåòñÿ ñ îòðèöàíèÿ, òî ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà ëèøü ïî ÷åòâåðòîìó ïðà-
âèëó. Åñëè æå îíà íà÷èíàåòñÿ ñî ñêîáêè, òî íàäî ñêîáêó óäàëèòü, à ïîòîì
èñêàòü íåïóñòîå íà÷àëî, èìåþùåå íóëåâîé ñêîáî÷íûé èòîã è íå îêàí÷èâàþ-
ùååñÿ íà çíàê ëîãè÷åñêîé îïåðàöèè. Òàêîå íà÷àëî åäèíñòâåííî (êàê ëåãêî
ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ëåììó). Ýòî íà÷àëî è áóäåò ïåðâîé ÷àñòüþ ôîðìóëû.
Òåì ñàìûì ôîðìóëà ðàçáèðàåòñÿ îäíîçíà÷íî. �

Íåò ñìûñëà âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè ýòîãî (íåñëîæíîãî) ðàññóæäåíèÿ:
âîîáùå-òî àëãîðèòìû ðàçáîðà ôîðìóë � ýòî îòäåëüíàÿ áîëüøàÿ è ïðàêòè÷å-
ñêè âàæíàÿ òåìà (â ïåðâóþ î÷åðåäü â ñâÿçè ñ êîìïèëÿòîðàìè). Ïðèâåä¼ííûé
íàìè àëãîðèòì äàëåêî íå îïòèìàëåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû âîîáùå ìîæåì
îáîéòè ýòó ïðîáëåìó, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ïðè çàïèñè ôîðìóë ëåâàÿ è ïðàâàÿ
ñêîáêè, îêðóæàþùèå ôîðìóëó, ñâÿçûâàëèñü ëèíèåé � òîãäà îäíîçíà÷íîñòü
ðàçáîðà ôîðìóëû íå âûçûâàåò âîïðîñîâ, è áîëüøå íè÷åãî íàì íå íàäî.
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Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü ñêîáêè, åñëè îíè ëèáî íå èãðàþò ðîëè
(íàïðèìåð, ìîæíî íàïèñàòü êîíúþíêöèþ òð¼õ ÷ëåíîâ, íå óêàçûâàÿ ïîðÿäîê
äåéñòâèé â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè), ëèáî ÿñíû èç êîíòåêñòà.

�2. Ïîëíûå ñèñòåìû ñâÿçîê

Ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè ñèñòåìà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê (∧, ∨,→, ¬) ïîëíà
â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Òåîðåìà 12 (Ïîëíîòà ñèñòåìû ñâÿçîê). Ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ n àðãó-
ìåíòîâ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîùå âñåãî ïîÿñíèòü ýòî íà ïðèìåðå. Ïóñòü, íàïðè-
ìåð, áóëåâà ôóíêöèÿ φ(p, q, r) çàäàíà òàáëèöåé 4.

p q r φ(p, q, r)
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

(¬p ∧ ¬q ∧ ¬r)∨
∨(¬p ∧ q ∧ r)∨
∨(p ∧ q ∧ r)

Òàáëèöà 4. Áóëåâà ôóíêöèÿ è çàäàþùàÿ å¼ ôîðìóëà.

Â òàáëèöå åñòü òðè ñòðîêè ñ åäèíèöàìè â ïðàâîé êîëîíêå � òðè ñëó÷àÿ, êî-
ãäà áóëåâà ôóíêöèÿ èñòèííà (ðàâíà 1). Íàïèøåì òðè êîíúþíêöèè, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ïîêðûâàåò îäèí ñëó÷àé (à â îñòàëüíûõ ñòðîêàõ ëîæíà), è ñîåäèíèì
èõ äèçúþíêöèåé. Íóæíàÿ ôîðìóëà ïîñòðîåíà.

ßñíî, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèìåíèìà äëÿ ëþáîé òàáëèöû (ñ ëþ-
áûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ). �

Äëÿ ôîðìóë ïîäîáíîãî âèäà åñòü ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå: ôîðìóëû â äèçú-
þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Áîëåå ïîäðîáíî: ëèòåðàëîì íàçûâàåòñÿ ïå-
ðåìåííàÿ èëè îòðèöàíèå ïåðåìåííîé, êîíúþíêòîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ
êîíúþíêöèÿ ëèòåðàëîâ, à äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé íàçûâàåòñÿ
äèçúþíêöèÿ êîíúþíêòîâ. Â íàøåì ñëó÷àå â êàæäûé êîíúþíêò âõîäèò n ëè-
òåðàëîâ (ãäå n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ), à ÷èñëî êîíúþíêòîâ ðàâíî ÷èñëó ñòðîê
ñ åäèíèöàìè è ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò íóëÿ (òîãäà, ïðàâäà, ïîëó÷àåòñÿ íå ñîâñåì
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ôîðìóëà, à "ïóñòàÿ äèçúþíêöèÿ è å¼ ìîæíî çàìåíèòü êàêîé-íèáóäü âñåãäà
ëîæíîé ôîðìóëîé òèïà p ∧ ¬p) äî 2n (åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ âñåãäà èñòèííà).

Çàäà÷à 48. Äëèíà ïîñòðîåííîé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 12 ôîðìóëû
çàâèñèò îò ÷èñëà åäèíèö: ôîðìóëà áóäåò êîðîòêîé, åñëè åäèíèö â òàáëèöå
ìàëî. À êàê íàïèñàòü (ñðàâíèòåëüíî) êîðîòêóþ ôîðìóëó, åñëè â òàáëèöå
ìàëî íóëåé, à â îñíîâíîì åäèíèöû?

Èíîãäà ïîëåçíà êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîíúþíêöèþ äèçúþíêòîâ. Êàæäûé äèçúþíêò ñîñòîèò èç ëèòåðàëîâ,
ñîåäèí¼ííûõ äèçúþíêöèÿìè. Òåîðåìó 12 ìîæíî òåïåðü óñèëèòü òàê:

Òåîðåìà 13. Âñÿêàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ôîðìóëîé,
íàõîäÿùåéñÿ â äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå, à òàêæå ôîðìóëîé, íà-
õîäÿùåéñÿ â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ óæå äîêàçàíà. Âòîðàÿ
÷àñòü àíàëîãè÷íà ïåðâîé, íàäî òîëüêî äëÿ êàæäîé ñòðîêè ñ íóë¼ì íàïèñàòü
ïîäõîäÿùèé äèçúþíêò.

Ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ ¬φ â äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìå, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíàìè Äå Ìîðãàíà, ÷òîáû âíåñòè îòðè-
öàíèå âíóòðü. �

Âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëåíèå íîðìàëüíîé ôîðìû íå òðåáóåò, ÷òîáû â êàæ-
äîì êîíúþíêòå (èëè äèçúþíêòå) âñòðå÷àëèñü âñå ïåðåìåííûå. (Ïîâòîðÿòü
ïåðåìåííóþ áîëüøå îäíîãî ðàçà ñìûñëà íåò; åñëè, íàïðèìåð, ïåðåìåííàÿ è å¼
îòðèöàíèå âõîäÿò â îäíó êîíúþíêöèþ, òî ýòà êîíúþíêöèÿ âñåãäà ëîæíà è å¼
ìîæíî âûáðîñèòü.)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 12 ìû îáîøëèñü áåç èìïëèêà-
öèè. Ýòî è íå óäèâèòåëüíî, òàê êàê îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äèçúþíêöèþ è
îòðèöàíèå:

(p→ q) ↔ (¬p ∨ q)
(ïðîâåðüòå!). Ìû ìîãëè áû îáîéòèñü òîëüêî êîíúþíêöèåé è îòðèöàíèåì, òàê
êàê

(p ∨ q) ↔ ¬(¬p ∧ ¬q),
èëè òîëüêî äèçúþíêöèåé è îòðèöàíèåì, òàê êàê

(p ∧ q) ↔ ¬(¬p ∨ ¬q)
(îáå ýêâèâàëåíòíîñòè âûòåêàþò èç çàêîíîâ Äå Ìîðãàíà; èõ ëåãêî ïðîâåðèòü è
íåïîñðåäñòâåííî). Êàê ãîâîðÿò, ñèñòåìà ñâÿçîê ∧,¬, à òàêæå ñèñòåìà ñâÿçîê
∨,¬ ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè. (Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ
ìîæíî çàïèñàòü ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ.)
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Çàäà÷à 49. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ñâÿçîê ¬,→ ïîëíà. (Óêàçàíèå: êàê
çàïèñàòü ÷åðåç íèõ äèçúþíêöèþ?)

À âîò áåç îòðèöàíèÿ îáîéòèñü íåëüçÿ. Ñèñòåìà ñâÿçîê ∧,∨,→ íåïîëíà
� è ïî î÷åíü ïðîñòîé ïðè÷èíå: åñëè âñå ïåðåìåííûå èñòèííû, òî ëþáàÿ èõ
êîìáèíàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî óêàçàííûå ñâÿçêè, èñòèííà. (Êàê ãîâîðÿò,
âñå ýòè ñâÿçêè "ñîõðàíÿþò åäèíèöó".)

Â ïðèíöèïå ìû íå îáÿçàíû îãðàíè÷èâàòüñÿ ÷åòûðüìÿ ðàññìîòðåííûìè
ñâÿçêàìè. Ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò èãðàòü ðîëü ñâÿçêè. Íàïðèìåð, ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü ñâÿçêó (p notand q), çàäàâàåìóþ ýêâèâàëåíòíîñòüþ

(p notand q) ↔ ¬(p ∧ q)
(ñëîâàìè: (p notand q) ëîæíî, ëèøü åñëè p è q èñòèííû). ×åðåç íå¼ âûðà-
æàåòñÿ îòðèöàíèå (p notand p), ïîñëå ÷åãî ìîæíî âûðàçèòü êîíúþíêöèþ,
à çàòåì, êàê ìû çíàåì, è âîîáùå ëþáóþ ôóíêöèþ. (Çíàêîìûå ñ öèôðîâû-
ìè ëîãè÷åñêèìè ñõåìàìè ìàëîãî óðîâíÿ èíòåãðàöèè õîðîøî çíàêîìû ñ ýòèì
óòâåðæäåíèåì: äîñòàòî÷íî áîëüøîé çàïàñ ñõåì È-ÍÅ ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü
ëþáóþ òðåáóåìóþ çàâèñèìîñòü âûõîäà îò âõîäîâ.)

Äðóãàÿ èíòåðåñíàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà ñâÿçîê � ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2,
êîíúþíêöèÿ è êîíñòàíòà 1 (êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü 0-àðíîé ñâÿçêîé, çàäà-
þùåé ôóíêöèþ îò íóëÿ àðãóìåíòîâ). Ïðåäñòàâëåííûå â ýòîé ñèñòåìå áóëåâû
ôóíêöèè ñòàíîâÿòñÿ ïîëèíîìàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè â êîëüöå âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ 2. Èäåÿ ðàññìàòðèâàòü áóëåâû ôóíêöèè êàê ïîëèíîìû (îêàçàâøàÿñÿ
íåîæèäàííî ïëîäîòâîðíîé â ïîñëåäíèå ãîäû) áûëà âûñêàçàíà â 1927 ã.
ðîññèéñêèì ìàòåìàòèêîì Èâàíîì Èâàíîâè÷åì Æåãàëêèíûì.

Íàçîâ¼ì ìîíîìîì êîíúþíêöèþ ëþáîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ èëè êîíñòàíòó
1 (êîòîðóþ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíúþíêöèþ íóëÿ ïåðåìåííûõ).
Íàçâàíèå ýòî åñòåñòâåííî, òàê êàê ïðè íàøèõ ñîãëàøåíèÿõ (1 îáîçíà÷àåò èñ-
òèíó, 0 � ëîæü) êîíúþíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ.

Íàçîâ¼ì ïîëèíîìîì ñóììó òàêèõ ìîíîìîâ ïî ìîäóëþ 2 (ýòî çíà÷èò, ÷òî
0⊕0 = 0, 0⊕1 = 1⊕0 = 1 è 1⊕1 = 0). ßñíî, ÷òî äâà ïîâòîðÿþùèõñÿ ìîíîìà
ìîæíî ñîêðàòèòü (âåäü ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2), òàê ÷òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî ïîëèíîìû áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ ìîíîìîâ. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ïîðÿ-
äîê ÷ëåíîâ â ìîíîìå (êàê è ïîðÿäîê ìîíîìîâ â ïîëèíîìå) ðîëè íå èãðàåò, èõ
ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü.

Òåîðåìà 14 (î ïîëèíîìàõÆåãàëêèíà). Âñÿêàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ îäíîçíà÷-
íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêèì ïîëèíîìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî ïîëèíîìà ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû 13, òàê êàê êîíúþíêöèÿ åñòü óìíîæåíèå, îòðèöàíèå � ïðèáàâëåíèå åäè-
íèöû, à äèçúþíêöèþ ìîæíî ÷åðåç íèõ âûðàçèòü (ïîëó÷èòñÿ p+ q+ pq). Íàäî
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òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî ñòåïåíè íå íóæíû: ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0
è 1, òàê ÷òî xn ìîæíî çàìåíèòü íà x.

Äàëåå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîëèíîìîâ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî áóëåâûõ ôóíê-
öèé, à èìåííî 22

n

. Â ñàìîì äåëå, áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå èç
äâóõ çíà÷åíèé â êàæäîé èç 2n òî÷åê áóëåâà êóáà Bn, à ìíîãî÷ëåí ìîæåò âêëþ-
÷àòü èëè íå âêëþ÷àòü ëþáîé èç 2n ìîíîìîâ. (Ìîíîìîâ ðîâíî 2n, ïîòîìó ÷òî
êàæäûé ìîíîì âêëþ÷àåò èëè íå âêëþ÷àåò ëþáóþ èç n ïåðåìåííûõ.) Ïîýòîìó
èçáûòêà ïîëèíîìîâ íåò, è åñëè ëþáàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà ïîëèíîìîì, òî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

�

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå áóëåâû ôóíêöèè â êà÷åñòâå ñâÿçîê, âîç-
íèêàåò âîïðîñ: â êàêîì ñëó÷àå íàáîð áóëåâûõ ôóíêöèé îáðàçóåò ïîëíûé áà-
çèñ? (Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïî-
çèöèè ôóíêöèé èç íàáîðà, �å çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ôîðìóëû, ãäå ñâÿçêàìè
ñëóæàò ôóíêöèè íàáîðà.) Ïîäîáíûå âîïðîñû âûçûâàëè â ñâî¼ âðåìÿ áîëüøîé
èíòåðåñ è áûëè õîðîøî èçó÷åíû. Íà÷àëüíûì ýòàïîì ÿâèëîñü òàêîå óòâåðæäå-
íèå:

Òåîðåìà 15 (êðèòåðèé Ïîñòà). Íàáîð áóëåâûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì íè â îäíîì èç ïÿòè
ñëåäóþùèõ "ïðåäïîëíûõ êëàññîâ":

• ìîíîòîííûå ôóíêöèè;
• ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùèå íóëü;
• ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùèå åäèíèöó;
• ëèíåéíûå ôóíêöèè;
• ñàìîäâîéñòâåííûå ôóíêöèè.

(Ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà, åñëè îíà ìîíîòîííî íåóáûâàåò ïî êàæäîìó èç ñâîèõ
àðãóìåíòîâ. Ôóíêöèÿ f ñîõðàíÿåò íóëü/ åäèíèöó, åñëè f(0, . . . , 0) = 0 (ñî-
îòâåòñòâåííî f(1, . . . , 1) = 1). Ôóíêöèÿ f ëèíåéíà, åñëè îíà ïðåäñòàâèìà
ìíîãî÷ëåíîì, â êîòîðîì âñå ìîíîìû ñîäåðæàò íå áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé.
Íàêîíåö, ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè f(1 − p1, . . . , 1 −
pn) = 1− f(p1, . . . , pn).)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íàáîð ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç êëàññîâ, òî è âñå
êîìïîçèöèè òàêæå íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû ýòîãî êëàññà (ëåãêî ïðîâåðèòü äëÿ
êàæäîãî èç êëàññîâ â îòäåëüíîñòè) è ïîýòîìó íàáîð íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Äî-
êàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî êëàññà âûáðàíà êàêàÿ-òî
ôóíêöèÿ, â í¼ì íå ëåæàùàÿ. Óáåäèìñÿ, ÷òî ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèé âûáðàí-
íûõ ôóíêöèé ìîæíî ïîëó÷èòü âñå áóëåâû ôóíêöèè.
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Ó íàñ åñòü ôóíêöèÿ, íå ñîõðàíÿþùàÿ íóëü. Ïîäñòàâèì âìåñòî âñåõ àðãó-
ìåíòîâ îäíó è òó æå ïåðåìåííóþ. Ïîëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ îò îäíîãî àðãóìåíòà,
îòîáðàæàþùàÿ íóëü â åäèíèöó, òî åñòü ëèáî êîíñòàíòà 1, ëèáî îòðèöàíèå.
Ñäåëàâ òî æå ñàìîå ñ ôóíêöèåé, íå ñîõðàíÿþùåé åäèíèöó, ïîëó÷èì ëèáî êîí-
ñòàíòó íóëü, ëèáî îòðèöàíèå. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ ëèáî åñòü îòðèöàíèå, ëèáî
îáå êîíñòàíòû 0 è 1.

Åñëè åñòü îáå êîíñòàíòû, òî âñ¼ ðàâíî ìîæíî ïîëó÷èòü îòðèöàíèå. Âîçü-
ì¼ì íåìîíîòîííóþ ôóíêöèþ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îíà äîëæíà ìåíÿòü çíà÷å-
íèå ñ åäèíèöû íà íóëü ïðè èçìåíåíèè êàêîãî-òî îäíîãî àðãóìåíòà ñ íóëÿ íà
åäèíèöó (â ñàìîì äåëå, áóäåì óâåëè÷èâàòü àðãóìåíòû ïî îäíîìó, â êàêîé-òî
ìîìåíò çíà÷åíèå ôóíêöèè óìåíüøèòñÿ.) Çàôèêñèðîâàâ çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ
àðãóìåíòîâ (âåäü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êîíñòàíòû åñòü), ïîëó÷àåì îòðèöàíèå.

Èìåÿ îòðèöàíèå è íåñàìîäâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ, ëåãêî ïîëó÷èòü êîíñòàí-
òû (åñëè èõ íå áûëî). Â ñàìîì äåëå, íåñàìîäâîéñòâåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî
f(x1, . . . , xn) = f(1−x1, . . . , 1−xn) äëÿ êàêèõ-òî çíà÷åíèé x1, . . . , xn ∈ {0, 1}.
Âìåñòî íóëåâûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ïîäñòàâèì p, âìåñòî åäèíèö
ïîäñòàâèì ¬p, ïîëó÷èòñÿ îäíà èç êîíñòàíò. Âòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ îòðèöàíèåì.

Òåïåðü ó íàñ åñòü êîíñòàíòû, îòðèöàíèå è íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(p1, . . . ,
pn). Íåëèíåéíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî â å¼ ïðåäñòàâëåíèè â âèäå ìíîãî÷ëåíà åñòü
ìîíîì, ñîñòîÿùèé áîëåå ÷åì èç îäíîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü, íàïðèìåð, ýòîò ìî-
íîì ñîäåðæèò ïåðåìåííûå p1 è p2. Ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû ïî ÷åòûð¼ì ãðóïïàì
è ïîëó÷èì âûðàæåíèå

p1p2A(p3, . . . ) + p1B(p3, . . . ) + p2C(p3, . . . ) +D(p3, . . . ).

Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåí A(p3, . . . ) çàâåäîìî îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó ìîæíî
òàê ïîäñòàâèòü êîíñòàíòû âìåñòî p3, . . . , pn, ÷òîáû ïåðâîå ñëàãàåìîå íå îá-
ðàòèëîñü â íóëü. Òîãäà ïîëó÷èì ëèáî p1p2 + d, ëèáî p1p2 + p1 + d, ëèáî
p1p2 + p2 + d, ëèáî p1p2 + p1 + p2 + d. Ñâîáîäíûé ÷ëåí d ìîæíî ìåíÿòü, åñëè
íóæíî (ó íàñ åñòü îòðèöàíèå), òàê ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ëèáî p1p2 (êîíúþíêöèÿ,
è âñ¼ äîêàçàíî), ëèáî p1p2 + p1 = p1(p2 + 1) = p1 ∧ ¬p2 (óáèðàåì îòðèöà-
íèå, ïîëó÷àåì êîíúþíêöèþ, âñ¼ äîêàçàíî), ëèáî p1p2 + p2 (àíàëîãè÷íî), ëèáî
p1p2 + p1 + p2 = (1 + p1)(1 + p2) − 1 = ¬(¬p1 ∧ ¬p2) = p1 ∨ p2 (äèçúþíêöèÿ,
âñ¼ äîêàçàíî). �

�3. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé

Íàïîìíèì, ÷òî òàâòîëîãèåé ìû íàçûâàëè ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ôîðìóëó, èñ-
òèííóþ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå òàâòîëîãèè
ìîæíî ïîëó÷èòü èç íåêîòîðîãî íàáîðà "àêñèîì"ñ ïîìîùüþ "ïðàâèë âûâî-
äà êîòîðûå èìåþò ÷èñòî ñèíòàêñè÷åñêèé õàðàêòåð è íèêàê íå àïåëëèðóþò ê
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ñìûñëó ôîðìóëû, å¼ èñòèííîñòè è ò.ä. Ýòó çàäà÷ó ðåøàåò òàê íàçûâàåìîå
èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé (ÈÂ). Â ýòîé ãëàâå ìû ïåðå÷èñëèì àêñèîìû è ïðà-
âèëà âûâîäà ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ, è ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû
î ïîëíîòå (êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêàÿ òàâòîëîãèÿ âûâîäèìà â èñ÷èñëå-
íèè âûñêàçûâàíèé).

Êàêîâû áû íè áûëè ôîðìóëû A,B,C, ñëåäóþùèå ôîðìóëû íàçûâàþò àê-
ñèîìàìè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé:

(1) A→ (B → A);
(2) (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C));
(3) (A ∧B)→ A;
(4) (A ∧B)→ B;
(5) A→ (B → (A ∧B));
(6) A→ (A ∨B);
(7) B → (A ∨B);
(8) (A→ C)→ ((B → C)→ (A ∨B → C));
(9) ¬A→ (A→ B);
(10) (A→ B)→ ((A→ ¬B)→ ¬A);
(11) A ∨ ¬A.

Êàê ãîâîðÿò, ìû èìååì çäåñü îäèííàäöàòü "ñõåì àêñèîì"; èç êàæäîé ñõåìû
ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå àêñèîìû, çàìåíÿÿ âõîäÿùèå â íå¼
áóêâû íà ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû.

Åäèíñòâåííûì ïðàâèëîì âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âèëî ñî ñðåäíåâåêîâûì íàçâàíèåì "modus ponens"(MP). Ýòî ïðàâèëî ðàçðå-
øàåò ïîëó÷èòü (âûâåñòè) èç ôîðìóë A è (A→ B) ôîðìóëó B.

Âûâîäîì â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôîðìóë, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü àêñèîìà èëè ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäó-
ùèõ ïî ïðàâèëó modus ponens.

Âîò ïðèìåð âûâîäà (â í¼ì ïåðâàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ñõåìû (1), âòîðàÿ � ñõåìû (2), à ïîñëåäíÿÿ ïîëó÷àåòñÿ èç äâóõ ïðåäûäóùèõ
ïî ïðàâèëó modus ponens):

(p→ (q → p)),

(p→ (q → p))→ ((p→ q)→ (p→ p)),

((p→ q)→ (p→ p)).

Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà A íàçûâàåòñÿ âûâîäèìîé â èñ÷èñëåíèè âû-
ñêàçûâàíèé, èëè òåîðåìîé èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, åñëè ñóùåñòâóåò âû-
âîä, â êîòîðîì ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ðàâíà A. Òàêîé âûâîä íàçûâàþò âûâîäîì
ôîðìóëû A. (Â ïðèíöèïå ìîæíî áûëî áû è íå òðåáîâàòü, ÷òîáû ôîðìóëà A
áûëà ïîñëåäíåé � âñå äàëüíåéøèå ôîðìóëû ìîæíî ïðîñòî âû÷åðêíóòü.)
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Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé âûâîäÿòñÿ âñå òàâòîëî-
ãèè è òîëüêî îíè. Îáû÷íî ýòî óòâåðæäåíèå ðàçáèâàþò íà äâå ÷àñòè: ïðîñòóþ
è ñëîæíóþ. Íà÷í¼ì ñ ïðîñòîé:

Òåîðåìà 16 (î êîððåêòíîñòè ÈÂ). Âñÿêàÿ òåîðåìà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçû-
âàíèé åñòü òàâòîëîãèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå àêñèîìû � òàâòîëîãèè.
Äëÿ ïðèìåðà ïðîäåëàåì ýòî äëÿ ñàìîé äëèííîé àêñèîìû (òî÷íåå, ñõåìû àê-
ñèîì) � äëÿ âòîðîé. Â êàêîì ñëó÷àå ôîðìóëà

(A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C))

(ãäå A,B,C � íåêîòîðûå ôîðìóëû) ìîãëà áû áûòü ëîæíîé? Äëÿ ýòîãî ïîñûë-
êà A→ (B → C) äîëæíà áûòü èñòèííîé, à çàêëþ÷åíèå (A→ B)→ (A→ C)
� ëîæíûì. ×òîáû çàêëþ÷åíèå áûëî ëîæíûì, ôîðìóëà A→ B äîëæíà áûòü
èñòèííîé, à ôîðìóëà A→ C � ëîæíîé. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî A èñòèííà,
à C ëîæíà. Òàêèì îáðàçîì, ìû çíàåì, ÷òî A, (A → B) è (A → (B → C))
èñòèííû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî B è (B → C) èñòèííû, è ïîòîìó C èñòèííà �
ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, íàøà ôîðìóëà íå áûâàåò ëîæíîé.

Êîððåêòíîñòü ïðàâèëà MP òàêæå î÷åâèäíà: åñëè ôîðìóëû (A → B) è
A âñåãäà èñòèííû, òî ïî îïðåäåëåíèþ èìïëèêàöèè ôîðìóëà B òàêæå âñåãäà
èñòèííà. Òàêèì îáðàçîì, âñå ôîðìóëû, âõîäÿùèå â âûâîäû (âñå òåîðåìû)
ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè. �

Ãîðàçäî ñëîæíåå äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 17 (î ïîëíîòå ÈÂ). Âñÿêàÿ òàâòîëîãèÿ åñòü òåîðåìà èñ÷èñëå-
íèÿ âûñêàçûâàíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ÷óòü ïîçæå. Ïðåæäå âñåãî ìû äîëæíû ïðèîáðåñòè
íåêîòîðûé îïûò ïîñòðîåíèÿ âûâîäîâ è èñïîëüçîâàíèÿ àêñèîì.

Ëåììà 1. Êàêîâà áû íè áûëà ôîðìóëà D, ôîðìóëà (D → D) ÿâëÿåòñÿ òåî-
ðåìîé.

Äîêàæåì ëåììó, ïðåäúÿâèâ âûâîä ôîðìóëû (D → D) â èñ÷èñëåíèè âû-
ñêàçûâàíèé.
1. (D → ((D → D)→ D))→ ((D → (D → D))→ (D → D))
[àêñèîìà 2 ïðè A = D, B = (D → D), C = D];

2. D → ((D → D)→ D) [àêñèîìà 1];
3. (D → (D → D))→ (D → D) [èç 1 è 2 ïî ïðàâèëó MP];
4. D → (D → D) [àêñèîìà 1];
5. (D → D) [èç 3 è 4 ïî ïðàâèëó MP].
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Êàê âèäíî, âûâîä äàæå òàêîé ïðîñòîé òàâòîëîãèè, êàê (D → D), òðåáóåò
íåêîòîðîé èçîáðåòàòåëüíîñòè. Ìû îáëåã÷èì ñåáå æèçíü, äîêàçàâ íåêîòîðîå
îáùåå óòâåðæäåíèå î âûâîäèìîñòè.

×àñòî ìû ðàññóæäàåì òàê: ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî êàêîå-òî óòâåð-
æäåíèå A, è âûâîäèì ðàçëè÷íûå ñëåäñòâèÿ. Ïîñëå òîãî êàê äðóãîå óòâåð-
æäåíèå B äîêàçàíî, ìû âñïîìèíàåì, ÷òî èñïîëüçîâàëè ïðåäïîëîæåíèå A, è
çàêëþ÷àåì, ÷òî ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå A→ B. Ñëåäóþùàÿ ëåììà, íàçû-
âàåìàÿ èíîãäà "ëåììîé î äåäóêöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò ïîäõîä ïðàâîìåðåí
è äëÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë. Âûâîäîì èç Γ íàçûâàåòñÿ êî-
íå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé,
ïðèíàäëåæèò Γ èëè ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ïî ïðàâèëó MP. (Äðóãèìè
ñëîâàìè, ìû êàê áû äîáàâëÿåì ôîðìóëû èç Γ ê àêñèîìàì èñ÷èñëåíèÿ âû-
ñêàçûâàíèé � èìåííî êàê ôîðìóëû, à íå êàê ñõåìû àêñèîì.) Ôîðìóëà A
âûâîäèìà èç Γ, åñëè ñóùåñòâóåò âûâîä èç Γ, â êîòîðîì îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåä-
íåé ôîðìóëîé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïèøåì Γ ⊢ A. Åñëè Γ ïóñòî, òî ðå÷ü èä¼ò î
âûâîäèìîñòè â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé, è âìåñòî ∅ ⊢ A ïèøóò ïðîñòî ⊢ A.

Ëåììà 2 (î äåäóêöèè). Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî ôîðìóë. Òîãäà Γ ⊢ A → B
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ ∪ {A} ⊢ B.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû èìååò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð è ìû åãî îïóñòèì.
Ëåã÷å äîêàçûâàåòñÿ âòîðàÿ ôîðìà òåîðåìû î ïîëíîòå Ýòî äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû î ïîëíîòå îáîáùàåòñÿ íà áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè (èñ÷èñëåíèå ïðåäè-
êàòîâ, èíòóèöèîíèñòñêîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé). Íà÷í¼ì ñ òàêîãî îïðåäå-
ëåíèÿ: ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ âñå ôîðìóëû èç Γ èñòèííû. Çàìåòèì,
÷òî ôîðìóëà φ ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîé ôîðìóëû ¬φ, íå ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíûì. Äëÿ ñëó-
÷àÿ îäíîé ôîðìóëû åñòü ñïåöèàëüíûé òåðìèí: ôîðìóëà τ âûïîëíèìà, åñëè
ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ îíà èñòèííà, òî åñòü åñëè
ìíîæåñòâî {τ} ñîâìåñòíî. Òàâòîëîãèè � ýòî ôîðìóëû, îòðèöàíèÿ êîòîðûõ
íå âûïîëíèìû.

Ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì, åñëè èç íåãî îäíîâðå-
ìåííî âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû A è ¬A. Â ýòîì ñëó÷àå èç íåãî âûâîäÿòñÿ âîîáùå
âñå ôîðìóëû. (Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Γ íàçûâàåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûì.)

Òåîðåìà 18 (êîððåêòíîñòü èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, âòîðàÿ ôîðìà).
Âñÿêîå ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî ôîðìóë íåïðîòèâîðå÷èâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî Γ ïðîòèâî-
ðå÷èâî. Òàê êàê îíî ñîâìåñòíî, ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòî-
ðûõ âñå ôîðìóëû èç Γ èñòèííû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç Γ âûâîäèòñÿ íåêîòîðàÿ
ôîðìóëà B è å¼ îòðèöàíèå. Ìîæåò ëè òàê áûòü?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî âñÿêàÿ âûâîäèìàÿ ôîðìóëà èñ-
òèííà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ (ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé). Ñïðàâåäëèâî
è íåñêîëüêî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: åñëè Γ ⊢ A è ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ
ïåðåìåííûõ âñå ôîðìóëû èç Γ èñòèííû, òî è ôîðìóëà A èñòèííà ïðè ýòèõ
çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ. (Êàê è ðàíüøå, ýòî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî
ïîñòðîåíèþ âûâîäà A èç Γ.)

Â íàøåé ñèòóàöèè ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà âûïîëíÿþùåì íàáîðå çíà-
÷åíèé ïåðåìåííûõ äëÿ Γ äîëæíû áûòü èñòèííû îáå ôîðìóëû B è ¬B, ÷òî,
ðàçóìååòñÿ, íåâîçìîæíî. �

Ìû íàçûâàåì ýòî óòâåðæäåíèå äðóãîé ôîðìîé òåîðåìû î êîððåêòíîñòè
èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, ïîñêîëüêó èç íåãî ôîðìàëüíî ìîæíî âûâåñòè, ÷òî
âñÿêàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé: åñëè A � òåîðåìà, òî ìíîæåñòâî {¬A}
ïðîòèâîðå÷èâî (èç íåãî âûâîäÿòñÿ A è ¬A), ïîòîìó íåñîâìåñòíî, çíà÷èò, ¬A
âñåãäà ëîæíà, ïîýòîìó A âñåãäà èñòèííà.

Òåîðåìà 19 (ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, âòîðàÿ ôîðìà). Ëþáîå
íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ñîâìåñòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äàíî íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî Γ, à íàäî íàé-
òè òàêèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ âñå ôîðìóëû èç Γ èñòèííû. (Âî-
îáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî Γ ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî è ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðàçíûõ ïåðåìåííûõ.)

Ïóñòü åñòü êàêàÿ-òî ïåðåìåííàÿ p, âñòðå÷àþùàÿñÿ â ôîðìóëàõ èç ñåìåé-
ñòâà Γ. Íàì íàäî ðåøèòü, ñäåëàòü ëè å¼ èñòèííîé èëè ëîæíîé. Åñëè îêàçàëîñü
òàê, ÷òî èç Γ âûâîäèòñÿ ôîðìóëà p, òî âûáîðà íåò: îíà îáÿçàíà áûòü èñòèííîé
â òåõ íàáîðàõ, ãäå ôîðìóëû èç Γ èñòèííû (êàê ìû âèäåëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå
êîððåêòíîñòè). Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, åñëè èç Γ âûâîäèòñÿ ¬p, òî â âûïîëíÿ-
þùåì íàáîðå ïåðåìåííàÿ p îáÿçàòåëüíî áóäåò ëîæíîé.

Åñëè îêàçàëîñü òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé p ëèáî îíà ñàìà, ëèáî å¼
îòðèöàíèå âûâîäÿòñÿ èç Γ, òî âûïîëíÿþùèé íàáîð çíà÷åíèé îïðåäåë¼í îäíî-
çíà÷íî, è íàäî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî îí äåéñòâèòåëüíî áóäåò âûïîëíÿþùèì.
À åñëè äëÿ êàêèõ-òî ïåðåìåííûõ íåëüçÿ âûâåñòè íè èõ, íè èõ îòðèöàíèå,
òî ìû ïîïîëíèì íàø íàáîð Γ òàê, ÷òîáû îíè, êàê òåïåðü ìîäíî ãîâîðèòü,
"îïðåäåëèëèñü".

Ïðîâåä¼ì ýòî ðàññóæäåíèå ïîäðîáíî. Ðàññìîòðèì âñå ïåðåìåííûå, âõîäÿ-
ùèå â êàêèå-ëèáî ôîðìóëû èç ìíîæåñòâà Γ; îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýòèõ ïå-
ðåìåííûõ ÷åðåç V . Çàôèêñèðóåì ýòî ìíîæåñòâî è äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà
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òåîðåìû î ïîëíîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ôîðìóëû ñ ïåðåìåííûìè èç
ìíîæåñòâà V , íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî îñîáî.

Íàçîâ¼ì íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî Γ ïîëíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ôîðìóëû
F èìååò ìåñòî ëèáî Γ ⊢ F , ëèáî Γ ⊢ ¬F (îäíîâðåìåííî ýòîãî áûòü íå ìîæåò,
òàê êàê Γ íåïðîòèâîðå÷èâî).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ïîëíîòå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç äâóõ ëåìì:
Ëåììà 1. Âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî Γ ñîäåðæèòñÿ â íåïðîòèâî-

ðå÷èâîì ïîëíîì ìíîæåñòâå ∆.
Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîãî íåïðîòèâîðå÷èâîãî ïîëíîãî ìíîæåñòâà∆ ñóùåñòâóåò

íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ (èç V , íàïîìíèì), ïðè êîòîðîì âñå ôîðìóëû èç∆
èñòèííû.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Îñíîâíóþ ðîëü çäåñü èãðàåò òàêîå óòâåðæäåíèå:
åñëè Γ � íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî, à A � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà, òî õîòÿ
áû îäíî èç ìíîæåñòâ Γ∪{A} è Γ∪{¬A} íåïðîòèâîðå÷èâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè
îáà ìíîæåñòâà Γ∪ {A} è Γ∪ {¬A} ïðîòèâîðå÷èâû, òî Γ ⊢ ¬A è Γ ⊢ ¬¬A, íî
ìíîæåñòâî Γ ïðåäïîëàãàëîñü íåïðîòèâîðå÷èâûì.

Åñëè ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ V êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî, òî äîêàçàòåëüñòâî ëåì-
ìû 1 ëåãêî çàâåðøèòü: ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë òîãäà ñ÷¼òíî, è ïðîñìàòðèâàÿ
èõ ïî î÷åðåäè, ìû ìîæåì äîáàâëÿòü ê Γ ëèáî ñàìó ôîðìóëó, ëèáî å¼ îòðèöà-
íèå, ñîõðàíÿÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü. Ïîëó÷èòñÿ, î÷åâèäíî, ïîëíîå ìíîæåñòâî.
×óòü ìåíåå î÷åâèäíà åãî íåïðîòèâîðå÷èâîñòü: îíî áûëî íåïðîòèâîðå÷èâî íà
êàæäîì øàãå, íî ïî÷åìó ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî (îáúåäèíåíèå âîçðàñòàþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) áóäåò íåïðîòèâîðå÷èâî? Äåëî â òîì, ÷òî â âûâîäå äâóõ
ïðîòèâîðå÷àùèõ äðóã äðóãó ôîðìóë ìîæåò áûòü çàäåéñòâîâàíî òîëüêî êîíå÷-
íîå ÷èñëî ôîðìóë èç Γ (ïî îïðåäåëåíèþ âûâîäèìîñòè: âûâîä åñòü êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë). Ïîýòîìó âñå ýòè ôîðìóëû äîëæíû ïîÿâèòüñÿ
íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì øàãå êîíñòðóêöèè, à ýòî íåâîçìîæíî (íà âñåõ øàãàõ
ìíîæåñòâî íåïðîòèâîðå÷èâî).

Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ V ðàññóæäåíèå ìîæíî çà-
âåðøèòü ññûëêîé íà ëåììó Öîðíà: ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî áóäóò íåïðîòèâîðå÷èâûå ìíîæåñòâà ôîðìóë,
à ïîðÿäêîì � îòíîøåíèå "áûòü ïîäìíîæåñòâîì". Ðàññóæäåíèå ïðåäûäóùåãî
àáçàöà ïîêàçûâàåò, ÷òî âñÿêàÿ öåïü â ýòîì ìíîæåñòâå èìååò âåðõíþþ ãðàíèöó
(îáúåäèíåíèå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ïî âêëþ÷åíèþ ñåìåéñòâà íåïðîòèâîðå-
÷èâûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûì ìíîæåñòâîì). Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ëþáîãî íåïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà íàéä¼òñÿ ñîäåðæàùåå åãî ìàêñè-
ìàëüíîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî. À îíî îáÿçàíî áûòü ïîëíûì (èíà÷å
åãî ìîæíî ðàñøèðèòü, äîáàâèâ A èëè ¬A).

Ëåììà 1 äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Ïóñòü Γ � íåïðîòèâîðå÷èâîå ïîëíîå ìíîæåñòâî.
Òîãäà äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé (èç ìíîæåñòâà V ) ðîâíî îäíà èç ôîðìóë p
è ¬p âûâîäèìà èç Γ. Åñëè ïåðâàÿ, áóäåì ñ÷èòàòü ïåðåìåííóþ p èñòèííîé,
åñëè âòîðàÿ � ëîæíîé. Òåì ñàìûì ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé íàáîð ν çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ, è íàäî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ ôîðìóëà èç Γ ïðè òàêèõ
çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ èñòèííà. Ýòî äåëàåòñÿ òàê: èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ
ôîðìóëû A ìû äîêàçûâàåì, ÷òî

A èñòèííà íà íàáîðå ν ⇒ Γ ⊢ A,
A ëîæíà íà íàáîðå ν ⇒ Γ ⊢ ¬A.

Áàçèñ èíäóêöèè (êîãäà A � ïåðåìåííàÿ) îáåñïå÷èâàåòñÿ îïðåäåëåíèåì èñ-
òèííîñòè ïåðåìåííûõ. Äëÿ øàãà èíäóêöèè èñïîëüçóåòñÿ òà æå ëåììà, ÷òî è
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîëíîòû ñ ïîìîùüþ ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Ïóñòü, íàïðèìåð,
A èìååò âèä (B ∧ C). Òîãäà åñòü ÷åòûðå âîçìîæíîñòè äëÿ èñòèííîñòè B è
C. Â îäíîì èç íèõ (êîãäà B è C èñòèííû íà ν) ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
ìû èìååì Γ ⊢ B è Γ ⊢ C, îòêóäà Γ ⊢ (B ∧ C), òî åñòü Γ ⊢ A. Â äðóãîì
(B èñòèííà, C ëîæíà) ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äà¼ò Γ ⊢ B è Γ ⊢ ¬C, îòêó-
äà Γ ⊢ ¬(B ∧ C), òî åñòü Γ ⊢ ¬A. Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàþòñÿ è âñå îñòàëüíûå
ñëó÷àè è ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè. Ëåììà 2 äîêàçàíà, è òåì ñàìûì çàâåðøåíî äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû 19. �

Ìû äîêàçàëè, ÷òî âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë ñîâìåñòíî.
Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ òàâòîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé. Â ñàìîì
äåëå, åñëè φ � òàâòîëîãèÿ, òî ìíîæåñòâî {¬φ} íåñîâìåñòíî, ïîýòîìó èç ¬φ
âûâîäèòñÿ ïðîòèâîðå÷èå, ïîýòîìó ⊢ ¬¬φ, è ïî çàêîíó ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðè-
öàíèÿ ⊢ φ.

Êðîìå òîãî, òåîðåìà î ïîëíîòå âî âòîðîé ôîðìóëèðîâêå èìååò òàêîå î÷å-
âèäíîå ñëåäñòâèå:

Òåîðåìà 20 (òåîðåìà êîìïàêòíîñòè äëÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé).
Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî ôîðìóë, âñÿêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî êîòîðîãî
ñîâìåñòíî. Òîãäà è âñ¼ ìíîæåñòâî Γ ñîâìåñòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû çíàåì, íåñîâìåñòíîñòü ðàâíîñèëüíà ïðîòèâî-
ðå÷èâîñòè, à âûâîä ïðîòèâîðå÷èÿ ïî îïðåäåëåíèþ ìîæåò èñïîëüçîâàòü ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî ôîðìóë. �
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Íà÷í¼ì ñ ïðèìåðà. ÏóñòüM � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à R � áèíàðíîå
îòíîøåíèå íà í¼ì, òî åñòü ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ M × M .
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Âìåñòî ⟨x, y⟩ ∈ R ìû áóäåì ïèñàòü R(x, y). Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

∀x∃y R(x, y).

Ýòà ôîðìóëà âûðàæàåò íåêîòîðîå ñâîéñòâî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R (äëÿ ëþ-
áîãî ýëåìåíòà x ∈M íàéä¼òñÿ ýëåìåíò, íàõîäÿùèéñÿ ñ íèì â îòíîøåíèè R) è
ìîæåò áûòü èñòèííà èëè ëîæíà. Íàïðèìåð, åñëèM åñòü ìíîæåñòâî íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë N, à R � îòíîøåíèå "ñòðîãî ìåíüøå" (äðóãèìè ñëîâàìè, R åñòü
ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ⟨x, y⟩, äëÿ êîòîðûõ x < y), òî ýòà ôîðìóëà èñòèííà. À
äëÿ îòíîøåíèÿ "ñòðîãî áîëüøå" (íà òîì æå ìíîæåñòâå) ýòà ôîðìóëà ëîæíà.

Âîïðîñ î òîì, áóäåò ëè èñòèííà ôîðìóëà

∃y R(x, y)

äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà M è äëÿ äàííîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R íà í¼ì, íå
èìååò ñìûñëà, ïîêà íå óòî÷íåíî, êàêîâî çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x. Íàïðèìåð,
åñëè M = N è R(x, y) åñòü x > y, òî ýòà ôîðìóëà áóäåò èñòèííîé ïðè x = 3
è ëîæíîé ïðè x = 0. Äëÿ äàííûõ M è R îíà çàäà¼ò íåêîòîðîå ñâîéñòâî
ýëåìåíòà x è òåì ñàìûì îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M .

Ïåðåéä¼ì ê ôîðìàëüíûì îïðåäåëåíèÿì. Ïóñòü M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî.
Ìíîæåñòâî Mk ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ⟨m1, . . . ,mk⟩ äëèíû k,
ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M . Íàçîâ¼ì k-ìåñòíîé ôóíêöèåé íà
ìíîæåñòâåM ëþáîå îòîáðàæåíèåMk âM (îïðåäåë¼ííîå íà âñ¼ìMk). Ñèíî-
íèìû: "ôóíêöèÿ k àðãóìåíòîâ "ôóíêöèÿ âàëåíòíîñòè k "ôóíêöèÿ ìåñòíîñòè
k" è äàæå "ôóíêöèÿ àðíîñòè k" (ïîñëåäíåå ñëîâî ïðîèñõîäèò îò ñëîâ "óíàð-
íàÿ" äëÿ ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà, "áèíàðíàÿ" (îïåðàöèÿ) äëÿ ôóíêöèé
äâóõ àðãóìåíòîâ è "òåðíàðíàÿ" äëÿ òð¼õ àðãóìåíòîâ).

Íàçîâ¼ì k-ìåñòíûì ïðåäèêàòîì íà ìíîæåñòâåM ëþáîå îòîáðàæåíèåMk

â ìíîæåñòâî B = {È,Ë}. Òàêîé ïðåäèêàò áóäåò èñòèííûì íà íåêîòîðûõ íà-
áîðàõ ⟨m1, . . . ,mk⟩ ìíîæåñòâà M è ëîæíûì íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ. Ïîñòà-
âèâ åìó â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî òåõ íàáîðîâ, ãäå îí èñòèíåí, ìû ïîëó÷àåì
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó k-ìåñòíûìè ïðåäèêàòàìè íà M è
ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà Mk. Ãîâîðÿ î ïðåäèêàòàõ, òàêæå óïîòðåáëÿþò
òåðìèíû "âàëåíòíîñòü "÷èñëî àðãóìåíòîâ" è äð.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ôóíêöèè è ïðåäèêàòû âàëåíòíîñòè íóëü.
Ìíîæåñòâî M 0 îäíîýëåìåíòíî (ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äëèíû 0). Ïîýòîìó ôóíêöèè M 0 → M îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ýëåìåíòàìè ìíî-
æåñòâà M , à íóëüìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ ðîâíî äâà � èñòèííûé è ëîæíûé.

Åñòåñòâåííî, ÷òî â ôîðìóëû áóäóò âõîäèòü íå ñàìè ôóíêöèè è ïðåäèêàòû,
à îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íèõ, êîòîðûå íàçûâàþò ôóíêöèîíàëüíûìè è ïðåäèêàòíû-
ìè ñèìâîëàìè. Â êà÷åñòâå ñèìâîëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáûå çíàêè. Âàæ-
íî ëèøü, ÷òî êàæäîìó ñèìâîëó ïðèïèñàíà âàëåíòíîñòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò,
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ñî ñêîëüêèìè àðãóìåíòàìè îí ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ â ôîðìóëå. Ïðîèçâîëüíûé
íàáîð ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ
óêàçàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå âàëåíòíîñòüþ, ìû áóäåì íàçû-
âàòü ñèãíàòóðîé.

Îñòà¼òñÿ îïðåäåëèòü òðè âåùè: ÷òî òàêîå ôîðìóëà äàííîé ñèãíàòóðû, ÷òî
òàêîå èíòåðïðåòàöèÿ äàííîé ñèãíàòóðû è êîãäà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé
(â äàííîé èíòåðïðåòàöèè).

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé íàáîð ñèìâîëîâ, íàçûâàåìûõ èíäèâèäíûìè ïåðå-
ìåííûìè. Îíè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà, íà êî-
òîðîì îïðåäåëåíû ôóíêöèè è ïðåäèêàòû; îáû÷íî â òàêîì êà÷åñòâå èñïîëü-
çóþò ëàòèíñêèå áóêâû x, y, z, u, v, w ñ èíäåêñàìè. Â êàæäîé ôîðìóëå áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ, òàê ÷òî ñ÷¼òíîãî íàáîðà ïåðåìåí-
íûõ íàì õâàòèò. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïåðåìåííûå îòëè÷íû îò âñåõ ôóíê-
öèîíàëüíûõ è ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû (èíà÷å âûéäåò ïóòàíèöà).

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå òåðìà äàííîé ñèãíàòóðû. Òåðìîì íàçûâàåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ, çàïÿòûõ, ñêîáîê è ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû, êîòîðóþ
ìîæíî ïîñòðîèòü ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

• Èíäèâèäíàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü òåðì.
• Ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë âàëåíòíîñòè 0 åñòü òåðì.
• Åñëè t1, . . . , tk � òåðìû, à f � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë âàëåíòíîñòè
k > 0, òî f(t1, . . . , tk) åñòü òåðì.

Â ïðèíöèïå ìîæíî áûëî íå âûäåëÿòü ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû âàëåíòíî-
ñòè 0 (êîòîðûå òàêæå íàçûâàþò êîíñòàíòàìè) â îòäåëüíóþ ãðóïïó, íî òîãäà
áû ïîñëå íèõ ïðèøëîñü ïèñàòü ñêîáêè (êàê ýòî äåëàåòñÿ â ïðîãðàììàõ íà
ÿçûêå Ñè).

Åñëè A � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë âàëåíòíîñòè k, à t1, . . . , tk � òåðìû, òî
âûðàæåíèå A(t1, . . . , tk) ñ÷èòàåòñÿ àòîìàðíîé ôîðìóëîé. Êðîìå òîãî, ëþáîé
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë âàëåíòíîñòè 0 ñ÷èòàåòñÿ àòîìàðíîé ôîðìóëîé.

Ôîðìóëû ñòðîÿòñÿ ïî òàêèì ïðàâèëàì:

• Àòîìàðíàÿ ôîðìóëà åñòü ôîðìóëà.
• Åñëè φ � ôîðìóëà, òî ¬φ � ôîðìóëà.
• Åñëè φ è ψ � ôîðìóëû, òî âûðàæåíèÿ (φ∧ψ), (φ∨ψ), (φ→ ψ) òàêæå
ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.
• Åñëè φ åñòü ôîðìóëà, à ξ � èíäèâèäíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî âûðàæåíèÿ
∀ξ φ è ∃ξ φ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ â ñèãíàòóðó âõîäèò äâóìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë
=, íàçûâàåìûé ðàâåíñòâîì. Ïî òðàäèöèè âìåñòî = (t1, t2) ïèøóò (t1 = t2).
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Èòàê, ïîíÿòèå ôîðìóëû â äàííîé ñèãíàòóðå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî. Èíîãäà
òàêèå ôîðìóëû íàçûâàþò ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà äàííîé ñèãíàòóðû, èëè
ôîðìóëàìè ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äàííîé ñèãíàòóðîé.

Íàø ñëåäóþùèé øàã � îïðåäåëåíèå èíòåðïðåòàöèè äàííîé ñèãíàòóðû.
Ïóñòü ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ñèãíàòóðà σ. ×òîáû çàäàòü èíòåðïðåòàöèþ ñèã-
íàòóðû σ, íåîáõîäèìî:

• óêàçàòü íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî M , íàçûâàåìîå íîñèòåëåì èí-
òåðïðåòàöèè;
• äëÿ êàæäîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà ñèãíàòóðû σ óêàçàòü ïðåäèêàò ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëîì àðãóìåíòîâ, îïðåäåë¼ííûé íà ìíîæåñòâå M
(êàê ìû óæå ãîâîðèëè, 0-ìåñòíûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëàì ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ëèáî È, ëèáî Ë);
• äëÿ êàæäîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà ñèãíàòóðû σ óêàçàòü ôóíêöèþ
ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ ñ àðãóìåíòàìè è çíà÷åíèÿìè èçM
(â ÷àñòíîñòè, äëÿ 0-ìåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ íàäî óêàçàòü
ýëåìåíò ìíîæåñòâà M , ñ íèìè ñîïîñòàâëÿåìûé).

Åñëè ñèãíàòóðà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñèìâîë ðàâåíñòâà, òî ñðåäè å¼ èíòåðïðåòà-
öèé âûäåëÿþò íîðìàëüíûå èíòåðïðåòàöèè, â êîòîðûõ ñèìâîë ðàâåíñòâà èí-
òåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñîâïàäåíèå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M .

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñèãíàòóð, èñïîëüçóåìûõ â ðàçëè÷íûõ òåî-
ðèÿõ.

Ñèãíàòóðà òåîðèè óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà äâóìåñò-
íûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëà (ðàâåíñòâî è ïîðÿäîê) è íå èìååò ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ. Çäåñü òàêæå âìåñòî ≤ (x, y) ïî òðàäèöèè ïèøóò x ≤ y.

Àêñèîìû ïîðÿäêà (ðåôëåêñèâíîñòü, àíòèñèììåòðè÷íîñòü, òðàíçèòèâíîñòü)
ìîãóò áûòü çàïèñàíû ôîðìóëàìè ýòîé ñèãíàòóðû. Íàïðèìåð, òðåáîâàíèå àí-
òèñèììåòðè÷íîñòè çàïèñûâàåòñÿ òàê:

∀x ∀y(((x ≤ y) ∧ (y ≤ x))→ (x = y)).

Èíîãäà â ñèãíàòóðó òåîðèè óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ âìåñòî ñèìâîëà ≤
âêëþ÷àþò ñèìâîë <; áîëüøîé ðàçíèöû òóò íåò.

Ñèãíàòóðó òåîðèè ãðóïï ìîæíî âûáèðàòü ïî-ðàçíîìó. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
(ïîìèìî ðàâåíñòâà) îíà èìååò äâóìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë × (êîòî-
ðûé ïî òðàäèöèè çàïèñûâàþò ìåæäó ìíîæèòåëÿìè), êîíñòàíòó (íóëüìåñòíûé
ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë) 1 è îäíîìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë inv(x)
äëÿ îáðàùåíèÿ. Òîãäà àêñèîìû òåîðèè ãðóïï çàïèñûâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
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ëèøü êâàíòîðîâ âñåîáùíîñòè:

∀x ∀y ∀z(((x× y)× z) = (x× (y × z))),
∀x (((x× 1) = x) ∧ ((1× x) = x)),

∀x (((x× inv(x)) = 1) ∧ ((inv(x)× x) = 1)).

Åñëè íå âêëþ÷àòü îïåðàöèþ îáðàùåíèÿ â ñèãíàòóðó, ïðèä¼òñÿ èñïîëüçî-
âàòü êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ è ïåðåïèñàòü ïîñëåäíþþ àêñèîìó òàê:

∀x∃y (((x× y) = 1) ∧ ((y × x) = 1)).

Ñèãíàòóðà òåîðèè ìíîæåñòâ ñîäåðæèò äâà äâóìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèì-
âîëà: äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè è äëÿ ðàâåíñòâà. Àêñèîìû òåîðèè ìíîæåñòâ ìîæíî
çàïèñûâàòü â âèäå ôîðìóë ýòîé ñèãíàòóðû.

Çàäà÷à 50. Äîêàæèòå îñíîâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèå êâàí-
òîðû.

(1) ∀x P (x) ≡ ∃x P (x)
(2) ∃x P (x) ≡ ∀x P (x)
(3) ∀x∀y P (x, y) ≡ ∀y∀x P (x, y)
(4) ∃x∃y P (x, y) ≡ ∃y∃x P (x, y)
(5) ∀x (P (x) ∧Q(x)) ≡ ∀x P (x) ∧ ∀x Q(x))
(6) ∃x (P (x) ∨Q(x)) ≡ ∃x P (x) ∨ ∃x Q(x))
(7) ∀x (P (x) ∨Q(y)) ≡ ∀x P (x) ∨Q(y)
(8) ∃x (P (x) ∧Q(y)) ≡ ∃x P (x) ∧Q(y)
(9) ∃y∀x P (x, y)⇒ ∀x∃y P (x, y) ≡ 1
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Èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå ïðèìåðîâ, âåðîÿòíî, ïîíÿòåí ñìûñë ôîðìóëû, òî åñòü
ÿñíî, â êàêèõ èíòåðïðåòàöèÿõ äàííîé ñèãíàòóðû è äëÿ êàêèõ ýëåìåíòîâ ôîð-
ìóëà èñòèííà. Òåì íå ìåíåå äëÿ ëþáèòåëåé ñòðîãîñòè ìû ïðèâåä¼ì ôîðìàëü-
íîå îïðåäåëåíèå èñòèííîñòè. (Åãî äåòàëè ïîíàäîáÿòñÿ, êîãäà ìû áóäåì ïðî-
âåðÿòü èñòèííîñòü âûâîäèìûõ ôîðìóë, ñì. ðàçäåë 11.)

Ïðåæäå âñåãî, îïðåäåëèì ôîðìàëüíî ïîíÿòèå ïàðàìåòðà ôîðìóëû (ïåðå-
ìåííîé, îò çíà÷åíèÿ êîòîðîé ìîæåò çàâèñåòü èñòèííîñòü ôîðìóëû). Ñîãëàñíî
ýòîìó îïðåäåëåíèþ, ñêàæåì, ôîðìóëà ∀x∃y A(x, y) íå èìååò ïàðàìåòðîâ, à
ôîðìóëû ∃y A(x, y) è (A(x) ∧ ∀xB(x, x)) èìåþò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð x.
Âîò êàê âûãëÿäèò ýòî îïðåäåëåíèå:

• Ïàðàìåòðàìè òåðìà ÿâëÿþòñÿ âñå âõîäÿùèå â íåãî èíäèâèäíûå ïåðå-
ìåííûå.
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• Ïàðàìåòðàìè àòîìàðíîé ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû âñåõ âõîäÿ-
ùèõ â íå¼ òåðìîâ.
• Ïàðàìåòðû ôîðìóëû ¬φ òå æå, ÷òî ó ôîðìóëû φ.
• Ïàðàìåòðàìè ôîðìóë (φ ∧ ψ), (φ ∨ ψ) è (φ → ψ) ÿâëÿþòñÿ âñå ïàðà-
ìåòðû ôîðìóëû φ, à òàêæå âñå ïàðàìåòðû ôîðìóëû ψ.
• Ïàðàìåòðàìè ôîðìóë ∀ξ φ è ∃ξ φ ÿâëÿþòñÿ âñå ïàðàìåòðû ôîðìóëû
φ, êðîìå ïåðåìåííîé ξ.

Ïàðàìåòðû èíîãäà íàçûâàþò ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè ôîðìóëû. Çàìå-
òèì, ÷òî ôîðìóëà ìîæåò èìåòü îäíîâðåìåííî ïàðàìåòð x è èñïîëüçîâàòü (â
äðóãîì ìåñòå) êâàíòîð ∀x. Êàê ãîâîðÿò â ýòîì ñëó÷àå, îäíà è òà æå ïåðåìåí-
íàÿ èìååò ñâîáîäíûåè ñâÿçàííûå âõîæäåíèÿ. Ñâîáîäíîå âõîæäåíèå ïåðåìåí-
íîé � ýòî òàêîå âõîæäåíèå, êîòîðîå íå âõîäèò â îáëàñòü äåéñòâèÿ îäíîèì¼í-
íîãî êâàíòîðà. Åñëè àêêóðàòíî îïðåäåëèòü ýòó îáëàñòü äåéñòâèÿ, íåñëîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðàìåòðû ôîðìóëû � ýòî êàê ðàç ïåðåìåííûå, èìåþùèå ñâî-
áîäíûå âõîæäåíèÿ.

Òåïåðü ìû õîòèì îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ôîðìóëû, èñòèííîé â äàííîé èíòåð-
ïðåòàöèè ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Òåõíè÷åñêè ïðîùå ñ÷èòàòü, ÷òî
âñåì èíäèâèäíûì ïåðåìåííûì ïðèïèñàíû êàêèå-òî çíà÷åíèÿ, à ïîòîì äîêà-
çàòü, ÷òî ïåðåìåííûå, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïàðàìåòðàìè, íå âëèÿþò íà èñòèííîñòü
ôîðìóëû.

Èòàê, ïóñòü ôèêñèðîâàíà ñèãíàòóðà è íåêîòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîé ñèã-
íàòóðû.Îöåíêîé íàçîâ¼ì îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
èíäèâèäíîé ïåðåìåííîé íåêîòîðûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ íîñèòå-
ëåì èíòåðïðåòàöèè. Ýòîò ýëåìåíò áóäåì íàçûâàòü çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé ïðè
äàííîé îöåíêå.

Îïðåäåëèì èíäóêòèâíî çíà÷åíèå òåðìà t ïðè äàííîé îöåíêå π, êîòîðîå
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü [t](π).

• Äëÿ ïåðåìåííûõ îíî óæå îïðåäåëåíî.
• Åñëè t ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé (íóëüìåñòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâî-
ëîì), òî [t](π) íå çàâèñèò îò π è ðàâíî çíà÷åíèþ ýòîé êîíñòàíòû ïðè
äàííîé èíòåðïðåòàöèè (íàïîìíèì, â èíòåðïðåòàöèè ñ êàæäîé êîíñòàí-
òîé ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûé ýëåìåíò íîñèòåëÿ).
• Åñëè t èìååò âèä f(t1, . . . , tm), ãäå f � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë âà-
ëåíòíîñòèm, à t1, . . . , tm � òåðìû, òî [t](π) åñòü [f ]([t1](π), . . . , [tm](π)),
ãäå [f ] åñòü ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèìâîëó f â íàøåé èíòåðïðå-
òàöèè, à [ti](π) åñòü çíà÷åíèå òåðìà ti ïðè îöåíêå π.

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôîðìóëû φ ïðè äàííîé îöåíêå π â
äàííîé èíòåðïðåòàöèè, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ [φ](π) è ìîæåò áûòü ðàâíî È
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èëèË; â ïåðâîì ñëó÷àå ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ èñòèííîé, âî âòîðîì � ëîæíîé.
Ýòî îïðåäåëåíèå òàêæå èíäóêòèâíî:

• Çíà÷åíèå àòîìàðíîé ôîðìóëû A(t1, . . . , tm) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

[A]([t1](π), . . . , [tm](π)),

ãäå [A] � ïðåäèêàò, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó A â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé èíòåðïðåòàöèè. Åñëè ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íóëü-
ìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, òî å¼ çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò îöåíêè è
åñòü çíà÷åíèå ýòîãî ñèìâîëà.
• [¬φ](π) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ¬[φ(π)], ãäå ¬ ïîíèìàåòñÿ êàê îïåðàöèÿ â B.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ôîðìóëà ¬φ èñòèííà ïðè îöåíêå π òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ôîðìóëà φ ëîæíà ïðè ýòîé îöåíêå.
• [φ∧ψ](π) îïðåäåëÿåòñÿ êàê [φ](π)∧ [ψ](π), ãäå ∧ â ïðàâîé ÷àñòè ïîíè-
ìàåòñÿ êàê îïåðàöèÿ â B. (Äðóãèìè ñëîâàìè, ôîðìóëà (φ∧ψ) èñòèííà
ïðè îöåíêå π òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáå ôîðìóëû φ è ψ èñòèííû
ïðè ýòîé îöåíêå.) Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì [φ ∨ ψ](π) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
[φ](π) ∨ [ψ](π), à [φ→ ψ](π) � êàê [φ](π)→ [ψ](π).
• Ôîðìóëà ∀ξ φ èñòèííà íà îöåíêå π òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìó-
ëà φ èñòèííà íà ëþáîé îöåíêå π′, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ π âñþäó, êðîìå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé ξ (êîòîðîå â îöåíêå π′ ìîæåò áûòü ëþáûì). Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç π+(ξ 7→ m) îöåíêó, ïðè êîòîðîé
çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ξ ðàâíî m, à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò
òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è â îöåíêå π, òî

[∀ξ φ](π) =
∧

m∈M

[φ](π + (ξ 7→ m)).

(Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò áåñêîíå÷íàÿ êîíúþíêöèÿ, êîòîðàÿ èñòèííà, åñëè
âñå å¼ ÷ëåíû èñòèííû.)
• Ôîðìóëà ∃ξ φ èñòèííà íà îöåíêå π òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîð-
ìóëà φ èñòèííà íà íåêîòîðîé îöåíêå π′, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ π âñþäó,
êðîìå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé ξ (êîòîðîå â îöåíêå π′ ìîæåò áûòü ëþáûì).
Äðóãèìè ñëîâàìè,

[∀ξ φ](π) =
∨

m∈M

[φ](π + (ξ 7→ m)).

(Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò áåñêîíå÷íàÿ äèçúþíêöèÿ, êîòîðàÿ èñòèííà, åñëè
õîòÿ áû îäèí èç å¼ ÷ëåíîâ èñòèíåí.)

Çàìåòèì, ÷òî â äâóõ ïîñëåäíèõ ïóíêòàõ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ξ â îöåíêå
π íå èãðàåò ðîëè. Ýòî ïîçâîëÿåò ëåãêî äîêàçàòü (èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ
ôîðìóëû) òàêîå óòâåðæäåíèå: åñëè äâå îöåíêè π1 è π2 ïðèäàþò îäèíàêîâûå
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çíà÷åíèÿ âñåì ïàðàìåòðàì ôîðìóëû φ, òî [φ](π1) = [φ](π2). Äðóãèìè ñëîâàìè,
èñòèííîñòü ôîðìóëû îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè å¼ ïàðàìåòðîâ.

Çàäà÷à 51. Ïðèâåä¼ííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ ïðèìåíèìû ê ëþáîé ôîðìó-
ëå, â òîì ÷èñëå è ê ñòðàííîé ôîðìóëå ∀y A(x). Êàêèå ó íå¼ ïàðàìåòðû?
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ îíà èñòèííà? (Îòâåò: îíà èìååò åäèí-
ñòâåííûé ïàðàìåòð x è ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå A(x).)

Çàäà÷à 52. Â êàêîì ñëó÷àå áóäåò èñòèííà ôîðìóëà ∀x∃xA(x)? Òîò
æå âîïðîñ äëÿ ôîðìóëû ∃x∀xA(x). (Îòâåò: ïåðâàÿ èç ýòèõ ôîðìóë ýêâè-
âàëåíòíà ôîðìóëå ∃xA(x), à âòîðàÿ � ôîðìóëå ∀xA(x).)

Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè îíà íå èìååò ïàðàìåòðîâ. Çàìêíó-
òûå ôîðìóëû íàçûâàþò òàêæå ñóæäåíèÿìè. Êàê ìû äîêàçàëè, èñòèííîñòü
çàìêíóòîé ôîðìóëû îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì èíòåðïðåòàöèè (è íå çàâèñèò îò
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ).

�6. Âûðàçèìûå ïðåäèêàòû

Ïóñòü ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ñèãíàòóðà σ è å¼ èíòåðïðåòàöèÿ ñ íîñèòåëåì
M . Ìû õîòèì îïðåäåëèòü ïîíÿòèå âûðàçèìîãî (ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äàííîé
ñèãíàòóðû â äàííîé èíòåðïðåòàöèè) k-ìåñòíîãî ïðåäèêàòà.

Âûáåðåì k ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó φ,
âñå ïàðàìåòðû êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå x1, . . . , xk. Èñòèííîñòü ýòîé ôîð-
ìóëû çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk. Òåì ñàìûì âîçíèêà-
åò îòîáðàæåíèåMk → B = {È,Ë}, òî åñòü íåêîòîðûé k- ìåñòíûé ïðåäèêàò íà
M . Ãîâîðÿò, ÷òî ýòîò ïðåäèêàò âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé φ. Âñå ïðåäèêàòû, êî-
òîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì ñïîñîáîì, íàçûâàþòñÿ âûðàçèìûìè (ßñíî, ÷òî
êîíêðåòíûé âûáîð ñïèñêà ïåðåìåííûõ ðîëè íå èãðàåò.) Ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Mk (îáëàñòè èñòèííîñòè âûðàçèìûõ ïðåäèêàòîâ)
òàêæå íàçûâàþò âûðàçèìûìè.

Çàäà÷à 53. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå, îáúåäèíåíèå è ðàçíîñòü äâóõ
âûðàçèìûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ âûðàçèìûìè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ k-
ìåðíîãî âûðàçèìîãî ìíîæåñòâà âäîëü îäíîé èç "îñåé êîîðäèíàò" ÿâëÿåòñÿ
(k − 1)-ìåðíûì âûðàçèìûì ìíîæåñòâîì.

Ïðèìåð. Ñèãíàòóðà ñîäåðæèò îäíîìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë S è
äâóìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ðàâåíñòâà (=). Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ
ýòîé ñèãíàòóðû. Â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ âûáåðåì íàòóðàëüíûé ðÿä N. Ñèìâîë S
áóäåò îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ ïðèáàâëåíèÿ åäèíèöû (ìîæíî ñ÷èòàòü S ñîêðàùå-
íèåì îò ñëîâà successor � ïîñëåäîâàòåëü). Çíàê ðàâåíñòâà èíòåðïðåòèðóåòñÿ
êàê ñîâïàäåíèå ýëåìåíòîâ.
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò "áûòü íóë¼ì" âûðàçèì â ýòîé
èíòåðïðåòàöèè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîíñòàíòû äëÿ íóëÿ â ñèãíàòóðå íå ïðåäó-
ñìîòðåíî. Â ñàìîì äåëå, îí âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

¬∃y(x = S(y))

ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì x.
Åù¼ ïðîùå âûðàçèòü â ýòîé ñèãíàòóðå äâóìåñòíûé ïðåäèêàò "áûòü áîëüøå

íà 2 ïðè ýòîì äàæå íå íóæíû êâàíòîðû: y = S(S(x)).
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ýòîé ñèãíàòóðå êâàíòîðû ïî÷òè íå óâåëè÷èâàþò

íàáîð âûðàçèìûõ ïðåäèêàòîâ: âñÿêèé âûðàçèìûé ïðåäèêàò áóäåò âûðàæàòüñÿ
áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëîé (âîçìîæíî, ãîðàçäî áîëåå äëèííîé), åñëè äîáàâèòü
ê ñèãíàòóðå êîíñòàíòó 0.

×òîáû ïðèâûêíóòü ê ïîíÿòèþ âûðàçèìîñòè, ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðè-
ìåð. Ïóñòü ñèãíàòóðà ñîäåðæèò ïðåäèêàò ðàâåíñòâà è òð¼õìåñòíûé ïðåäèêàò
C. Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ, â êîòîðîé íîñèòåëåì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî òî-
÷åê ïëîñêîñòè, ðàâåíñòâî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñîâïàäåíèå òî÷åê, à C(x, y, z)
îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè x è y ðàâíîóäàëåíû îò òî÷êè z. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîãî
ïðåäèêàòà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûðàçèòü áîëåå èëè ìåíåå âñå òðàäèöèîííûå
ïîíÿòèÿ ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè.

Êàê, íàïðèìåð, çàïèñàòü, ÷òî òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé? Âîò êàê: "íå ñóùåñòâóåò äðóãîé òî÷êè C ′, êîòîðàÿ íàõîäèëàñü áû íà
òåõ æå ðàññòîÿíèÿõ îò A è B, ÷òî è òî÷êà C".

Çàäà÷à 54. Íàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó óêàçàííîé ñèãíàòó-
ðû.

Òåïåðü ëåãêî âûðàçèòü òàêîå ñâîéñòâî ÷åòûð¼õ òî÷åê A,B,C,D: "òî÷êè A
è B ðàçëè÷íû, òî÷êè C è D ðàçëè÷íû è ïðÿìûå AB è CD ïàðàëëåëüíû". Â
ñàìîì äåëå, íàäî íàïèñàòü, ÷òî íåò òî÷êè, êîòîðàÿ áû îäíîâðåìåííî ëåæàëà
íà îäíîé ïðÿìîé ñ A è B, à òàêæå íà îäíîé ïðÿìîé ñ C è D.

Ïîñëå ýòîãî ìîæíî âûðàçèòü ñâîéñòâî ÷åòûð¼õ òî÷åê "áûòü âåðøèíàìè ïà-
ðàëëåëîãðàììà". Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü îòðåçîê ïàðàëëåëüíî ñåáå. Ïîñëå
ýòîãî íåñëîæíî âûðàçèòü òàêîå ñâîéñòâî: "ðàññòîÿíèå AB ðàâíî ðàññòîÿíèþ
CD".

Çàäà÷à 55. Çàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äâèãàòüñÿ è äàëüøå.

Çàäà÷à 56. Âûðàçèòå ñâîéñòâî |OA| ≤ |OB| òð¼õ òî÷åê O, A, B. (Óêà-
çàíèå. Íàïèøèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç A, ïåðåñåêàþòñÿ ñ
îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà OB ñ öåíòðîì â O.)
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Çàäà÷à 57. Çàïèøèòå â âèäå ôîðìóëû: (à) ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ;
(á) ðàâåíñòâî óãëîâ; (â) ñâîéñòâî óãëà áûòü ïðÿìûì.

Çàäà÷à 58. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ ñèãíàòóðû
(=, <) íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë. Êàê âûðàçèòü ïðåäèêàò y = x+ 1?

Çàäà÷à 59. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë êàê èíòåð-
ïðåòàöèþ ñèãíàòóðû (=,+, y = x2). Êàê âûðàçèòü òð¼õìåñòíûé ïðåäèêàò
xy = z?

Çàäà÷à 60. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë êàê
èíòåðïðåòàöèþ ñèãíàòóðû, ñîäåðæàùåé ðàâåíñòâî è äâóìåñòíûé ïðåäè-
êàò "x äåëèò y". Âûðàçèòü ñâîéñòâà "ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå" è "áûòü ïðî-
ñòûì ÷èñëîì".

Çàäà÷à 61. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü êàê èíòåðïðåòàöèþ ñèãíàòóðû, ñî-
äåðæàùåé ïðåäèêàò ðàâåíñòâà (ñîâïàäåíèå òî÷åê) è äâóìåñòíûé ïðåäèêàò
"íàõîäèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè 1". Âûðàçèòü äâóìåñòíûå ïðåäèêàòû "íàõî-
äèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè 2" è "íàõîäèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå 2".

�7. Âûðàçèìîñòü â àðèôìåòèêå

Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó, èìåþùóþ äâà äâóìåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà
� ñëîæåíèå è óìíîæåíèå (êàê îáû÷íî, ìû áóäåì ïèñàòü x+y âìåñòî +(x, y) è
ò.ä.) è äâóìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ðàâåíñòâà. Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòà-
öèþ ýòîé ñèãíàòóðû, íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, à ñëîæåíèå, óìíîæåíèå è ðàâåíñòâî èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì.

Âûðàçèìûå ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ýòîé ñèãíàòóðû ïðåäèêàòû íàçûâàþòñÿ
àðèôìåòè÷åñêèìè è èãðàþò â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå âàæíóþ ðîëü. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ìíîæåñòâà òàêæå íàçûâàþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè. Î íèõ ïîäðîáíî
ðàññêàçàíî â äðóãîé ãëàâå; îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïî÷òè âñÿêîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå
ìîæíî îïèñàòü ñëîâàìè, ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì.

Çàäà÷à 62. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë, íå ÿâëÿþùååñÿ àðèôìåòè÷åñêèì. (Óêàçàíèå: ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà N íåñ÷¼òíî, à àðèôìåòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíîå ÷èñ-
ëî.)

Äëÿ íà÷àëà ìû óñòàíîâèì àðèôìåòè÷íîñòü äîâîëüíî ïðîñòûõ ïðåäèêàòîâ.
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• Ïðåäèêàò x ≤ y ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì. Â ñàìîì äåëå, åãî ìîæíî
çàïèñàòü êàê ∃z (x+ z = y).
• Ïðåäèêàòû x = 0 è x = 1 ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè. Â ñàìîì äåëå,
x = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ≤ y äëÿ ëþáîãî y (à òàêæå êîãäà
x+ x = x). À x = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íàèìåíüøåå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. (Ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ
òåì, ÷òî y · 1 = y ïðè ëþáîì y.)
• Âîîáùå äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà c ïðåäèêàò x = c ÿâëÿåò-
ñÿ àðèôìåòè÷åñêèì. (Íàïðèìåð, ìîæíî íàïèñàòü ñóììó èç áîëüøîãî
÷èñëà åäèíèö.)
• Ïîëåçíî òàêîå îáùåå íàáëþäåíèå: åñëè ìû óæå óñòàíîâèëè, ÷òî êàêîé-
òî ïðåäèêàò ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì, òî â äàëüíåéøåé åãî ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü â ôîðìóëàõ, êàê åñëè áû îí âõîäèë â ñèãíàòóðó, ïîñêîëüêó
åãî âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü íà âûðàæàþùóþ åãî ôîðìóëó.
• Ïðåäèêàò x|y (÷èñëî x ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà y), î÷åâèäíî, àðèô-
ìåòè÷åí (ôîðìóëà ∃z (xz = y)).
• Ïðåäèêàò "x � ïðîñòîå ÷èñëî" àðèôìåòè÷åí. Â ñàìîì äåëå, ÷èñëî ïðî-
ñòî, åñëè îíî îòëè÷íî îò 1 è ëþáîé åãî äåëèòåëü ðàâåí 1 èëè ñàìîìó
÷èñëó. Ýòî ñðàçó æå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ôîðìóëû.
• Îïåðàöèè ÷àñòíîãî è îñòàòêà ïðè äåëåíèè àðèôìåòè÷íû (â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî òð¼õìåñòíûå ïðåäèêàòû "q åñòü ÷àñòíîå ïðè äåëåíèè a íà b" è
"r åñòü îñòàòîê ïðè äåëåíèè a íà b" àðèôìåòè÷íû. Íàïðèìåð, ïåðâûé
èç íèõ çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé ∃r ((a = bq + r) ∧ (r < b)) (êàê ìû
óæå ãîâîðèëè, èñïîëüçîâàíèå àðèôìåòè÷åñêîãî ïðåäèêàòà (r < b) íå
ñîçäà¼ò ïðîáëåì).
• Ýòîò ñïèñîê ìîæíî ïðîäîëæàòü: äëÿ ìíîãèõ ïðåäèêàòîâ èõ îïðåäåëå-
íèå ïî ñóùåñòâó óæå ÿâëÿåòñÿ íóæíîé ôîðìóëîé. Íàïðèìåð, ñâîéñòâà
"áûòü íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì "áûòü íàèìåíüøèì îáùèì êðàò-
íûì "áûòü âçàèìíî ïðîñòûìè" âñå îòíîñÿòñÿ ê ýòîé êàòåãîðèè.
• Ïðåäèêàò "áûòü ñòåïåíüþ äâîéêè" ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì (õîòÿ
ýòî è íå ñòîëü î÷åâèäíî, êàê â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ). Â ñàìîì äå-
ëå, ýòî ñâîéñòâî ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: ëþáîé äåëèòåëü ëèáî
ðàâåí åäèíèöå, ëèáî ÷¼òåí.

Ïîñëåäíåå èç íàøèõ ðàññóæäåíèé ãîäèòñÿ äëÿ ñòåïåíåé òðîéêè è âîîáùå
äëÿ ñòåïåíåé ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Îäíàêî óæå äëÿ ñòåïåíåé ÷åòâ¼ðêè îíî
íå ïðîõîäèò, è, ïîæàëóé, ìû ïîäîøëè ê ãðàíèöå, ãäå áåç íåêîòîðîãî îáùåãî
ìåòîäà íå îáîéòèñü.

Äâà íàèáîëåå èçâåñòíûõ ñïîñîáà äîêàçûâàòü àðèôìåòè÷íîñòü îñíîâàíû
íà âîçìîæíîñòè "êîäèðîâàíèÿ" êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Îäèí âîñõîäèò ê Ã¼äåëþ (òàê íàçûâàåìàÿ β-ôóíêöèÿ Ã¼äåëÿ), âòîðîé èçëîæåí
â êíèãå "Òåîðèÿ ôîðìàëüíûõ ñèñòåì. Å¼ íàïèñàë Ð.Ñìàëëèàí, èçâåñòíûé òàê-
æå êàê àâòîð ïîïóëÿðíûõ ñáîðíèêîâ "ëîãè÷åñêèõ çàäà÷" è àíåêäîòîâ. (Îäèí
èç òàêèõ ñáîðíèêîâ èìååò ïàðàäîêñàëüíîå íàçâàíèå "Êàê æå íàçûâàåòñÿ ýòà
êíèãà?).

Â íåêîòîðûõ îòíîøåíèÿõ ìåòîä Ã¼äåëÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåé, è ìû ðàññêà-
çûâàåì î í¼ì íèæå, íî ñåé÷àñ äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá.
Çàôèêñèðóåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàòóðàëüíûìè ÷èñ-
ëàìè è äâîè÷íûìè ñëîâàìè:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .
Λ 0 1 00 01 10 11 000 001 . . .

Ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäà¼òñÿ òàê: ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëîâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëó
n, íàäî çàïèñàòü n+1 â äâîè÷íîé ñèñòåìå è óäàëèòü ïåðâóþ åäèíèöó. Íàïðè-
ìåð, íóëþ ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîå ñëîâî Λ, ÷èñëó 15 � ñëîâî 0000 è ò.ä. Òåïåðü
ìîæíî ãîâîðèòü îá àðèôìåòè÷íîñòè ïðåäèêàòîâ, îïðåäåë¼ííûõ íà äâîè÷íûõ
ñëîâàõ, èìåÿ â âèäó àðèôìåòè÷íîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäèêàòîâ íà N.

• Ïðåäèêàò "ñëîâî x ñîñòîèò èç îäíèõ íóëåé" àðèôìåòè÷åí. Â ñàìîì
äåëå, ïðè ïåðåõîäå ê ÷èñëàì åìó ñîîòâåòñòâóåò ïðåäèêàò x + 1 åñòü
ñòåïåíü äâîéêè êîòîðûé (êàê ìû âèäåëè) àðèôìåòè÷åí.
• Ïðåäèêàò "ñëîâà x è y èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó" àðèôìåòè÷åí. Â
ñàìîì äåëå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéä¼òñÿ ñòåïåíü äâîéêè c, äëÿ êîòîðîé
c − 1 ≤ x, y < 2c − 1 (èìåííî òàêîé ïðîìåæóòîê çàïîëíÿþò ÷èñëà,
êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñëîâà îäíîé äëèíû).
• Ïðåäèêàò "ñëîâî z ÿâëÿåòñÿ êîíêàòåíàöèåé ñëîâ x è y" (ïðîùå ãî-
âîðÿ, z ïîëó÷àåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì y ñïðàâà ê ñëîâó x) àðèôìåòè-
÷åí. Â ñàìîì äåëå, åãî ìîæíî âûðàçèòü òàê: íàéä¼òñÿ ñëîâî y′ èç îä-
íèõ íóëåé, èìåþùåå òó æå äëèíó, ÷òî è ñëîâî y, ïðè ýòîì (z + 1) =
(x+1)(y′+1)+(y−y′) (óìíîæåíèå íà y′+1 ñîîòâåòñòâóåò äîïèñûâàíèþ
íóëåé, à äîáàâëåíèå y − y′ çàìåíÿåò íóëè íà áóêâû ñëîâà y).
• Ïðåäèêàò "ñëîâî x ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ñëîâà y" àðèôìåòè÷åí. Â ñàìîì
äåëå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñëîâî t, ïðè êîòîðîì y åñòü êîíêà-
òåíàöèÿ x è t.
• Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ïðåäèêàòîâ "x åñòü êîíåö ñëîâà y "x åñòü ïîäñëî-
âî ñëîâà y" (ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ ñëîâà u è v, äëÿ êîòîðûõ
y åñòü êîíêàòåíàöèÿ u, x è v; êîíêàòåíàöèÿ òð¼õ ñëîâ âûðàçèìà ÷åðåç
êîíêàòåíàöèþ äâóõ).

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íå óïîìèíàåò ÿâíî î ñëîâàõ, è áîëüøå îíè íàì íå
ïîíàäîáÿòñÿ: äîñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ìîæíî êîäèðîâàòü ïàðàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â îïèñàííîì ñìûñëå.
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Òåïåðü ìû ìîæåì âûðàçèòü, ÷òî ÷èñëî x ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà 4, ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U , êîòîðîå ñîäåðæèò ÷èñëî x
è îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì: âñÿêèé ýëåìåíò u ∈ U ëèáî ðàâåí 1, ëèáî äåëèò-
ñÿ íà 4 è u/4 òàêæå ïðèíàäëåæèò U . Òåïåðü íàäî âåçäå çàìåíèòü ìíîæåñòâî
U íà åãî êîä u1, u2, à óòâåðæäåíèå x ∈ U íà S(x, u1, u2), ãäå S � ïîñòðîåííûé
íàìè êîäèðóþùèé ïðåäèêàò.

Çàäà÷à 63. Ïîêàæèòå, ÷òî äâóìåñòíûé ïðåäèêàò "x åñòü n-îå ïî ïî-
ðÿäêó ïðîñòîå ÷èñëî" àðèôìåòè÷åí.

�8. Íåâûðàçèìûå ïðåäèêàòû: àâòîìîðôèçìû

Ìû âèäåëè, êàê ìîæíî äîêàçàòü âûðàçèìîñòü íåêîòîðûõ ñâîéñòâ. Ñåé÷àñ ìû
ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî äîêàçûâàòü íåâûðàçèìîñòü.

Íà÷í¼ì ñ òàêîãî ïðèìåðà. Ïóñòü ñèãíàòóðà ñîäåðæèò äâóìåñòíûé ïðåäèêàò
ðàâåíñòâà (=) è äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ (+). Ðàññìîòðèì å¼ èíòåð-
ïðåòàöèþ, íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ öåëûå ÷èñëà, à ðàâåíñòâî è ñëîæåíèå
èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäèêàò x > y
íå ÿâëÿåòñÿ âûðàçèìûì.

Ïðè÷èíà î÷åâèäíà: ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæåíèÿ öåëûå ÷èñëà óñòðîåíû ñèì-
ìåòðè÷íî, ïîëîæèòåëüíûå íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò îòðèöàòåëüíûõ. Åñëè ìû
èçìåíèì çíàê ó âñåõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó, òî å¼ èñòèííîñòü íå
ìîæåò èçìåíèòüñÿ. Íî ïðè ýòîì x > y çàìåíèòñÿ íà x < y, è ïîòîìó ýòî
ñâîéñòâî íå ÿâëÿåòñÿ âûðàçèìûì.

Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, íàäî äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè òàêîå ñâîéñòâî: åñëè ôîð-
ìóëà φ óêàçàííîé ñèãíàòóðû èñòèííà ïðè îöåíêå π, òî îíà èñòèííà è ïðè
îöåíêå π′, â êîòîðîé çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ ìåíÿþò çíàê. (Ïîäðîáíî ìû
îáúÿñíèì ýòî â îáùåé ñèòóàöèè äàëüøå.)

Ñôîðìóëèðóåì îáùóþ ñõåìó, êîòîðîé ñëåäóåò ýòî ðàññóæäåíèå. Ïóñòü èìå-
åòñÿ íåêîòîðàÿ ñèãíàòóðà σ è èíòåðïðåòàöèÿ ýòîé ñèãíàòóðû, íîñèòåëåì êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîM . Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå α : M →M
íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì èíòåðïðåòàöèè, åñëè âñå ôóíêöèè è ïðåäèêàòû,
âõîäÿùèå â èíòåðïðåòàöèþ, óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî α. Ïðè ýòîì k-ìåñòíûé
ïðåäèêàò P íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî α, åñëè

P (α(m1), . . . , α(mk))⇔ P (m1, . . . ,mk)

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ m1, . . . ,mk ∈ M . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì k-ìåñòíàÿ
ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî α, åñëè

f(α(m1), . . . , α(mk)) = α(f(m1, . . . ,mk)).
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Ýòî îïðåäåëåíèå îáîáùàåò ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå àâòîìîðôèçìà äëÿ
ãðóïï, êîëåö, ïîëåé è ò.ä.

Òåîðåìà 21. Ïðåäèêàò, âûðàçèìûé â äàííîé èíòåðïðåòàöèè, óñòîé÷èâ
îòíîñèòåëüíî å¼ àâòîìîðôèçìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî (äîñòàòî÷íî î÷åâèä-
íîãî) óòâåðæäåíèÿ ôîðìàëüíî.

Ïóñòü π � íåêîòîðàÿ îöåíêà, òî åñòü îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå
âñåì èíäèâèäíûì ïåðåìåííûì íåêîòîðûå ýëåìåíòû íîñèòåëÿ. ×åðåç α ◦ π
îáîçíà÷èì îöåíêó, êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ, åñëè ê çíà÷åíèþ êàæäîé ïåðåìåííîé
ïðèìåíèòü îòîáðàæåíèå α; äðóãèìè ñëîâàìè, α ◦ π(ξ) = α(π(ξ)) äëÿ ëþáîé
ïåðåìåííîé ξ.

Ïåðâûé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ òåðìà t äîêà-
çàòü òàêîå óòâåðæäåíèå: çíà÷åíèå òåðìà t ïðè îöåíêå α ◦ π ïîëó÷àåòñÿ ïðè-
ìåíåíèåì α ê çíà÷åíèþ òåðìà t ïðè îöåíêå π:

[t](α ◦ π) = α([t](π)).

Äëÿ ïåðåìåííûõ ýòî î÷åâèäíî, à øàã èíäóêöèè èñïîëüçóåò óñòîé÷èâîñòü âñåõ
ôóíêöèé èíòåðïðåòàöèè îòíîñèòåëüíî α.

Òåïåðü èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû φ ëåãêî äîêàçàòü òàêîå óòâåð-
æäåíèå:

[φ](α ◦ π) = [φ](π).

Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ýòó ïðîâåðêó; ñêàæåì ëèøü, ÷òî âçàèìíàÿ îäíîçíà÷-
íîñòü α èñïîëüçóåòñÿ, êîãäà ìû ðàçáèðàåì ñëó÷àé êâàíòîðîâ. (Â ñàìîì äåëå,
åñëè ñ îäíîé ñòîðîíû èçîìîðôèçìà áåð¼òñÿ êàêîé-òî îáúåêò, òî âçàèìíàÿ îä-
íîçíà÷íîñòü ïîçâîëÿåò âçÿòü ñîîòâåòñòâóþùèé åìó îáúåêò ñ äðóãîé ñòîðîíû
èçîìîðôèçìà.) �

Òåîðåìà 21 ïîçâîëÿåò äîêàçàòü íåâûðàçèìîñòü êàêîãî-òî ïðåäèêàòà, ïðåäú-
ÿâèâ àâòîìîðôèçì èíòåðïðåòàöèè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî èíòåðåñóþùèé íàñ
ïðåäèêàò íåóñòîé÷èâ. Âîò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:

• (Z,=, <) Ñèãíàòóðà ñîäåðæèò ðàâåíñòâî è îòíîøåíèå ïîðÿäêà. Èíòåð-
ïðåòàöèÿ: öåëûå ÷èñëà. Íåâûðàçèìûé ïðåäèêàò: x = 0. Àâòîìîðôèçì:
x 7→ x+ 1.
• (Q,=, <,+) Ñèãíàòóðà ñîäåðæèò ðàâåíñòâî, îòíîøåíèå ïîðÿäêà è îïå-
ðàöèþ ñëîæåíèÿ. Èíòåðïðåòàöèÿ: ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Íåâûðàçèìûé
ïðåäèêàò: x = 1. Àâòîìîðôèçì: x 7→ 2x.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæåíèå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ïðåäèêàò x = 0. Êðîìå
òîãî, îòìåòèì, ÷òî âìåñòî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî âçÿòü äåéñòâè-
òåëüíûå (íî íå öåëûå, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå åäèíèöà îïèñûâàåòñÿ êàê
íàèìåíüøåå ÷èñëî, áîëüøåå íóëÿ).
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• (R,=, <, 0, 1) Ñèãíàòóðà ñîäåðæèò ðàâåíñòâî, ïîðÿäîê è êîíñòàíòû 0
è 1. Èíòåðïðåòàöèÿ: äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Íåâûðàçèìûé ïðåäèêàò:
x = 1/2. (Àâòîìîðôèçì óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà R, ñîõðàíÿþùèé
0 è 1, íî íå 1/2, ïîñòðîèòü ëåãêî.)
• (R,=,+, 0, 1) Ñèãíàòóðà ñîäåðæèò ðàâåíñòâî, ñëîæåíèå, êîíñòàíòû 0
è 1. Èíòåðïðåòàöèÿ: äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò
x = γ âûðàçèì äëÿ ðàöèîíàëüíûõ γ è íåâûðàçèì äëÿ èððàöèîíàëü-
íûõ γ.

Â ñàìîì äåëå, âûðàçèìîñòü äëÿ ðàöèîíàëüíûõ γ î÷åâèäíà. Íåâûðà-
çèìîñòü äëÿ èððàöèîíàëüíûõ γ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ
èððàöèîíàëüíûõ γ1 è γ2 ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé γ1
â γ2. (Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì R êàê áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä Q. Âåêòîðû 1, γ1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ïîòîìó èõ
ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà Ãàìåëÿ (ïîäðîáíîñòè ñìîòðè â êíèæêå ïî
òåîðèè ìíîæåñòâ [1]). Ñäåëàåì òî æå ñàìîå ñ âåêòîðàìè 1, γ2. Ïîëó÷àò-
ñÿ ðàâíîìîùíûå áàçèñû, ïîñëå ÷åãî ìû áåð¼ì Q-ëèíåéíûé îïåðàòîð,
ïåðåâîäÿùèé 1 â 1 è γ1 â γ2.)
• (C,=,+,×, 0, 1) Â ñèãíàòóðó âõîäÿò ïðåäèêàò ðàâåíñòâà, îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå êîíñòàíòû 0 è 1. Èíòåðïðåòàöèÿ: êîì-
ïëåêñíûå ÷èñëà. Ïðåäèêàò x = γ, ãäå γ � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñ-
ëî, âûðàçèì äëÿ ðàöèîíàëüíûõ γ è íåâûðàçèì äëÿ èððàöèîíàëüíûõ
γ.

Â ñàìîì äåëå, åñëè γ èððàöèîíàëüíî, òî îíî ìîæåò áûòü àëãåáðàè-
÷åñêèì èëè òðàíñöåíäåíòíûì. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí
èç Q[x] ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, îáðàùàþùèéñÿ â 0 â òî÷êå γ; ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ îí èìååò ñòåïåíü áîëüøå 1 è ïîòîìó èìååò äðóãîé êîðåíü γ′.
Â àëãåáðå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì C íàä Q, ïåðå-
âîäÿùèé γ â γ′.

Â ñëó÷àå òðàíñöåíäåíòíîãî γ ìû èñïîëüçóåì òàêîé ôàêò: äëÿ ëþáûõ
òðàíñöåíäåíòíûõ γ1, γ2 ∈ C ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ïîëÿ C íàä Q,
êîòîðûé ïåðåâîäèò γ1 â γ2.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëÿ R âìåñòî C òàêîå ðàññóæäåíèå íå ïðîõîäèò,
òàê êàê ýòî ïîëå íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ. (Îòíîøå-
íèå ïîðÿäêà âûðàçèìî: ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ñóòü êâàäðàòû, ïîýòî-
ìó ëþáîé àâòîìîðôèçì ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê. Ïîñêîëüêó àâòîìîðôèçì
îñòàâëÿåò íà ìåñòå âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, îí äîëæåí áûòü òîæäå-
ñòâåííûì.)

(Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäèêàò x = γ âûðàçèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
γ � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî.)
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Çàäà÷à 64. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäèêàò y = x+ 1 íåâûðàçèì â èíòåðïðå-
òàöèè (Z,=, f), ãäå f � îäíîìåñòíàÿ ôóíêöèÿ x 7→ (x+ 2).

Çàäà÷à 65. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäèêàò x = 2 íåâûðàçèì â ìíîæåñòâå
öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñ ïðåäèêàòàìè ðàâåíñòâà è "x äåëèò y".

�9. Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ: îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû

Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ïîçâîëÿëî âûâîäèòü âñå òàâòîëîãèè èç íåêîòîðîãî
íàáîðà áàçèñíûõ òàâòîëîãèé (íàçâàííûõ àêñèîìàìè) ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ
ïðàâèë âûâîäà (íà ñàìîì äåëå åäèíñòâåííîãî ïðàâèëà modus ponens). Ñåé÷àñ
ìû õîòèì ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñîîò-
âåòñòâóþùåå èñ÷èñëåíèå íàçûâàåòñÿ èñ÷èñëåíèåì ïðåäèêàòîâ.

Ïóñòü ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ñèãíàòóðà σ. Ôîðìóëà φ ýòîé ñèãíàòóðû
(âîçìîæíî, ñ ïàðàìåòðàìè) íàçûâàåòñÿ îáùåçíà÷èìîé, åñëè îíà èñòèííà â
ëþáîé èíòåðïðåòàöèè ñèãíàòóðû σ íà ëþáîé îöåíêå.

Îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ èãðàþò òó æå ðîëü, ÷òî òàâ-
òîëîãèè â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé. Ìåæäó íèìè åñòü è ôîðìàëüíàÿ ñâÿçü: åñ-
ëè âçÿòü ëþáóþ òàâòîëîãèþ è âìåñòî âõîäÿùèõ â íå¼ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ ïîäñòàâèòü ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû ñèãíàòóðû σ, ïîëó÷èòñÿ îá-
ùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü åñòü íåêîòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
ñèãíàòóðû σ è íåêîòîðàÿ îöåíêà (òî åñòü ôèêñèðîâàíû çíà÷åíèÿ èíäèâèä-
íûõ ïåðåìåííûõ). Òîãäà êàæäàÿ èç ïîäñòàâëåííûõ ôîðìóë ñòàíåò èñòèííîé
èëè ëîæíîé, à çíà÷åíèå âñåé ôîðìóëû îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñ-
òèííîñòè äëÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê, òî åñòü ïî òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî â ëîãèêå
âûñêàçûâàíèé.

Êîíå÷íî, áûâàþò è äðóãèå îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àÿìè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ òàâòîëîãèé. Íàïðèìåð, ôîðìóëà

∀xA(x)→ ∃yA(y)
îáùåçíà÷èìà (çäåñü ñóùåñòâåííî, ÷òî íîñèòåëü ëþáîé èíòåðïðåòàöèè íåïóñò).
Äðóãèå ïðèìåðû îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë (âî âòîðîì ñëó÷àå φ � ïðîèçâîëüíàÿ
ôîðìóëà):

∃y ∀xB(x, y)→ ∀x∃y B(x, y), ¬∀x¬φ→ ∃xφ.
Çàäà÷à 66. Áóäåò ëè îáùåçíà÷èìà ôîðìóëà
(à) ∀x∃y B(x, y)→ ∃y ∀xB(x, y);
(á) ¬∀x∃y B(x, y)→ ∃x∀y ¬B(x, y)?

Ìíîãèå âîïðîñû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê âîïðîñû îá îáùåçíà÷èìî-
ñòè íåêîòîðûõ ôîðìóë. Íàïðèìåð, ìîæíî çàïèñàòü ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè,
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òðàíçèòèâíîñòè è àíòèñèììåòðè÷íîñòè â âèäå ôîðìóë R, T è A ñèãíàòóðû
(=, <) è çàòåì íàïèñàòü ôîðìóëó

R ∧ T ∧ A→ ∃x ∀y ((y < x) ∨ (y = x)).

Îáùåçíà÷èìîñòü ýòîé ôîðìóëû îçíà÷àëà áû, ÷òî ëþáîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí-
íîå ìíîæåñòâî èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò, òàê ÷òî îíà íå îáùåçíà÷èìà.

Çàäà÷à 67. Íàïèøèòå ôîðìóëû R, T,A è ïðîâåðüòå, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ
íàìè ôîðìóëà íå îáùåçíà÷èìà, õîòÿ èñòèííà âî âñåõ êîíå÷íûõ èíòåðïðå-
òàöèÿõ.

Äâå ôîðìóëû φ è ψ (ñ ïàðàìåòðàìè èëè áåç) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè è íà ëþáîé îöåíêå, íà êîòîðîé èñòèííà îäíà èç
íèõ, èñòèííà è äðóãàÿ. Ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî òàêîìó: ôîðìóëà φ↔ ψ
îáùåçíà÷èìà. Çäåñü, íàïîìíèì, φ↔ ψ åñòü ñîêðàùåíèå äëÿ ((φ→ ψ)∧ (ψ →
φ)).

Îáùåçíà÷èìîñòü ëþáîé ôîðìóëû φ î÷åâèäíî ðàâíîñèëüíà îáùåçíà÷èìî-
ñòè å¼ çàìûêàíèÿ � ôîðìóëû, êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ, åñëè ñëåâà ê φ ïðèïèñàòü
êâàíòîðû âñåîáùíîñòè ïî âñåì ïàðàìåòðàì.

Äâîéñòâåííîå ê îáùåçíà÷èìîñòè ïîíÿòèå � âûïîëíèìîñòü. Ôîðìóëà íàçû-
âàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè îíà èñòèííà â íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè íà íåêîòî-
ðîé îöåíêå. Î÷åâèäíî, ôîðìóëà φ îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôîðìóëà ¬φ íå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé.

×òîáû ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôîðìóëà òàâòîëîãèåé, äîñòàòî÷íî ïîäñòà-
âèòü â íå¼ âñå âîçìîæíûå íàáîðû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Õîòÿ ýòîò ïðîöåññ
ìîæåò áûòü íà ïðàêòèêå íåâûïîëíèì (íàáîðîâ ñëèøêîì ìíîãî), òåîðåòè÷åñêè
ìû èìååì ïðîñòîé àëãîðèòì ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ ëè ôîðìóëà òàâòîëîãèåé. Äëÿ
îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë â îáùåì ñëó÷àå òàêîãî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò (òåî-
ðåìà ×¼ð÷à); îí åñòü òîëüêî äëÿ î÷åíü îãðàíè÷åííûõ êëàññîâ ôîðìóë. Íàïðè-
ìåð, åñëè ñèãíàòóðà ñîäåðæèò òîëüêî íóëüìåñòíûå ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû, òî
çàäà÷à ïî ñóùåñòâó ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå òàâòîëîãè÷íîñòè (â ýòîì ñëó÷àå êâàí-
òîðû ôèêòèâíû). ×óòü áîëåå ñëîæåí ñëó÷àé ñ îäíîìåñòíûìè ïðåäèêàòàìè.

Çàäà÷à 68. Ïóñòü ñèãíàòóðà σ ñîäåðæèò òîëüêî îäíîìåñòíûå ïðåäè-
êàòû. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà ýòîé ñèãíàòóðû, ñî-
äåðæàùàÿ n ðàçëè÷íûõ ïðåäèêàòîâ, âûïîëíèìà â íåêîòîðîé êîíå÷íîé èí-
òåðïðåòàöèè, ñîäåðæàùåé íå áîëåå 2n ýëåìåíòîâ. Êàê èñïîëüçîâàòü ýòîò
ôàêò äëÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè ôîðìóë òàêîé ñèãíà-
òóðû?
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�10. Àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà

Âîçâðàòèìñÿ ê íàøåé çàäà÷å: êàêèå àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà íàì íóæíû,
÷òîáû ïîëó÷èòü âñå îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû íåêîòîðîé ñèãíàòóðû σ? Åñòå-
ñòâåííî èñïîëüçîâàòü âñå ñõåìû àêñèîì (1) - (11) èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé
(ðàçäåë 3), íî òîëüêî âìåñòî áóêâ A, B è C òåïåðü ìîæíî ïîäñòàâëÿòü ïðîèç-
âîëüíûå ôîðìóëû ñèãíàòóðû σ. Òåîðåìà î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé
ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîñëå ýòîãî ìû ñìîæåì âûâåñòè ëþáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ëþ-
áîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé òàâòîëîãèè (òî åñòü ëþáóþ ôîðìóëó, êîòîðàÿ ïîëó÷à-
åòñÿ èç ïðîïîçèöèîíàëüíîé òàâòîëîãèè çàìåíîé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ íà ôîðìóëû ñèãíàòóðû σ). Â ñàìîì äåëå, âîçüì¼ì âûâîä ýòîé òàâòîëîãèè
â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé (êîòîðîå, êàê ìû çíàåì, ïîëíî) è âûïîëíèì ñî-
îòâåòñòâóþùóþ çàìåíó âî âñåõ ôîðìóëàõ ýòîãî âûâîäà.

Ïî÷òè ñòîëü æå ïðîñòî ïîíÿòü, ÷òî íè÷åãî äðóãîãî òàêèå àêñèîìû íå äà-
äóò: åñëè ïîëüçîâàòüñÿ ëèøü ñõåìàìè àêñèîì (1)-(11), ðàçðåøàÿ áðàòü â íèõ â
êà÷åñòâå A, B, C ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû ñèãíàòóðû σ, à â êà÷åñòâå ïðàâèëà
âûâîäà èñïîëüçîâàòü modus ponens, òî âñå âûâîäèìûå ôîðìóëû áóäóò ÷àñò-
íûìè ñëó÷àÿìè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ òàâòîëîãèé. Â ñàìîì äåëå, åñëè êàêàÿ-òî
ïîäôîðìóëà íà÷èíàåòñÿ ñ êâàíòîðà, òî â âûâîäå îíà ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ òîëü-
êî êàê åäèíîå öåëîå, òî åñòü òàêàÿ ïîäôîðìóëà âåä¼ò ñåáÿ êàê ïðîïîçèöèî-
íàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ýòî íàáëþäåíèå ñêîðåå òðèâèàëüíî, ÷åì óäèâèòåëüíî � åñëè ñðåäè íà-
øèõ àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà íåò íè÷åãî î ñìûñëå êâàíòîðîâ, òî ôîðìóëû,
íà÷èíàþùèåñÿ ñ êâàíòîðîâ, áóäóò âåñòè ñåáÿ êàê íåäåëèìûå áëîêè. Òàêèì
îáðàçîì, íàì íóæíû àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà, îòðàæàþùèå èíòóèòèâíûé
ñìûñë êâàíòîðîâ.

Âñïîìíèì, êàê âûãëÿäåëè àêñèîìû èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Ó íàñ áûëî
äâà òèïà àêñèîì äëÿ êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè: îäíè ãîâîðèëè, ÷òî èç íèõ
ñëåäóåò (íàïðèìåð, èç A∧B ñëåäîâàëî B), à äðóãèå � êàê èõ ìîæíî äîêàçàòü
(íàïðèìåð, àêñèîìà (A→ (B → (A ∧ B))) ãîâîðèëà, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
(A ∧ B) íàäî äîêàçàòü A è B). Êâàíòîðû âñåîáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ â
íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷íû êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè, è àêñèîìû äëÿ
íèõ òîæå áóäóò ïîõîæèìè. Íàïðèìåð, ñðåäè àêñèîì áóäåò ôîðìóëà

∀xA(x)→ A(t),

ãäå A � îäíîìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë íàøåé ñèãíàòóðû, à t � êîíñòàíòà,
ïåðåìåííàÿ èëè âîîáùå ëþáîé òåðì. (Åñëè A âåðíî äëÿ âñåõ x, òî îíî äîëæíî
áûòü âåðíî è äëÿ íàøåãî êîíêðåòíîãî t. Ìîæíî ñêàçàòü è òàê: èç "áåñêîíå÷íîé
êîíúþíêöèè" âñåõ A(x) âûòåêàåò îäèí èç å¼ ÷ëåíîâ.)

Êîíå÷íî, òàêóþ àêñèîìó íàäî èìåòü íå òîëüêî äëÿ îäíîìåñòíîãî ïðåäè-
êàòíîãî ñèìâîëà A, íî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû φ, ëþáîé ïåðåìåííîé ξ è ëþáîãî
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òåðìà t. Åñòåñòâåííî ñêàçàòü, ÷òî åñëè φ � ëþáàÿ ôîðìóëà, à t � ëþáîé òåðì,
òî ôîðìóëà

∀ξ φ→ φ(t/ξ),

ãäå φ(t/ξ) îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè t âìåñòî âñåõ âõîæäåíèé ïåðå-
ìåííîé ξ â ôîðìóëó φ, ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé. (Çàïèñü φ(t/ξ) ìîæíî ÷èòàòü êàê
"ôè îò òý âìåñòî êñè".)

Ê ñîæàëåíèþ, âñ¼ íå òàê ïðîñòî. Íàïðèìåð, åñëè ôîðìóëà φ èìååò âèä

A(x) ∧ ∃xB(x, x),

òî ïîäñòàíîâêà òåðìà f(y) âìåñòî x äàñò àáñóðäíîå âûðàæåíèå

A(f(y)) ∧ ∃f(y)B(f(y), f(y)),

âîîáùå íå ÿâëÿþùååñÿ ôîðìóëîé. À åñëè ïîäñòàâèòü f(y) òîëüêî âíóòðè A
è B, òî ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå

A(f(y)) ∧ ∃xB(f(y), f(y)),

êîòîðîå õîòÿ è áóäåò ôîðìóëîé, íî èìååò ñîâñåì íå òîò ñìûñë, êîòîðûé íàì
íóæåí.

Êîíå÷íî, â äàííîì ñëó÷àå ïî ñìûñëó ÿñíî, ÷òî ïîäñòàâëÿòü f(y) íàäî ëèøü
âìåñòî ñàìîãî ïåðâîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x. Íî åñëè ìû õîòèì îïðåäå-
ëèòü ôîðìàëüíóþ ñèñòåìó àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà, òî íàäî äàòü ôîðìàëüíûå
îïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ êàæäîãî êâàíòîðà â ôîðìóëå ðàññìîòðèì åãî îáëàñòü äåéñòâèÿ� íà-
÷èíàþùóþñÿ ñ íåãî ïîäôîðìóëó. Ñâîáîäíûì âõîæäåíèåì èíäèâèäíîé ïåðå-
ìåííîé â ôîðìóëó íàçûâàåòñÿ âõîæäåíèå, íå ïîïàäàþùåå â îáëàñòü äåéñòâèÿ
îäíîèì¼ííîãî êâàíòîðà. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôîð-
ìóëèðîâàòü èíäóêòèâíî:

• ëþáîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé â òåðì ñâîáîäíî;
• ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé â ôîðìóëó φ ÿâëÿþòñÿ å¼ ñâîáîäíû-
ìè âõîæäåíèÿìè â ôîðìóëó ¬φ;
• ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ ëþáîé ïåðåìåííîé â îäíó èç ôîðìóë φ è ψ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè âõîæäåíèÿìè â (φ ∧ ψ), (φ ∨ ψ) è (φ→ ψ);
• ïåðåìåííàÿ ξ íå èìååò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé â ôîðìóëû ∀ξ φ è ∃ξ φ;
ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ â φ ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíû-
ìè âõîæäåíèÿìè â ýòè äâå ôîðìóëû.

Ñðàâíèâàÿ ýòî îïðåäåëåíèå ñ èíäóêòèâíûì îïðåäåëåíèåì ïàðàìåòðîâ ôîð-
ìóëû â ðàçäåëå 5, ìû âèäèì, ÷òî ïàðàìåòðû � ýòî ïåðåìåííûå, èìåþùèå
ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ â ôîðìóëó.
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Âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñâîáîäíûìè (â òîì ÷èñëå ñòîÿùèå
ðÿäîì ñ êâàíòîðîì) íàçûâàþò ñâÿçàííûìè. Íàïðèìåð, ïåðåìåííàÿ x èìååò
îäíî ñâîáîäíîå è òðè ñâÿçàííûõ âõîæäåíèÿ â ôîðìóëó A(x) ∧ ∃x B(x, x).

Òåïåðü ìîæíî âíåñòè ïîïðàâêó â ñêàçàííîå âûøå è ñ÷èòàòü, ÷òî àêñèîìàìè
ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû

∀ξ φ→ φ(t/ξ),

ãäå φ(t/ξ) åñòü ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè t âìåñòî âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïå-
ðåìåííîé ξ. Îäíàêî òàêîé îãîâîðêè íåäîñòàòî÷íî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé
ïðèìåð.

Ïîäñòàâëÿÿ f(y) âìåñòî x â ôîðìóëó ∀z B(x, z), ìû ïîëó÷àåì (â ïîëíîì
ñîãëàñèè ñ íàøåé èíòóèöèåé) ôîðìóëó ∀z B(f(y), z). Òåïåðü ðàññìîòðèì ôîð-
ìóëó ∀y B(x, y), êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ∀z B(x, z) ëèøü èìåíåì ñâÿçàííîé ïå-
ðåìåííîé è äîëæíà èìåòü òîò æå ñìûñë. Ïåðåìåííàÿ x â íåé ïî-ïðåæíåìó
ñâîáîäíà, íî ïîäñòàíîâêà f(y) âìåñòî x äà¼ò ôîðìóëó ∀y B(f(y), y)), â êîòî-
ðîé f(y) íåîæèäàííî äëÿ ñåáÿ ïîïàäàåò â îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà ïî y.
Òàêîå ÿâëåíèå èíîãäà íàçûâàþò êîëëèçèåé ïåðåìåííûõ ; ïðè ýòîì ïîäñòàíîâ-
êà äà¼ò ôîðìóëó, èìåþùóþ ñîâñåì íå òîò ñìûñë, êàêîé ìû õîòåëè.

Çàäà÷à 69. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôîðìóëû âèäà ∀ξ φ → φ(t/ξ), â êîòî-
ðîé ïðîèñõîäèò êîëëèçèÿ ïåðåìåííûõ è êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé.
(Îòâåò: ∀x∃y A(x, y)→ ∃yA(y, y).)

Ïîýòîìó íàì ïðèä¼òñÿ ïðèíÿòü åù¼ îäíó ìåðó ïðåäîñòîðîæíîñòè è ôîð-
ìàëüíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå êîððåêòíîé ïîäñòàíîâêè òåðìà âìåñòî ïåðåìåí-
íîé. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäñòàíîâêà òåðìà t âìåñòî ïåðåìåííîé ξ êîð-
ðåêòíà, åñëè â ïðîöåññå òåêñòóàëüíîé çàìåíû âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïå-
ðåìåííîé ξ íà òåðì t íèêàêàÿ ïåðåìåííàÿ èç t íå ïîïàäàåò â îáëàñòü äåéñòâèÿ
îäíîèì¼ííîãî êâàíòîðà.

Ïåäàíòè÷íûé ÷èòàòåëü ìîã áû ïîïðîñèòü äîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò òàêîé
ïîäñòàíîâêè áóäåò ôîðìóëîé. Ýòî ïðîùå âñåãî ñäåëàòü òàê: äàòü èíäóêòèâíîå
îïðåäåëåíèå êîððåêòíîé ïîäñòàíîâêè, ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì èíäóêòèâíî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà t âìåñòî ïå-
ðåìåííîé ξ â òåðì u; ýòîò ðåçóëüòàò áóäåì îáîçíà÷àòü u(t/ξ):

• ξ(t/ξ) åñòü t; äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé η, îòëè÷íîé îò ξ, ìû ïîëàãàåì
η(t/ξ) ðàâíûì η.
• åñëè f åñòü k-ìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, à t1, . . . , tk � òåðìû,
òî

f(t1, . . . , tk)(t/ξ) = f(t1(t/ξ), . . . , tk(t/ξ)).

Òåïåðü èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äëÿ ôîðìóë:
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• äëÿ àòîìàðíûõ ôîðìóë: åñëè R åñòü k-ìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë,
à t1, . . . , tk � òåðìû, òî

R(t1, . . . , tk)(t/ξ) = R(t1(t/ξ), . . . , tk(t/ξ))

è ïîäñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé;
• ïîäñòàíîâêà òåðìà t âìåñòî ïåðåìåííîé ξ â ôîðìóëó ¬φ êîððåêòíà,
åñëè îíà êîððåêòíà äëÿ ôîðìóëû φ, ïðè ýòîì

[¬φ](t/ξ) = ¬[φ(t/ξ)]

(êâàäðàòíûå ñêîáêè óêàçûâàþò ïîðÿäîê äåéñòâèé, íå ÿâëÿÿñü ÷àñòüþ
ôîðìóëû);
• ïîäñòàíîâêà òåðìà t âìåñòî ïåðåìåííîé ξ â ôîðìóëó (φ∧ψ) êîððåêòíà,
åñëè îíà êîððåêòíà äëÿ îáåèõ ôîðìóë φ è ψ, ïðè ýòîì

(φ ∧ ψ)(t/ξ) = (φ(t/ξ) ∧ ψ(t/ξ));

àíàëîãè÷íî äëÿ ôîðìóë (φ ∨ ψ) è (φ→ ψ);
• íàêîíåö, ïîäñòàíîâêà t âìåñòî ξ â ôîðìóëó ∀η φ êîððåêòíà â äâóõ
ñëó÷àÿõ:

(1) åñëè ξ íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ôîðìóëû ∀η φ (ýòî âîçìîæíî,
êîãäà ξ íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì φ èëè êîãäà ξ ñîâïàäàåò ñ η); ïðè
ýòîì ïîäñòàíîâêà íè÷åãî íå ìåíÿåò â ôîðìóëå;

(2) ïåðåìåííàÿ ξ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ôîðìóëû ∀η φ, íî ïåðåìåí-
íàÿ η íå âõîäèò â òåðì t è ïîäñòàíîâêà φ(t/ξ) êîððåêòíà; ïðè ýòîì

[∀η φ](t/ξ) = ∀η [φ(t/ξ)].

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîððåêòíàÿ ïîäñòàíîâêà â ôîðìóëó ∃ξφ.
Ãëàâíàÿ ÷àñòü â ýòîì îïðåäåëåíèè � ïîñëåäíèé åãî ïóíêò, êîòîðûé, âî-

ïåðâûõ, ãîâîðèò, ÷òî âìåñòî ñâÿçàííûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ íè÷åãî ïîä-
ñòàâëÿòü íå íàäî, à âî-âòîðûõ, òðåáóåò, ÷òîáû ïðè êîððåêòíîé ïîäñòàíîâêå
ïåðåìåííûå èç òåðìà t íå ïîäïàäàëè ïîä äåéñòâèå îäíîèì¼ííûõ êâàíòîðîâ.

Ïîñëå âñåõ ýòèõ ïðèãîòîâëåíèé ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü äâå îñòàâøèåñÿ
ñõåìû àêñèîì èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ: ôîðìóëà

(12) ∀ξ φ→ φ(t/ξ)
è äâîéñòâåííàÿ åé ôîðìóëà

(13) φ(t/ξ)→ ∃ξ φ
áóäóò àêñèîìàìè èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, åñëè óêàçàííûå â íèõ ïîäñòàíîâêè
êîððåêòíû.

Äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîäñòàíîâêà çàâåäîìî êîððåêòíà: âî-ïåðâûõ,
ìîæíî áåçîïàñíî ïîäñòàâëÿòü êîíñòàíòó (èëè ëþáîé òåðì áåç ïàðàìåòðîâ),
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âî-âòîðûõ, ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííîé âìåñòî ñåáÿ âñåãäà êîððåêòíà (è íè÷åãî
íå ìåíÿåò â ôîðìóëå).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëû ∀ξ φ → φ è φ → ∃ξ φ áóäóò àêñèîìàìè
èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ (äëÿ ëþáîé ôîðìóëû φ è ïåðåìåííîé ξ).

Íóæíû ëè íàì åù¼ êàêèå-íèáóäü àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà? Êîíå÷íî,
íóæíû, ïîñêîëüêó óæå ñôîðìóëèðîâàííûå àêñèîìû íå ïîëíîñòüþ îòðàæàþò
ñìûñë êâàíòîðîâ. (Íàïðèìåð, îíè âïîëíå ñîãëàñóþòñÿ ñ òàêèì ïîíèìàíèåì
ýòîãî ñìûñëà: ôîðìóëà ∀ξ φ âñåãäà ëîæíà, à ôîðìóëà ∃ξ φ âñåãäà èñòèííà.)
Ïîýòîìó ìû ââåä¼ì â íàøå èñ÷èñëåíèå äâà ïðàâèëà âûâîäà, íàçûâàåìûå ïðà-
âèëàìè Áåðíàéñà, è íà ýòîì îïðåäåëåíèå èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ áóäåò çàâåð-
øåíî.

Åñëè ïåðåìåííàÿ ξ íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ôîðìóëû ψ, òî ïðàâèëà Áåð-
íàéñà ðàçðåøàþò òàêèå ïåðåõîäû:

ψ → φ

ψ → ∀ξ φ
φ→ ψ

∃ξ φ→ ψ

Ìû ãîâîðèì, ÷òî ñòîÿùàÿ ñíèçó îò ÷åðòû (â êàæäîì èç ïðàâèë) ôîðìóëà ïî-
ëó÷àåòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðàâèëó èç âåðõíåé. Ñîîòâåòñòâåííî äîïîëíÿ-
åòñÿ è îïðåäåëåíèå âûâîäà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë, â êîòîðîé êàæäàÿ
ôîðìóëà ëèáî ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ïî îäíîìó
èç ïðàâèë âûâîäà (ðàíüøå áûëî òîëüêî ïðàâèëî MP, òåïåðü äîáàâèëèñü äâà
íîâûõ ïðàâèëà).

Ïîÿñíèì èíòóèòèâíûé ñìûñë ýòèõ ïðàâèë. Ïåðâîå ãîâîðèò, ÷òî åñëè èç ψ
ñëåäóåò φ, ïðè÷¼ì â φ åñòü ïàðàìåòð ξ, êîòîðîãî íåò â ψ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ôîðìóëà φ èñòèííà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ξ, åñëè òîëüêî ôîðìóëà ψ
èñòèííà.

Èñïîëüçóÿ ïåðâîå ïðàâèëî Áåðíàéñà, ëåãêî óñòàíîâèòü äîïóñòèìîñòü ïðà-
âèëà îáîáùåíèÿ

φ

∀ξ φ
(Gen)

(åñëè â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ âûâîäèìà ôîðìóëà ñâåðõó îò ÷åðòû, òî âû-
âîäèìà è ôîðìóëà ñíèçó). Â ñàìîì äåëå, âîçüì¼ì êàêóþ-íèáóäü âûâîäèìóþ
ôîðìóëó ψ áåç ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, àêñèîìó, â êîòîðîé âìåñòî A, B è C
ïîäñòàâëåíû çàìêíóòûå ôîðìóëû). Ðàç âûâîäèìà ôîðìóëà φ, òî âûâîäèìà è
ôîðìóëà ψ → φ (ïîñêîëüêó φ→ (ψ → φ) ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé è äàæå àêñè-
îìîé). Òåïåðü ïî ïðàâèëó Áåðíàéñà âûâîäèì ψ → ∀ξ φ è ïðèìåíÿåì ïðàâèëî
MP ê ýòîé ôîðìóëå è ê ôîðìóëå ψ.
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Ïðàâèëî (Gen) (îò Generalization � îáîáùåíèå) êîäèôèöèðóåò ñòàíäàðò-
íóþ ïðàêòèêó ðàññóæäåíèé: ìû äîêàçûâàåì êàêîå-òî óòâåðæäåíèå φ ñî ñâî-
áîäíîé ïåðåìåííîé ξ, ïîñëå ÷åãî çàêëþ÷àåì, ÷òî ìû äîêàçàëè ∀ξ φ, òàê êàê ξ
áûëî ïðîèçâîëüíûì.

Âòîðîå ïðàâèëî Áåðíàéñà òàêæå âïîëíå åñòåñòâåííî: æåëàÿ äîêàçàòü ψ â
ïðåäïîëîæåíèè ∃ξ φ, ìû ãîâîðèì: ïóñòü òàêîå ξ ñóùåñòâóåò, âîçüì¼ì åãî è
äîêàæåì ψ (òî åñòü äîêàæåì φ→ ψ ñî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé ξ).

Êàê è â ñëó÷àå èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, ïåðåä íàìè ñòîÿò äâå çàäà÷è:
íàäî äîêàçàòü êîððåêòíîñòü èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ (âñÿêàÿ âûâîäèìàÿ ôîð-
ìóëà îáùåçíà÷èìà) è åãî ïîëíîòó (âñÿêàÿ îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà âûâîäèìà).
Ýòèì ìû è çàéì¼ìñÿ â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

�11. Êîððåêòíîñòü èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ

Òåîðåìà 22. Âñÿêàÿ âûâîäèìàÿ â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ôîðìóëà ÿâëÿ-
åòñÿ îáùåçíà÷èìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ïðîâåðêà êîððåêòíî-
ñòè áûëà òðèâèàëüíîé � íàäî áûëî ïî òàáëèöå ïðîâåðèòü, ÷òî âñå àêñèîìû
(1)-(11) ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè. Ñ ýòèìè àêñèîìàìè è ñåé÷àñ íåò ïðîáëåì. Íî
â äâóõ ñëåäóþùèõ àêñèîìàõ åñòü îãðàíè÷åíèå íà êîððåêòíîñòü ïîäñòàíîâêè,
áåç êîòîðîãî îíè ìîãóò íå áûòü îáùåçíà÷èìûìè. Åñòåñòâåííî, ýòî îãðàíè÷å-
íèå äîëæíî áûòü èñïîëüçîâàíî è â äîêàçàòåëüñòâå êîððåêòíîñòè, è ýòî ïî-
òðåáóåò äîâîëüíî ñêó÷íûõ ðàññóæäåíèé � òåì áîëåå ñêó÷íûõ, ÷òî ñàì ôàêò
êàæåòñÿ ÿñíûì è òàê; ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðîïóñòèì.

�
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Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà âûâîäèìà â
èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ. Ââåä¼ì ïîíÿòèÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé è ïîëíîé òåîðèè.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ñèãíàòóðó σ. Ïóñòü Γ � òåîðèÿ â ñèãíàòóðå σ, òî
åñòü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ôîðìóë ýòîé ñèãíàòóðû. Ãîâîðÿò,
÷òî òåîðèÿ Γ ïðîòèâîðå÷èâà, åñëè â íåé âûâîäèòñÿ íåêîòîðàÿ ôîðìóëà φ è å¼
îòðèöàíèå ¬φ. Â ýòîì ñëó÷àå èç Γ âûâîäèòñÿ ëþáàÿ ôîðìóëà, òàê êàê èìååòñÿ
àêñèîìà ¬A→ (A→ B). Åñëè òåîðèÿ Γ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé, òî îíà
íàçûâàåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé.

Çàäà÷à 70. Äîêàæèòå, ÷òî òåîðèÿ ïðîòèâîðå÷èâà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà â íåé âûâîäèòñÿ ôîðìóëà φ∧¬φ (çäåñü φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà
ñèãíàòóðû).
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Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî íåïðî-
òèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà íåïðîòèâîðå÷èâî. Êðîìå òîãî, åñëè áåñêîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ïðîòèâîðå÷èâî, òî íåêîòîðîå åãî êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî òîæå ïðîòè-
âîðå÷èâî (ïîñêîëüêó â âûâîäå ó÷àñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ôîðìóë).

Ñèíòàêñè÷åñêîå ïîíÿòèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ìû áóäåì ñðàâíèâàòü ñ ñå-
ìàíòè÷åñêèì ïîíÿòèåì ñîâìåñòíîñòè. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ èíòåðïðåòà-
öèÿ M ñèãíàòóðû σ. Íàïîìíèì, ÷òî îíà íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè Γ, åñëè
âñå ôîðìóëû èç Γ èñòèííû â M . Ìíîæåñòâî Γ íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíûì, åñëè
îíî èìååò ìîäåëü, òî åñòü åñëè âñå åãî ôîðìóëû èñòèííû â íåêîòîðîé èíòåð-
ïðåòàöèè.

Òåîðåìà 23 (î êîððåêòíîñòè; ïåðåôîðìóëèðîâêà). Ëþáîå ñîâìåñòíîå
ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ôîðìóë íåïðîòèâîðå÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âñå ôîðìóëû èç Γ èñòèííû â íåêîòîðîé èí-
òåðïðåòàöèè M . Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî Γ ⊢ φ è Γ ⊢ ¬φ äëÿ íåêîòîðîé
çàìêíóòîé ôîðìóëû φ? Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî íåò. Â ñàìîì äåëå, â ýòîì ñëó÷àå
ôîðìóëû φ è ¬φ äîëæíû áûòü îäíîâðåìåííî èñòèííû â M , ÷òî, î÷åâèäíî,
íåâîçìîæíî. �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ (î ñîâìåñòíîñòè íåïðîòèâîðå-
÷èâîé òåîðèè) íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïîëíîé òåîðèè.

Íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî Γ, ñîñòîÿùåå èç çàìêíóòûõ ôîðìóë ñèãíàòó-
ðû σ, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì â ýòîé ñèãíàòóðå, åñëè äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîð-
ìóëû φ ýòîé ñèãíàòóðû ëèáî ôîðìóëà φ, ëèáî å¼ îòðèöàíèå ¬φ âûâîäÿòñÿ
èç Γ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òåîðèÿ ïîëíà, åñëè èç ëþáûõ äâóõ ôîðìóë φ è ¬φ (ñî-
îòâåòñòâóþùåé ñèãíàòóðû) ðîâíî îäíà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé ýòîé òåîðèè.

Ïîëíîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ êàêóþ-ëèáî èíòåðïðåòàöèþ è
ðàññìîòðåâ âñå çàìêóòûå ôîðìóëû, èñòèííûå â ýòîé èíòåðïðåòàöèè. (Âïî-
ñëåäñòâèè ìû óâèäèì, ÷òî ëþáîå ïîëíîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
òàêèì ñïîñîáîì � ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû 24.)

Â îïðåäåëåíèè ïîëíîòû ñóùåñòâåííî, ÷òî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ çàìêíóòû-
ìè ôîðìóëàìè òîé æå ñèãíàòóðû. Íàïðèìåð, åñëè ìû âîçüì¼ì îäíîìåñòíûé
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë S, íå âõîäÿùèé â Γ, òî ôîðìóëû èç Γ ïðî íåãî íè÷å-
ãî íå óòâåðæäàþò, è ïîòîìó, ñêàæåì, íè ôîðìóëà ∀xS(x), íè å¼ îòðèöàíèå
íå âûâîäèìû èç Γ. Çàìêíóòîñòü ôîðìóëû φ òîæå âàæíà. Íàïðèìåð, ìíî-
æåñòâî âñåõ èñòèííûõ â íàòóðàëüíîì ðÿäó ôîðìóë ñèãíàòóðû (=, <) ïîëíî,
íî íè ôîðìóëà x = y, íè ôîðìóëà x ̸= y èç íåãî íå âûâîäÿòñÿ, èíà÷å ïî
ïðàâèëó îáîáùåíèÿ ìû ïîëó÷èëè áû ëîæíóþ â N ôîðìóëó ∀x∀y (x = y) èëè
∀x∀y (x ̸= y).
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Ïîëíîå ìíîæåñòâî ïîäîáíî ìèðîâîççðåíèþ ÷åëîâåêà, äîñòèãøåãî ïðåäåëà
óìñòâåííîãî ðàçâèòèÿ: íà âñ¼, ÷òî âõîäèò â êðóã åãî ïîíÿòèé (âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé ñèãíàòóðû σ), îí èìååò òî÷êó çðåíèÿ. Íî ýòî íå îòíîñèòñÿ íè ê
ôîðìóëàì áîëüøåé ñèãíàòóðû (ñîäåðæàùèì íîâûå äëÿ íåãî ïîíÿòèÿ), íè ê
ôîðìóëàì ñ ïàðàìåòðàìè (ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íå ôèêñèðîâàíû).

Òåïåðü ìû ãîòîâû ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 24 (ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, ñèëüíàÿ ôîðìà). Ëþáàÿ
íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ñîâìåñòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ôîðìóë è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Âîç-
âðàòèìñÿ òåïåðü ê ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû î ïîëíîòå.

Òåîðåìà 25 (ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, ñëàáàÿ ôîðìà). Âñÿêàÿ îá-
ùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà âûâîäèìà â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôîðìóëà φ çàìêíóòà. Åñëè îíà íåâûâîäèìà, òî
ìíîæåñòâî {¬φ} íåïðîòèâîðå÷èâî è ïîòîìó ñîâìåñòíî. Â åãî ìîäåëè ôîðìó-
ëà φ áóäåò ëîæíîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

×òî êàñàåòñÿ íåçàìêíóòûõ ôîðìóë, òî èõ îáùåçíà÷èìîñòü è âûâîäèìîñòü
ðàâíîñèëüíà îáùåçíà÷èìîñòè è âûâîäèìîñòè èõ çàìûêàíèÿ. �
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Öåíòðàëüíàÿ èäåÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè âîñõîäèò åù¼ ê Ëåéáíèöó è ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû çàïèñûâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ñèìâîëîâ è îïåðèðîâàòü ñ íèìè ïî ôîðìàëüíûì ïðàâèëàì. Ïðè ýòîì
ïðàâèëüíîñòü ðàññóæäåíèé ìîæíî ïðîâåðÿòü ìåõàíè÷åñêè, íå âíèêàÿ â èõ
ñìûñë.

Óñèëèÿìè áîëüøîãî ÷èñëà ìàòåìàòèêîâ è ëîãèêîâ âòîðîé ïîëîâèíû XIX
è ïåðâîé ïîëîâèíû XX âåêà (Áóëü, Êàíòîð, Ôðåãå, Ïåàíî, Ðàññåë, Óàéòõåä,
Öåðìåëî, Ôðåíêåëü, Ãèëüáåðò, ôîí Íåéìàí, Ã¼äåëü è äðóãèå) ýòà ïðîãðàì-
ìà áûëà â îñíîâíîì âûïîëíåíà. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿêîå òî÷íî ñôîðìó-
ëèðîâàííîå ìàòåìàòè÷åñêîå óòâåðæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëîé òåîðèè
ìíîæåñòâ (îäíîé èç íàèáîëåå îáùèõ ôîðìàëüíûõ òåîðèé), à âñÿêîå ñòðîãîå
ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåîáðàçîâàòü â ôîðìàëüíûé âûâîä â ýòîé
òåîðèè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë òåîðèè ìíîæåñòâ, ïîä÷èíÿþùóþñÿ íåêî-
òîðûì ïðîñòûì ïðàâèëàì). Â êàêîì- òî ñìûñëå ýòî äàæå ñòàëî îïðåäåëåíèåì:
ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèì ñ÷èòàåòñÿ òàêîå ðàññóæäåíèå, êîòîðîå ìîæíî ïåðåâå-
ñòè íà ÿçûê òåîðèè ìíîæåñòâ.
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Òàê ÷òî æå, òåïåðü ìàòåìàòèêè ìîãóò äðóæíî óéòè íà ïåíñèþ, ïîñêîëü-
êó ìîæíî îòêðûâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðåìû ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðîâ, çà-
ïðîãðàììèðîâàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìàëüíûìè ïðàâèëàìè òåîðèè ìíî-
æåñòâ? Êîíå÷íî, íåò, ïðè÷¼ì ñðàçó ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì.

Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî ìàøèíà, âûäàþùàÿ ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ ìàòåìàòè÷å-
ñêèå òåîðåìû (è èõ äîêàçàòåëüñòâà), õîòÿ è âîçìîæíà, íî áåñïîëåçíà. Äåëî
â òîì, ÷òî ñðåäè ýòèõ âåðíûõ óòâåðæäåíèé ïî÷òè âñå áóäóò íåèíòåðåñíûìè.
Ôîðìàëüíàÿ ëîãèêà ãîâîðèò, êàêèå ïðàâèëà íàäî ñîáëþäàòü, ÷òîáû ïîëó÷àòü
âåðíûå ðåçóëüòàòû, íî íå ãîâîðèò, â êàêîì ïîðÿäêå èõ íàäî ïðèìåíÿòü, ÷òîáû
ïîëó÷èòü ÷òî-òî èíòåðåñíîå.

Êàçàëîñü áû, ìû ìîæåì çàïóñòèòü ìàøèíó è æäàòü, ïîêà îíà íå äîêà-
æåò èíòåðåñóþùåå íàñ óòâåðæäåíèå (ïðîïóñêàÿ âñå îñòàëüíûå). Ïðîáëåìà â
òîì, ÷òî ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ñêîëüêî-íèáóäü ñîäåðæàòåëüíîé òåîðå-
ìû íàñòîëüêî äëèííî, ÷òî ïðî÷åñòü åãî ÷åëîâåê íå â ñîñòîÿíèè. Ïðåäñòàâüòå
ñåáå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ñîñòîèò èç ìèëëèîíîâ ôîðìàëüíî ïðàâèëüíûõ
øàãîâ, â êîòîðîì ìû ìîæåì ïðîâåðèòü êàæäûé îòäåëüíûé øàã, íî òàê è íå
ïîíèìàåì, ÷òî ïðîèñõîäèò � ìíîãî ëè â í¼ì ïðîêó?

Íà ñàìîì äåëå ïðîê âñ¼-òàêè åñòü: ìû óçíà¼ì, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäå-
íèå âåðíî, õîòÿ òàê è íå ïîíèìàåì, ïî÷åìó. Òàê ÷òî è òàêàÿ ìàøèíà áûëà áû
ïîëåçíà. Óâû, è ýòîãî ñäåëàòü íå óäà¼òñÿ, ïîñêîëüêó íà ïîèñê äîêàçàòåëüñòâà
ñêîëüêî-íèáóäü ñëîæíîãî óòâåðæäåíèÿ èçâåñòíûìè ñåé÷àñ ìåòîäàìè òðåáóåò-
ñÿ àñòðîíîìè÷åñêè áîëüøîå âðåìÿ (äàæå åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî ìàøèíà
ðàáîòàåò ñ ïðåäåëüíî âîçìîæíîé ïî çàêîíàì ôèçèêè ñêîðîñòüþ).

Ìîæíî óìåðèòü àìáèöèè è ïîñòàâèòü áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó: ïóñòü ìàøèíà
ïðîâåðÿåò äîêàçàòåëüñòâà, çàïèñàííûå ÷åëîâåêîì ïî ïðàâèëàì ôîðìàëüíîé
ëîãèêè. Åñëè ìàøèíà íå ìîæåò ïîìî÷ü íàì ÷òî-òî îòêðûòü, ïóñòü îíà õîòÿ
áû ïðîâåðèò, íå ïðîïóñòèëè ëè ìû êàêîãî-òî øàãà ðàññóæäåíèÿ.

Èç âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ ýòà âûãëÿäèò íàèáîëåå ðåàëèñòè÷íîé. Ê ñî-
æàëåíèþ, ïîêà ÷òî ðàáîòû è â ýòîì íàïðàâëåíèè íå óøëè äàëåêî: ôîðìàëüíàÿ
çàïèñü äîêàçàòåëüñòâà â âèäå, ïðèãîäíîì äëÿ ìàøèííîé ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ
äîëãèì è ñêó÷íûì äåëîì, íà êîòîðîå ó ìàòåìàòèêîâ íå õâàòàåò ýíòóçèàçìà è
òåðïåíèÿ. À ðàçðàáîòàòü óäîáíûå ñðåäñòâà òàêîé çàïèñè ïîêà íå óäàëîñü.

Êîðî÷å ãîâîðÿ, ðåâîëþöèîííàÿ ïðîãðàììà Ëåéáíèöà ïîñòðîåíèÿ ôîðìàëü-
íûõ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè îñóùåñòâèëàñü, íî íåçàìåòíî: ïîä çäàíèå ìàòå-
ìàòèêè ïîäâåëè íîâûé (è äîâîëüíî ïðî÷íûé) ôóíäàìåíò, íî áîëüøèíñòâî
æèëüöîâ ïðî ýòî äî ñèõ ïîð íå çíàþò.

Òàê ÷òî æå, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà áåñïîëåçíà? Íè â êîåì ñëó÷àå: îíà
íå òîëüêî óäîâëåòâîðÿåò åñòåñòâåííûé ôèëîñîôñêèé èíòåðåñ ê îñíîâàíèÿì
ìàòåìàòèêè, íî è ñîäåðæèò ìíîæåñòâî êðàñèâûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå âàæíû
íå òîëüêî äëÿ ìàòåìàòèêè, íî è äëÿ computer science.



Ãëàâà III

Òåîðèÿ àëãîðèòìîâ

�1. Âû÷èñëèìûå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ f ñ íàòóðàëüíûìè àðãóìåíòàìè è çíà÷åíèÿìè íàçûâàåòñÿ âû÷èñëè-
ìîé, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, å¼ âû÷èñëÿþùèé, òî åñòü òàêîé àëãîðèòì A,
÷òî

• åñëè f(n) îïðåäåëåíî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n, òî àëãîðèòì A
îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå n è ïå÷àòàåò f(n);
• åñëè f(n) íå îïðåäåëåíî, òî àëãîðèòì A íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå n.

Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ýòîãî îïðåäåëåíèÿ:
1. Ïîíÿòèå âû÷èñëèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ çäåñü äëÿ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé (îá-

ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíîãî
ðÿäà). Íàïðèìåð, íèãäå íå îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà (â êà÷åñòâå A
íàäî âçÿòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âñåãäà çàöèêëèâàåòñÿ).

2. Ìîæíî áûëî áû èçìåíèòü îïðåäåëåíèå, ñêàçàâ òàê: "åñëè f(n) íå îïðå-
äåëåíî, òî ëèáî àëãîðèòì A íå îñòàíàâëèâàåòñÿ, ëèáî îñòàíàâëèâàåòñÿ, íî íè-
÷åãî íå ïå÷àòàåò". Íà ñàìîì äåëå îò ýòîãî íè÷åãî áû íå èçìåíèëîñü (âìåñòî
òîãî, ÷òîáû îñòàíàâëèâàòüñÿ, íè÷åãî íå íàïå÷àòàâ, àëãîðèòì ìîæåò çàöèêëè-
âàòüñÿ).

3. Âõîäàìè è âûõîäàìè àëãîðèòìîâ ìîãóò áûòü íå òîëüêî íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà, íî è äâîè÷íûå ñòðîêè (ñëîâà â àëôàâèòå {0, 1}), ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîâ è âîîáùå ëþáûå, êàê ãîâîðÿò, "êîíñòðóê-
òèâíûå îáúåêòû". Ïîýòîìó àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå,
ñêàæåì, âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ñ äâóìÿ íàòóðàëüíûìè àðãóìåíòàìè, çíà÷åíè-
ÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Äëÿ ôóíêöèé, ñêàæåì, ñ äåéñòâèòåëüíûìè àðãóìåíòàìè è çíà÷åíèÿìè
ïîíÿòèå âû÷èñëèìîñòè òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ. Çäåñü ñèòóàöèÿ
ñëîæíåå, îïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçíûìè, è ìû î âû÷èñëèìîñòè òàêèõ
ôóíêöèé ãîâîðèòü íå áóäåì. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî, íàïðèìåð, ñèíóñ (ïðè ðà-
çóìíîì îïðåäåëåíèè âû÷èñëèìîñòè) âû÷èñëèì, à ôóíêöèÿ sign(x), ðàâíàÿ
−1, 0 è 1 ïðè x < 0, x = 0 è x > 0 ñîîòâåòñòâåííî � íåò. Òî÷íî òàê æå òðåáó-
åò ñïåöèàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìîñòü ôóíêöèé, àðãóìåíòàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è åäèíèö è ò.ï.
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4. Íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé íàçàä ïîíÿòèå àëãîðèòìà òðåáîâàëî ñïåöèàëü-
íîãî ðàçúÿñíåíèÿ. Ñåé÷àñ ("êîìïüþòåðíàÿ ãðàìîòíîñòü"?) òàêèå îáúÿñíåíèÿ
âñ¼ ðàâíî íèêòî ÷èòàòü íå áóäåò, ïîñêîëüêó è òàê ÿñíî, ÷òî òàêîå àëãîðèòì.
Íî âñ¼ æå íàäî ñîáëþäàòü îñòîðîæíîñòü, ÷òîáû íå ïðèíÿòü çà àëãîðèòì òî,
÷òî èì íå ÿâëÿåòñÿ. Âîò ïðèìåð íåâåðíîãî ðàññóæäåíèÿ:

"Äîêàæåì ÷òî âñÿêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f ñ íàòóðàëüíûìè àðãóìåíòà-
ìè è çíà÷åíèÿìè ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî âñþäó îïðåäåë¼ííîé âû÷èñëè-
ìîé ôóíêöèè g : N → N. Â ñàìîì äåëå, åñëè f âû÷èñëÿåòñÿ àëãîðèòìîì A,
òî ñëåäóþùèé àëãîðèòì B âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ g, ïðîäîëæàþùóþ f : "åñëè
A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà n, òî B äà¼ò òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è A; åñëè A íå îñòà-
íàâëèâàåòñÿ íà n, òî B äà¼ò ðåçóëüòàò (ñêàæåì) 0". (Â ÷¼ì îøèáêà â ýòîì
ðàññóæäåíèè?)

�2. Ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë X íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ëþáîìó íàòóðàëüíîìó n îïðåäåëÿåò, ïðèíàäëåæèò ëè
îíî ìíîæåñòâó X.

Äðóãèìè ñëîâàìè, X ðàçðåøèìî, åñëè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
χ(n) = (if n ∈ X then 1 else 0 fi) âû÷èñëèìà.

Î÷åâèäíî, ïåðåñå÷åíèå, îáúåäèíåíèå è ðàçíîñòü ðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâ
ðàçðåøèìû. Ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìî.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþò ðàçðåøèìîñòü ìíîæåñòâ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
ìíîæåñòâ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ò.ï.

Çàäà÷à 71. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ìåíü-
øèõ ÷èñëà e (îñíîâàíèÿ íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ), ðàçðåøèìî.

Çàäà÷à 72. Äîêàæèòå, ÷òî íåïóñòîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî åñòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âñþ-
äó îïðåäåë¼ííîé íåóáûâàþùåé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ñ íàòóðàëüíûìè àðãó-
ìåíòàìè è çíà÷åíèÿìè.

Ñóùåñòâóþò ëè íåðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà? Ñóùåñòâóþò � ïðîñòî ïîòî-
ìó, ÷òî àëãîðèòìîâ (è ïîýòîìó ðàçðåøèìûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà)
ñ÷¼òíîå ÷èñëî, à âñåõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà íåñ÷¼òíîå ÷èñëî. Áîëåå
êîíêðåòíûå ïðèìåðû ìû åù¼ ïîñòðîèì.

�3. Ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì, åñëè îíî ïåðå÷èñ-
ëÿåòñÿ íåêîòîðûì àëãîðèòìîì, òî åñòü åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé
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ïå÷àòàåò (â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå è ñ ïðîèçâîëüíûìè ïðîìåæóòêàìè âðåìå-
íè) âñå ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà è òîëüêî èõ.

Òàêîé àëãîðèòì íå èìååò âõîäà; íàïå÷àòàâ íåñêîëüêî ÷èñåë, îí ìîæåò íà-
äîëãî çàäóìàòüñÿ è ñëåäóþùåå ÷èñëî íàïå÷àòàòü ïîñëå áîëüøîãî ïåðåðûâà
(à ìîæåò âîîáùå áîëüøå íèêîãäà íè÷åãî íå íàïå÷àòàòü � òîãäà ìíîæåñòâî
áóäåò êîíå÷íûì).

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà.
Âîò íåêîòîðûå èç íèõ:

(1) Ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî, åñëè îíî åñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëè-
ìîé ôóíêöèè.

(2) Ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî, åñëè îíî åñòü îáëàñòü çíà÷åíèé âû÷èñëèìîé
ôóíêöèè.

(3) Ìíîæåñòâî X ïåðå÷èñëèìî, åñëè åãî (êàê èíîãäà ãîâîðÿò) "ïîëóõàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ" ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ 0 íà ýëåìåíòàõ X è íå îïðåäåë¼ííàÿ
âíå X, âû÷èñëèìà.

×òîáû äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé, âîñïîëüçóåìñÿ âîç-
ìîæíîñòüþ ïîøàãîâîãî èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìà.

Ïóñòü X ïåðå÷èñëÿåòñÿ íåêîòîðûì àëãîðèòìîì A. Ïîêàæåì, ÷òî ïîëóõà-
ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâàX âû÷èñëèìà. Â ñàìîì äåëå, àëãîðèòì
å¼ âû÷èñëåíèÿ òàêîâ: ïîëó÷èâ íà âõîä ÷èñëî n, ïîøàãîâî âûïîëíÿòü àëãî-
ðèòì A, îæèäàÿ, ïîêà îí íàïå÷àòàåò ÷èñëî n. Êàê òîëüêî îí ýòî ñäåëàåò,
âûäàòü íà âûõîä 0 è çàêîí÷èòü ðàáîòó.

Íàîáîðîò, ïóñòü X åñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ (âû÷èñëèìîé) ôóíêöèè f ,
âû÷èñëÿåìîé íåêîòîðûì àëãîðèòìîì B. Òîãäà X ïåðå÷èñëÿåòñÿ òàêèì àëãî-
ðèòìîì A: ßÏàðàëëåëüíî çàïóñêàòü B íà âõîäàõ 0, 1, 2, . . . , äåëàÿ âñ¼ áîëüøå
øàãîâ ðàáîòû àëãîðèòìà B (ñíà÷àëà îäèí øàã ðàáîòû íà âõîäàõ 0 è 1; ïîòîì
ïî äâà øàãà ðàáîòû íà âõîäàõ 0, 1, 2, ïîòîì ïî òðè íà âõîäàõ 0, 1, 2, 3 è òàê
äàëåå). Âñå àðãóìåíòû, íà êîòîðûõ àëãîðèòì B çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, ïå÷àòàòü
ïî ìåðå îáíàðóæåíèÿ.

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè ýêâèâàëåíòíîñòü èñõîäíîãî îïðåäåëåíèÿ îïðåäåëåíè-
ÿì 1 è 3. Åñëè â òîëüêî ÷òî ïðèâåä¼ííîì îïèñàíèè àëãîðèòìà A ïå÷àòàòü íå
àðãóìåíòû, íà êîòîðûõ B çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, à ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû, òî
ïîëó÷àåòñÿ àëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþùèé îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f . Îñòàëîñü
åù¼ óáåäèòüñÿ, ÷òî âñÿêîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî åñòü îáëàñòü çíà÷åíèé âû-
÷èñëèìîé ôóíêöèè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, òàê: ïóñòü X åñòü îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèè, âû÷èñëÿåìîé íåêîòîðûì àëãîðèòìîì A.
Òîãäà X åñòü îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè

b(x) =

{
x, åñëè A çàêàí÷èâàåò ðàáîòó íà x,

íå îïðåäåëåíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Âû÷èñëÿþùèé ýòó ôóíêöèþ àëãîðèòì äåéñòâóåò òàê æå, êàê è A, íî òîëüêî
âìåñòî ðåçóëüòàòà ðàáîòû àëãîðèòìà A âûäà¼ò êîïèþ âõîäà.

Åù¼ îäíî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà: ìíîæå-
ñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïåðå÷èñëèìî, åñëè îíî ëèáî ïóñòî, ëèáî åñòü ìíîæå-
ñòâî çíà÷åíèé âñþäó îïðåäåë¼ííîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè (äðóãèìè ñëîâàìè,
åãî ýëåìåíòû ìîæíî ðàñïîëîæèòü â âû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü).

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî X, ïåðå÷èñëÿåìîå àëãîðèò-
ìîìA, íåïóñòî. Âîçüì¼ì â í¼ì êàêîé-òî ýëåìåíò x0. Òåïåðü ðàññìîòðèì òàêóþ
âñþäó îïðåäåë¼ííóþ ôóíêöèþ a: åñëè íà n-ì øàãå ðàáîòû àëãîðèòìà A ïî-
ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî t, òî ïîëîæèì a(n) = t; åñëè æå íè÷åãî íå ïîÿâëÿåòñÿ, òî
ïîëîæèì a(n) = x0. (Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà äàííîì øàãå ðàáîòû àëãîðèò-
ìà ìîæåò ïîÿâèòüñÿ òîëüêî îäíî ÷èñëî � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàáîòó íàäî
ðàçáèòü íà áîëåå ìåëêèå øàãè.)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ðàññóæäåíèå íåêîíñòðóêòèâíî � èìåÿ àëãîðèòì A, ìû
ìîæåì íå çíàòü, ïóñòî ëè ïåðå÷èñëÿåìîå èì ìíîæåñòâî èëè íåò.

Òåîðåìà 26. Ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ ïåðå-
÷èñëèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè X è Y ïåðå÷èñëÿþòñÿ àëãîðèòìàìè A è B, òî
èõ îáúåäèíåíèå ïåðå÷èñëÿåòñÿ àëãîðèòìîì, êîòîðûé ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿåò
ïî øàãàì A è B è ïå÷àòàåò âñ¼, ÷òî ïå÷àòàþò A è B. Ñ ïåðåñå÷åíèåì íåìíîãî
ñëîæíåå � ðåçóëüòàòû ðàáîòû A è B íàäî íàêàïëèâàòü è ñâåðÿòü äðóã ñ
äðóãîì; ÷òî ïîÿâèòñÿ îáùåãî � ïå÷àòàòü. �

Çàäà÷à 73. Ïðîâåäèòå ýòî ðàññóæäåíèå, èñïîëüçóÿ êàêîå-ëèáî äðóãîå ýê-
âèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ïåðå÷èñëèìîñòè.

Êàê ìû óâèäèì, äîïîëíåíèå ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà íå îáÿçàíî áûòü
ïåðå÷èñëèìûì.

Çàäà÷à 74. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A ⊂ N è B ⊂ N ïåðå÷èñ-
ëèìû, òî èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A×B ⊂ N× N òàêæå ïåðå÷èñëèìî.

�4. Ïåðå÷èñëèìûå è ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà

Òåîðåìà 27. Âñÿêîå ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïåðå-
÷èñëèìî. Åñëè ìíîæåñòâî A è åãî äîïîëíåíèå (äî ìíîæåñòâà âñåõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë) ïåðå÷èñëèìû, òî A ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðèíàäëåæíîñòü ÷èñëà ê ìíîæåñòâó A ìîæíî
ïðîâåðèòü íåêîòîðûì àëãîðèòìîì, òî A è åãî äîïîëíåíèå ïåðå÷èñëèìû: íàäî
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ïî î÷åðåäè ïðîâåðÿòü ïðèíàäëåæíîñòü ÷èñåë 0, 1, 2, . . . è ïå÷àòàòü òå èç íèõ,
êîòîðûå ïðèíàäëåæàò A (èëè òå, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò A).

Â äðóãóþ ñòîðîíó: åñëè ó íàñ åñòü àëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþùèé A, à òàêæå
äðóãîé àëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþùèé äîïîëíåíèå ê A, òî äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòè çàäàííîãî ÷èñëà n ê A íàäî çàïóñòèòü îáà ýòè àëãîðèòìà è æäàòü,
ïîêà îäèí èç íèõ íàïå÷àòàåò n (ìû çíàåì, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî ðîâíî îäèí èç
íèõ ýòî ñäåëàåò). Ïîñìîòðåâ, êàêîé àëãîðèòì ýòî ñäåëàë, ìû óçíàåì, ëåæèò
ëè n â A. �

Ýòîò ôàêò íàçûâàþò òåîðåìîé Ï�îñòà.
Îíà ãîâîðèò, ÷òî ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà � ýòî ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà

ñ ïåðå÷èñëèìûìè äîïîëíåíèÿìè. Íàïðîòèâ, ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà ìîæíî
îïðåäåëèòü ÷åðåç ðàçðåøèìûå:

Òåîðåìà 28. Ìíîæåñòâî P íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïåðå÷èñëèìî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íåêîòîðîãî ðàçðåøèìîãî ìíî-
æåñòâà Q ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. (Ïðîåêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè îò ïàð
îñòàâèòü èõ ïåðâûå êîìïîíåíòû: x ∈ P ⇔ ∃y(⟨x, y⟩ ∈ Q).)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîåêöèÿ ëþáîãî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà ïåðå÷èñ-
ëèìà (ïåðå÷èñëÿþùèé àëãîðèòì äîëæåí ëèøü óäàëÿòü âòîðûå ÷ëåíû ïàð),
òàê ÷òî ïðîåêöèÿ ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà òåì áîëåå ïåðå÷èñëèìà.

Íàïðîòèâ, åñëè P � ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, ïåðå÷èñëÿåìîå àëãîðèò-
ìîì A, òî îíî åñòü ïðîåêöèÿ ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà Q, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ
òàêèõ ïàð ⟨x, n⟩, ÷òî x ïîÿâëÿåòñÿ â òå÷åíèè ïåðâûõ n øàãîâ ðàáîòû àëãî-
ðèòìà A. (Ýòî ñâîéñòâî, î÷åâèäíî, ðàçðåøèìî.) �

�5. Ïåðå÷èñëèìîñòü è âû÷èñëèìîñòü

Ìû âèäåëè, ÷òî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü â òåðìèíàõ âû-
÷èñëèìûõ ôóíêöèé (íàïðèìåð, êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìîé ôóíê-
öèè). Ìîæíî ñäåëàòü è íàîáîðîò:

Òåîðåìà 29. Ôóíêöèÿ f ñ íàòóðàëüíûìè àðãóìåíòàìè è çíà÷åíèÿìè
âû÷èñëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ãðàôèê

F = {⟨x, y⟩ | f(x) îïðåäåëåíî è ðàâíî y}
ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f âû÷èñëèìà. Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïå-
ðå÷èñëÿþùèé å¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü ïå÷àòàþùèé âñå x, íà êîòîðûõ
f îïðåäåëåíà. Åñëè òåïåðü äëÿ êàæäîãî èç òàêèõ x âû÷èñëÿòü åù¼ è çíà÷å-
íèå f(x), ïîëó÷èì àëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþùèé ìíîæåñòâî F .
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Íàïðîòèâ, åñëè èìååòñÿ àëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþùèé F , òî ôóíêöèÿ f âû-
÷èñëÿåòñÿ òàêèì àëãîðèòìîì: èìåÿ íà âõîäå n, æä¼ì ïîÿâëåíèÿ â F ïàðû,
ïåðâûé ÷ëåí êîòîðîé ðàâåí n; êàê òîëüêî òàêàÿ ïàðà ïîÿâèëàñü, ïå÷àòàåì å¼
âòîðîé ÷ëåí è êîí÷àåì ðàáîòó. �

Ïóñòü f � ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñ íàòóðàëüíûìè àðãóìåíòàìè è çíà÷åíèÿìè.
Îáðàç ìíîæåñòâà A ïðè f îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë f(n), äëÿ
êîòîðûõ n ∈ A è f(n) îïðåäåëåíî. Ïðîîáðàç ìíîæåñòâà A ïðè f îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ìíîæåñòâî âñåõ òåõ n, ïðè êîòîðûõ f(n) îïðåäåëåíî è ïðèíàäëåæèò A.

Òåîðåìà 30. Ïðîîáðàç è îáðàç ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà ïðè âû÷èñëè-
ìîé ôóíêöèè ïåðå÷èñëèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïðîîáðàç ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà A
ïðè âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f ìîæíî ïîëó÷èòü òàê: âçÿòü ãðàôèê f , ïåðåñå÷ü
åãî ñ ïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì N × A è ñïðîåêòèðîâàòü íà ïåðâóþ êîîð-
äèíàòó. Ðàññóæäåíèå äëÿ îáðàçîâ àíàëîãè÷íî, òîëüêî êîîðäèíàòû ìåíÿþòñÿ
ìåñòàìè. �

Çàäà÷à 75. Ïóñòü F � ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë. Äîêàæèòå. ÷òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , îïðåäåë¼ííàÿ íà
òåõ è òîëüêî òåõ x, äëÿ êîòîðûõ íàéä¼òñÿ y, ïðè êîòîðîì ⟨x, y⟩ ∈ F ,
ïðè÷¼ì çíà÷åíèå f(x) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òàêèõ y. (Ýòî óòâåðæäåíèå íà-
çûâàþò èíîãäà òåîðåìîé îá óíèôîðìèçàöèè.

Çàäà÷à 76. Äàíû äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâà X
è Y . Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïåðå÷èñëèìûå ìíîæå-
ñòâà X ′ ⊂ X è Y ′ ⊂ Y , äëÿ êîòîðûõ X ′ ∪ Y ′ = X ∪ Y .

Çàäà÷à 77. Äèîôàíòîâûì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå, êîòîðîå èìååò âèä
P (x1, . . . , xn) = 0, ãäå P � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äî-
êàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ öåëûå ðåøå-
íèÿ, ïåðå÷èñëèìî. (Îíî íåðàçðåøèìî: â ýòîì ñîñòîèò èçâåñòíûé ðåçóëü-
òàò Þ.Â.Ìàòèÿñåâè÷à, ÿâèâøèéñÿ ðåøåíèåì çíàìåíèòîé "10-é ïðîáëå-
ìû Ãèëüáåðòà".)

Çàäà÷à 78. Íå ññûëàÿñü íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ôåðìà, ïîêàæè-
òå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîêàçàòåëåé n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ xn + yn = zn â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ, ïåðå÷èñëèìî. (Êàê
òåïåðü èçâåñòíî, ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ëèøü ÷èñëà 1 è 2.)
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�6. Óíèâåðñàëüíûå ôóíêöèè

Ñåé÷àñ ìû ïîñòðîèì ïðèìåð ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ðàç-
ðåøèìûì. Ïðè ýòîì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òàê íàçûâàåìàÿ óíèâåðñàëüíàÿ
ôóíêöèÿ.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ U äâóõ íàòóðàëüíûõ àðãóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ óíèâåð-
ñàëüíîé äëÿ êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî n ôóíêöèÿ

Un : x 7→ U(n, x)

("ñå÷åíèå" ôóíêöèè U ïðè ôèêñèðîâàííîì n) ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé è åñëè âñå
âû÷èñëèìûå ôóíêöèè (îäíîãî àðãóìåíòà) âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè Un. (Íàïîìíèì,
÷òî íè ôóíêöèÿ U , íè âû÷èñëèìûå ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà íå îáÿçàíû
áûòü âñþäó îïðåäåë¼ííûìè.)

Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü è äëÿ äðóãèõ êëàññîâ ôóíêöèé (îä-
íîãî àðãóìåíòà): íàïðèìåð, ôóíêöèÿ U äâóõ àðãóìåíòîâ áóäåò óíèâåðñàëüíîé
äëÿ êëàññà âñåõ âñþäó îïðåäåë¼ííûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà,
åñëè å¼ ñå÷åíèÿ Un ÿâëÿþòñÿ âñþäó îïðåäåë¼ííûìè âû÷èñëèìûìè ôóíêöèÿìè
îäíîãî àðãóìåíòà è èñ÷åðïûâàþò âñå òàêèå ôóíêöèè. Î÷åâèäíî, óíèâåðñàëü-
íûå ôóíêöèè ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáûõ ñ÷¼òíûõ êëàññîâ (è òîëüêî äëÿ íèõ).

Êëþ÷åâóþ ðîëü â ýòîì ðàçäåëå èãðàåò òàêîé ôàêò:

Òåîðåìà 31. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ, ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèåé äëÿ êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîãî
àðãóìåíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì âñå ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùèå ôóíêöèè îä-
íîãî àðãóìåíòà, â âû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p0, p1, . . . (íàïðèìåð, â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ äëèíû (è â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå ñðåäè ïðî-
ãðàìì îäèíàêîâîé äëèíû)). Ïîëîæèì U(i, x) ðàâíûì ðåçóëüòàòó ðàáîòû i-îé
ïðîãðàììû íà âõîäå x. Òîãäà ôóíêöèÿ U è áóäåò èñêîìîé âû÷èñëèìîé óíè-
âåðñàëüíîé ôóíêöèåé. Ñå÷åíèå Ui áóäåò âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé, âû÷èñëÿåìîé
ïðîãðàììîé pi. Àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ñàìó ôóíêöèþ U , åñòü ïî ñóùåñòâó
èíòåðïðåòàòîð äëÿ èñïîëüçóåìîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ (îí ïðèìåíÿåò
ïåðâûé àðãóìåíò êî âòîðîìó, åñëè îòîæäåñòâèòü ïðîãðàììó è å¼ íîìåð). �

Çàäà÷à 79. Âñå ñå÷åíèÿ Un íåêîòîðîé ôóíêöèè U äâóõ àðãóìåíòîâ âû-
÷èñëèìû. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî ôóíêöèÿ U âû÷èñëèìà?

Çàäà÷à 80. Äàéòå (åñòåñòâåííîå) îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ âû÷èñëèìîé
ôóíêöèè òð¼õ àðãóìåíòîâ, óíèâåðñàëüíîé äëÿ êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé
äâóõ àðãóìåíòîâ, è äîêàæèòå å¼ ñóùåñòâîâàíèå.
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Äëÿ ìíîæåñòâ èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ òåðìèíîëîãèÿ: ìíîæåñòâî W ⊂
N × N íàçûâàþò óíèâåðñàëüíûì äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ìíîæåñòâ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, åñëè âñå ñå÷åíèÿ

Wn = {x | ⟨n, x⟩ ∈ W}

ìíîæåñòâà W ïðèíàäëåæàò ýòîìó êëàññó è äðóãèõ ìíîæåñòâ â êëàññå íåò.

Òåîðåìà 32. Ñóùåñòâóåò ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, óíèâåðñàëüíîå äëÿ êëàññà âñåõ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé
ôóíêöèè U . Îíà áóäåò óíèâåðñàëüíûì ïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì, ïîñêîëü-
êó âñÿêîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé
âû÷èñëèìîé ôóíêöèè Un. �

Çàäà÷à 81. Êàê ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî, èñõîäÿ èç òîãî,
÷òî âñÿêîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî åñòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íåêîòîðîé
ôóíêöèè Un?

Çàäà÷à 82. Ñóùåñòâóåò ëè ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, óíèâåðñàëüíîå äëÿ êëàññà âñåõ ðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë?

�7. Äèàãîíàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïîñòðîèëè óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ äëÿ êëàññà
âñåõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà. Ìîæíî ëè ñäåëàòü òî æå ñàìîå
äëÿ êëàññà âñþäó îïðåäåë¼ííûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò.

Òåîðåìà 33. Íå ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîé âñþäó îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèè
äâóõ àðãóìåíòîâ, óíèâåðñàëüíîé äëÿ êëàññà âñåõ âû÷èñëèìûõ âñþäó îïðåäå-
ë¼ííûõ ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ "äèàãîíàëüíîé êîíñòðóêöèåé� òî÷íî
òàê æå äîêàçûâàåòñÿ íåñ÷¼òíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ
äðîáåé. Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ ôóíê-
öèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ. Ðàññìîòðèì äèàãîíàëüíóþ ôóíêöèþ u(n) = U(n, n).
Î÷åâèäíî, íà àðãóìåíòå n ôóíêöèÿ u ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Un, à ôóíê-
öèÿ d(n) = u(n) + 1 îòëè÷àåòñÿ îò Un. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèìàÿ âñþäó
îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ d(n) îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ ñå÷åíèé Un, è ïîòîìó ôóíê-
öèÿ U íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé. �



�8. Ïåðå÷èñëèìîå íåðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî 81

Ïî÷åìó ýòî ðàññóæäåíèå íå ïðîõîäèò äëÿ êëàññà âñåõ âû÷èñëèìûõ ôóíê-
öèé (â òîì ÷èñëå ÷àñòè÷íûõ)? Äåëî â òîì, ÷òî çíà÷åíèå d(n) = U(n, n) + 1
òåïåðü íå îáÿçàíî îòëè÷àòüñÿ îò çíà÷åíèÿ Un(n) = U(n, n), òàê êàê îáà îíè
ìîãóò áûòü íå îïðåäåëåíû.

Òåì íå ìåíåå, ÷àñòü ðàññóæäåíèÿ îñòà¼òñÿ â ñèëå.

Òåîðåìà 34. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ d (ñ íàòóðàëüíûìè àð-
ãóìåíòàìè è çíà÷åíèÿìè), îò êîòîðîé íèêàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f íå
ìîæåò âñþäó îòëè÷àòüñÿ: äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f íàéä¼òñÿ òà-
êîå ÷èñëî n, ÷òî f(n) = d(n) (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî ëèáî îáà çíà÷åíèÿ f(n) è d(n) íå îïðåäåëåíû, ëèáî îáà îïðåäåëåíû è
ðàâíû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñóùåñòâó âñ¼ óæå ñêàçàíî: òàêîâà äèàãîíàëüíàÿ
ôóíêöèÿ d(n) = U(n, n) (çäåñü U � âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ,
óíèâåðñàëüíàÿ äëÿ êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà). Ëþáàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f åñòü Un ïðè íåêîòîðîì n è ïîòîìó f(n) = Un(n) =
U(n, n) = d(n). �

Òåîðåìà 35. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, íå èìåþùàÿ âñþäó
îïðåäåë¼ííîãî âû÷èñëèìîãî ïðîäîëæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàêîâà, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ d′(n) = d(n) + 1, ãäå d �
ôóíêöèÿ èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Â ñàìîì äåëå, ëþáîå å¼ âñþäó îïðåäåë¼ííîå
ïðîäîëæåíèå âñþäó îòëè÷àåòñÿ îò d (â òåõ ìåñòàõ, ãäå ôóíêöèÿ d îïðåäåëåíà,
ôóíêöèÿ d′ íà åäèíèöó áîëüøå d è ïîòîìó ëþáîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè d′

îòëè÷àåòñÿ îò d; òàì, ãäå d íå îïðåäåëåíà, ëþáàÿ âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ
îòëè÷àåòñÿ îò d). �

Çàäà÷à 83. Äîêàæèòå, ÷òî è ñàìà ôóíêöèÿ d èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû íå èìååò âû÷èñëèìîãî âñþäó îïðåäåë¼ííîãî ïðîäîëæåíèÿ.

�8. Ïåðå÷èñëèìîå íåðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îáåùàííîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 36. Ñóùåñòâóåò ïåðå÷èñëèìîå íåðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî. (Ïå-
ðåôîðìóëèðîâêà: ñóùåñòâóåò ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ñ íåïåðå÷èñëèìûì
äîïîëíåíèåì.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ f(x), íå èìåþ-
ùóþ âñþäó îïðåäåë¼ííîãî âû÷èñëèìîãî ïðîäîëæåíèÿ. Å¼ îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ F áóäåò èñêîìûì ìíîæåñòâîì. Â ñàìîì äåëå, F ïåðå÷èñëèìî (ïî îäíîìó
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èç îïðåäåëåíèé ïåðå÷èñëèìîñòè). Åñëè áû F áûëî ðàçðåøèìî, òî ôóíêöèÿ

g(x) =

{
f(x), åñëè x ∈ F,
0, åñëè x /∈ F

áûëà áû âû÷èñëèìûì âñþäó îïðåäåë¼ííûì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f (ïðè
âû÷èñëåíèè g(x) ìû ñíà÷àëà ïðîâåðÿåì, ëåæèò ëè x â F , åñëè ëåæèò, òî
âû÷èñëÿåì f(x)). �

Ïîëåçíî ïðîñëåäèòü, êàêîå èìåííî ìíîæåñòâî â èòîãå îêàçàëîñü ïåðå÷èñ-
ëèìûì è íåðàçðåøèìûì. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî òåõ n, ïðè êîòîðûõ
U(n, n) îïðåäåëåíî. Åñëè âñïîìíèòü êîíñòðóêöèþ ôóíêöèè U , òî ýòî ìíîæå-
ñòâî òåõ n, ïðè êîòîðûõ n-ÿ ïðîãðàììà îñòàíàâëèâàåòñÿ íà n. Ïîýòîìó èíîãäà
ãîâîðÿò, ÷òî "ïðîáëåìà ñàìîïðèìåíèìîñòè" (ïðèìåíèìîñòè ïðîãðàììû ê ñâî-
åìó íîìåðó) íåðàçðåøèìà.

Çàìåòèì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âñåé óíèâåðñàëü-
íîé ôóíêöèè U ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì íåðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì ïàð. (Åñ-
ëè áû ïðîáëåìà âûÿñíåíèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðîãðàììû ê ïðîèçâîëüíîìó àðãó-
ìåíòó áûëà áû ðàçðåøèìà, òî è å¼ ÷àñòíûé ñëó÷àé � ïðèìåíèìîñòü ïðîãðàì-
ìû ê ñåáå � áûë áû ðàçðåøèì.)

Çàäà÷à 84. Ïóñòü U � ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë, óíèâåðñàëüíîå äëÿ êëàññà âñåõ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî åãî "äèàãîíàëüíîå ñå÷åíèå" K = {x | ⟨x, x⟩ ∈ U}
ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì íåðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì.

Çàäà÷à 85. Íåêîòîðîå ìíîæåñòâî S íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçðåøèìî.
Ðàçëîæèì âñå ÷èñëà èç S íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè è ñîñòàâèì ìíîæå-
ñòâî D âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, âñòðå÷àþùèõñÿ â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ. Ìîæíî
ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî D ðàçðåøèìî?

Çàäà÷à 86. Ìíîæåñòâî U ⊂ N×N ðàçðåøèìî. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü,
÷òî ìíîæåñòâî "íèæíèõ òî÷åê" ìíîæåñòâà U , òî åñòü ìíîæåñòâî

V = {⟨x, y⟩ | (⟨x, y⟩ ∈ U) è (⟨x, z⟩ /∈ U äëÿ âñåõ z < y)}

ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì? Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî V ïåðå÷èñëèìî, åñëè
U ïåðå÷èñëèìî?

�9. Ãëàâíûå óíèâåðñàëüíûå ôóíêöèè

Î÷åâèäíî, êîìïîçèöèÿ äâóõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé âû÷èñëèìà. Ïðè ýòîì ýòî
óòâåðæäåíèå êàæåòñÿ "ýôôåêòèâíûì" â òîì ñìûñëå, ÷òî ïî ïðîãðàììàì äâóõ
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ôóíêöèé ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè ïîëó÷èòü ïðîãðàììó èõ êîìïîçèöèè. Â ðà-
çóìíîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ îíà áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ïîäïðîãðàìì,
ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì âû÷èñëèìûì ôóíêöèÿì, è ãëàâíîé ïðîãðàììû ñ åäèí-
ñòâåííîé ñòðîêîé "return (f(g(x)))".

Îäíàêî ìû õîòèì ãîâîðèòü íå î ïðîãðàììàõ (÷òîáû íå âäàâàòüñÿ â äåòà-
ëè ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ), à î íîìåðàõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî ó íàñ åñòü
ñðåäñòâà. Èìåííî, âñÿêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ U äëÿ êëàññà âû÷èñëèìûõ
ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà çàäà¼ò íóìåðàöèþ ýòîãî êëàññà: ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ
íîìåðîì ôóíêöèè Un : x 7→ U(n, x).

Âîîáùå íóìåðàöèåé (áîëåå òî÷íî, íàòóðàëüíîé íóìåðàöèåé) ïðîèçâîëü-
íîãî ìíîæåñòâà F íàçûâàþò âñþäó îïðåäåë¼ííîå îòîáðàæåíèå ν : N → F ,
îáëàñòü çíà÷åíèé êîòîðîãî åñòü âñ¼ ìíîæåñòâî F . Åñëè ν(n) = f , òî ÷èñëî n
íàçûâàþò íîìåðîì îáúåêòà f . Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãó-
ìåíòîâ çàäà¼ò íóìåðàöèþ íåêîòîðîãî êëàññà ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà (è
ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé äëÿ ýòîãî êëàññà).

Íàøà öåëü � ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òàêîå óòâåðæäåíèå: (ïðè íåêî-
òîðûõ óñëîâèÿõ íà íóìåðàöèþ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé) ñóùåñòâóåò àëãîðèòì,
êîòîðûé ïî ëþáûì äâóì íîìåðàì âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé äà¼ò íåêîòîðûé íî-
ìåð èõ êîìïîçèöèè.

Ïðåæäå âñåãî ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ
íóìåðàöèþ, áûëà âû÷èñëèìîé. (Òàêèå íóìåðàöèè íàçûâàþò âû÷èñëèìûìè.)
Îäíàêî ýòîãî óñëîâèÿ ìàëî: íàì ïîòðåáóåòñÿ, ÷òîáû íóìåðàöèÿ áûëà, êàê
ãîâîðÿò, ãëàâíîé (ã¼äåëåâîé).

Ïóñòü U � äâóìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ êëàññà
îäíîìåñòíûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé (òåðìèí "k-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ" îçíà÷àåò
"ôóíêöèÿ k àðãóìåíòîâ"). Å¼ íàçûâàþò ãëàâíîé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèåé,
åñëè äëÿ ëþáîé äâóìåñòíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè V ñóùåñòâóåò âñþäó îïðå-
äåë¼ííàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ s(m), äëÿ êîòîðîé

V (m,x) = U(s(m), x)

ïðè âñåõ m è x (ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ, êàê îáû÷íî, â òîì ñìûñëå, ÷òî ëèáî
îáà çíà÷åíèÿ íå îïðåäåëåíû, ëèáî îïðåäåëåíû è ðàâíû).

Äðóãèìè ñëîâàìè, Vm = Us(m), òî åñòü ôóíêöèÿ s äà¼ò ïî V -íîìåðó íåêî-
òîðîé ôóíêöèè íåêîòîðûé U -íîìåð òîé æå ôóíêöèè.

Òåîðåìà 37. Ñóùåñòâóåò ãëàâíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ïåðâûé ñïîñîá.) Ïîêàæåì, ÷òî îïèñàííîå â äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 31 (ñ. 79) ïîñòðîåíèå óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè äà¼ò ãëàâ-
íóþ óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ïåðå÷èñëÿëè âñå ïðîãðàì-
ìû p0, p1, p2, . . . êàêîãî-òî åñòåñòâåííîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ïîðÿäêå
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âîçðàñòàíèÿ èõ äëèí (è â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå ñðåäè ïðîãðàìì îäè-
íàêîâîé äëèíû) è ïîëàãàëè U(n, x) ðàâíûì ðåçóëüòàòó ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàì-
ìû pn ê âõîäó x. Ïóñòü òåïåðü åñòü êàêàÿ-òî äðóãàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ V
äâóõ àðãóìåíòîâ. Íàì íàäî ïî ëþáîìó íàòóðàëüíîìó m ïîëó÷èòü ïðîãðàììó
ôóíêöèè Vm, òî åñòü ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ, åñëè â V çàôèêñèðîâàòü
ïåðâûé àðãóìåíò ðàâíûìm. ßñíî, ÷òî òàêóþ ïðîãðàììó (â áîëüøèíñòâå ÿçû-
êîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ) ïîëó÷èòü ëåãêî � íàäî òîëüêî â ïðîãðàììå äëÿ V
çàìåíèòü ïåðâûé àðãóìåíò íà îïðåäåëåíèå êîíñòàíòû (èëè èñïîëüçîâàòü ïðî-
ãðàììó äëÿ V â êà÷åñòâå ïîäïðîãðàììû, à â îñíîâíîé ïðîãðàììå âûçûâàòü V
ñ ôèêñèðîâàííûì ïåðâûì àðãóìåíòîì).

(Âòîðîé ñïîñîá.) Íî ìîæíî è íå âäàâàòüñÿ â äåòàëè ïîñòðîåíèÿ óíèâåð-
ñàëüíîé ôóíêöèè, à âîñïîëüçîâàòüñÿ ëèøü ôàêòîì å¼ ñóùåñòâîâàíèÿ.

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ òð¼õ àðãóìåí-
òîâ, óíèâåðñàëüíàÿ äëÿ êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ, òî
åñòü òàêàÿ ôóíêöèÿ T , ÷òî ïðè ôèêñàöèè ïåðâîãî àðãóìåíòà ñðåäè ôóíêöèé
Tn(u, v) = T (n, u, v) âñòðå÷àþòñÿ âñå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ.

Òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïîñòðîèòü òàê. Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ âû÷èñëè-
ìóþ íóìåðàöèþ ïàð, òî åñòü âû÷èñëèìîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
⟨u, v⟩ ↔ [u, v] ìåæäó N × N è N; ÷èñëî [u, v], ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðå ⟨u, v⟩,
ìû áóäåì íàçûâàòü íîìåðîì ýòîé ïàðû. Åñëè òåïåðü R � äâóìåñòíàÿ âû-
÷èñëèìàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ âû÷èñëèìûõ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé,
òî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ T , îïðåäåë¼ííàÿ ôîðìóëîé T (n, u, v) = R(n, [u, v]),
áóäåò óíèâåðñàëüíîé äëÿ âû÷èñëèìûõ äâóìåñòíûõ ôóíêöèé. Â ñàìîì äå-
ëå, ïóñòü F � ïðîèçâîëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì âû÷èñëèìóþ îäíîìåñòíóþ ôóíêöèþ f , îïðåäåë¼ííóþ ñîîòíîøåíè-
åì f([u, v]) = F (u, v). Ïîñêîëüêó R óíèâåðñàëüíà, íàéä¼òñÿ ÷èñëî n, äëÿ
êîòîðîãî R(n, x) = f(x) ïðè âñåõ x. Äëÿ ýòîãî n âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
T (n, u, v) = R(n, [u, v]) = f([u, v]) = F (u, v), è ïîòîìó n- îå ñå÷åíèå ôóíê-
öèè T ñîâïàäàåò ñ F . Èòàê, óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ òð¼õ àðãóìåíòîâ ïîñòðî-
åíà.

Òåïåðü èñïîëüçóåì å¼ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãëàâíîé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè U
äâóõ àðãóìåíòîâ. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ìû âñòðîèì âíóòðü U âñå äðóãèå âû-
÷èñëèìûå ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ, è òåì ñàìûì U ñòàíåò ãëàâíîé. Ôîð-
ìàëüíî ãîâîðÿ, ïîëîæèì U([n, u], v) = T (n, u, v) è ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèÿ U
áóäåò ãëàâíîé. Ëþáàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ V äâóõ àðãóìåíòîâ âñòðå÷àåò-
ñÿ ñðåäè ñå÷åíèé ôóíêöèè T : ìîæíî íàéòè òàêîå n, ÷òî V (u, v) = T (n, u, v)
äëÿ âñåõ u è v. Òîãäà V (u, v) = U([n, u], v) äëÿ âñåõ u è v è ïîòîìó ôóíê-
öèÿ s, îïðåäåë¼ííàÿ ôîðìóëîé s(u) = [n, u], óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì èç
îïðåäåëåíèÿ ãëàâíîé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè. �
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Íóìåðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûì óíèâåðñàëüíûì ôóíêöèÿì, íàçû-
âàþò ãëàâíûìè, èëè ã¼äåëåâûìè.

Òåïåðü óæå ìîæíî äîêàçàòü òî÷íûé âàðèàíò óòâåðæäåíèÿ, ñ êîòîðîãî ìû
íà÷àëè.

Òåîðåìà 38. Ïóñòü U � äâóìåñòíàÿ ãëàâíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ
äëÿ êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà. Òîãäà ñóùåñòâóåò âñþäó
îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ c, êîòîðàÿ ïî íîìåðàì p è q äâóõ ôóíêöèé îäíîãî
àðãóìåíòà äà¼ò íîìåð c(p, q) èõ êîìïîçèöèè: Uc(p,q) åñòü êîìïîçèöèÿ Up◦Uq,
òî åñòü

U(c(p, q), x) = U(p, U(q, x))

äëÿ âñåõ p, q è x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâóìåñòíóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ V ,
äëÿ êîòîðîé V ([p, q], x) = U(p, U(q, x)). Ïî îïðåäåëåíèþ ãëàâíîé óíèâåðñàëü-
íîé ôóíêöèè, íàéä¼òñÿ òàêàÿ âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ îäíîìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ s, ÷òî V (m,x) = U(s(m), x) äëÿ âñåõ m è x. Òîãäà V ([p, q], x) =
U(s([p, q]), x) è ïîòîìó ôóíêöèÿ c, îïðåäåë¼ííàÿ ñîîòíîøåíèåì c(p, q) =
s([p, q]), áóäåò èñêîìîé. �

Ïîâòîðèì ýòî äîêàçàòåëüñòâî íåôîðìàëüíî. Îïðåäåëåíèå ãëàâíîé óíèâåð-
ñàëüíîé ôóíêöèè òðåáóåò, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ âû÷èñëèìûé èíòåðïðåòàòîð V , ñóùåñòâîâàë áû
âû÷èñëèìûé òðàíñëÿòîð s ïðîãðàìì ýòîãî ÿçûêà â ïðîãðàììû ÿçûêà U . (Äëÿ
êðàòêîñòè ìû íå ðàçëè÷àåì ïðîãðàììû è èõ íîìåðà è ðàññìàòðèâàåì ÷èñëîm
êàê U - ïðîãðàììó ôóíêöèè Um.)

Òåïåðü ðàññìîòðèì íîâûé ñïîñîá ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì ïà-
ðà ⟨p, q⟩ îáúÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììîé êîìïîçèöèè ôóíêöèé ñ U -ïðîãðàììàìè p
è q. Ïî óñëîâèþ, òàêèå ïðîãðàììû ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè òðàíñëèðîâàòü â
U -ïðîãðàììû, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëþáîïûòíî, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå ê òåîðåìå 38 óòâåðæäåíèå:

Çàäà÷à 87. Ïóñòü U � äâóìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ
äëÿ êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà. Åñëè ñóùåñòâóåò âñþ-
äó îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïî íîìåðàì p è q äâóõ ôóíêöèé îäíîãî
àðãóìåíòà äà¼ò êàêîé-ëèáî íîìåð èõ êîìïîçèöèè, òî ôóíêöèÿ U ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíîé. (Óêàçàíèå: ïîêàæèòå, ÷òî ïî k ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè ïîëó÷àòü
U -íîìåð ôóíêöèè x 7→ [k, x].)

Åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè âû÷èñëèìûå óíèâåðñàëüíûå ôóíê-
öèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ãëàâíûìè? Ìû óâèäèì äàëüøå, ÷òî ñóùåñòâóþò.
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�10. Ãëàâíûå óíèâåðñàëüíûå ìíîæåñòâà

Ïî àíàëîãèè ñ ôóíêöèÿìè, ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî W ⊂ N × N íàçûâà-
åòñÿ ãëàâíûì óíèâåðñàëüíûì ïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì (äëÿ êëàññà âñåõ
ïåðå÷èñëèìûõ ïîäìíîæåñòâ N), åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ïåðå÷èñëèìîãî ìíî-
æåñòâà V ⊂ N × N íàéä¼òñÿ òàêàÿ âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíê-
öèÿ s : N→ N, ÷òî

⟨n, x⟩ ∈ V ⇔ ⟨s(n), x⟩ ∈ W

äëÿ âñåõ n è x. (Î÷åâèäíî, ÷òî èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò óíèâåðñàëüíîñòü.)
Êàê è äëÿ ôóíêöèé, ìîæíî ïåðåéòè ê íóìåðàöèÿì. Êàæäîå ìíîæåñòâî

U ⊂ N × N çàäà¼ò íóìåðàöèþ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëü-
íîãî ðÿäà: ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì n-ãî ñå÷åíèÿ Un = {x | ⟨n, x⟩ ∈ U}.
Ïåðå÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N×N çàäà¼ò íóìåðàöèþ íåêîòîðîãî
ñåìåéñòâà ïåðå÷èñëèìûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà; òàêèå íóìåðàöèè
íàçûâàþò âû÷èñëèìûìè. Ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî W ⊂ N × N óíèâåðñàëü-
íî, åñëè è òîëüêî åñëè âñÿêîå ïåðå÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíîãî ðÿäà
èìååòW -íîìåð; îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ âû-
÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ V (ëþáîãî ñåìåéñòâà ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ) âû÷èñ-
ëèìî ñâîäèòñÿ ê W -íóìåðàöèè â òîì ñìûñëå, ÷òî Vn = Ws(n) äëÿ íåêîòîðîé
âû÷èñëèìîé ôóíêöèè s è äëÿ âñåõ n.

Òåîðåìà 39. Ñóùåñòâóåò ãëàâíîå óíèâåðñàëüíîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæå-
ñòâî W ⊂ N× N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì òàêîãî
óòâåðæäåíèÿ:
Ëåììà. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ãëàâíîé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè äëÿ êëàññà

âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì óíèâåðñàëüíûì
ìíîæåñòâîì äëÿ êëàññà ïåðå÷èñëèìûõ ïîäìíîæåñòâ N.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïóñòü U � ãëàâíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ, à W
� îáëàñòü å¼ îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü V ⊂ N × N � ïðîèçâîëüíîå ïåðå÷èñëèìîå
ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ G ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ V .
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ U ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé, íàéä¼òñÿ âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ âû-
÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ s : N → N, äëÿ êîòîðîé Gn = Us(n) ïðè âñåõ n. Òîãäà
ðàâíû è îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Gn è Us(n), òî åñòü Vn = Ws(n). �

Çàäà÷à 88. Ïîñòðîéòå ãëàâíîå óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî íåïîñðåä-
ñòâåííî, èñïîëüçóÿ óíèâåðñàëüíîå ïîäìíîæåñòâî N3 (ïî àíàëîãèè ñ âûøå
ïðèâåä¼ííûì ïîñòðîåíèåì ãëàâíîé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè).
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Êàê è äëÿ ôóíêöèé, ìû òåïåðü ìîæåì äîêàçûâàòü, ÷òî ðàçëè÷íûì îïåðà-
öèÿì íàä ìíîæåñòâàìè ñîîòâåòñòâóþò âû÷èñëèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íîìåðîâ.
Âîò ëèøü îäèí ïðèìåð òàêîãî ðîäà:

Òåîðåìà 40. Ïóñòü W ⊂ N × N � ãëàâíîå óíèâåðñàëüíîå ïåðå÷èñëèìîå
ìíîæåñòâî. Òîãäà ïî W - íîìåðàì äâóõ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ ìîæíî
àëãîðèòìè÷åñêè ïîëó÷èòü íîìåð èõ ïåðåñå÷åíèÿ: ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû-
÷èñëèìàÿ âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ s, ÷òî

Ws(m,n) = Wm ∩Wn

äëÿ ëþáûõ äâóõ m è n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V ⊂ N×N, îïðåäåë¼ííîå òàê:

⟨[m,n], x⟩ ∈ V ⇔ x ∈ (Wm ∩Wn)

(çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò íîìåð ïàðû) è ïðèìåíèì ê íåìó îïðå-
äåëåíèå ãëàâíîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà. �

Êàê è äëÿ ôóíêöèé, ïîíÿòèå âû÷èñëèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðå÷èñ-
ëèìûõ ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî äâîÿêî: ìîæíî ñ÷èòàòü âû÷èñëèìîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü V0, V1, . . . ñå÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæå-
ñòâà V , à ìîæíî òðåáîâàòü, ÷òîáû ïî i ìîæíî áûëî àëãîðèòìè÷åñêè óêàçàòü
îäèí èç íîìåðîâ i-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ãëàâíîé íóìåðàöèè. Ýòè
îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû (äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ðàññóæäå-
íèþ äëÿ ôóíêöèé).

�11. Ìíîæåñòâà íîìåðîâ

Íà÷í¼ì ñ òàêîãî ïðèìåðà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íîìåðîâ íèãäå íå îïðåäå-
ë¼ííîé ôóíêöèè äëÿ êàêîé-ëèáî ãëàâíîé íóìåðàöèè. Áóäåò ëè îíî ðàçðåøè-
ìî? Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî ëè ïî íîìåðó ôóíêöèè â ãëàâíîé íóìåðàöèè
îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ôóíêöèÿ íèãäå íå îïðåäåë¼ííîé?

Ïðåæäå ÷åì îòâå÷àòü íà ýòîò âîïðîñ, çàìåòèì, ÷òî îòâåò íå çàâèñèò îò
òîãî, êàêàÿ ãëàâíàÿ íóìåðàöèÿ âûáðàíà. Â ñàìîì äåëå, åñëè åñòü äâå ðàçíûå
ãëàâíûå íóìåðàöèè, òî îíè, êàê ãîâîðÿò, "ñâîäÿòñÿ" äðóã ê äðóãó: ïî íîìåðó
ôóíêöèè â îäíîé íóìåðàöèè ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè ïîëó÷èòü íîìåð òîé æå
ôóíêöèè â äðóãîé íóìåðàöèè. Åñëè áû â îäíîé íóìåðàöèè ìîæíî áûëî áû
ïðîâåðÿòü "íèãäå- íå-îïðåäåë¼ííîñòü" ôóíêöèè, òî ýòî ìîæíî áûëî áû äåëàòü
è â äðóãîé (ïðèìåíèâ "ôóíêöèè ïåðåõîäà").

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî îòâåò íà èñõîäíûé âîïðîñ áóäåò îò-
ðèöàòåëüíûì.
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Òåîðåìà 41. Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàâíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Òîãäà ìíîæåñòâî òåõ n, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ Un ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå îïðå-
äåë¼ííîé, íåðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ìåòîä, íàçûâàåìûé "ñâåä�åíèåì� ïîêà-
æåì, ÷òî åñëè áû ýòî ìíîæåñòâî áûëî ðàçðåøèìûì, òî è âîîáùå ëþáîå ïåðå-
÷èñëèìîå ìíîæåñòâî áûëî áû ðàçðåøèìûì. (×òî, êàê ìû çíàåì, íåâåðíî.)

Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå ïåðå÷èñëèìîå íåðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî. Ðàñ-
ñìîòðèì òàêóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ V äâóõ àðãóìåíòîâ:

V (n, x) =

{
0, åñëè n ∈ K,

íå îïðåäåëåíî, åñëè n /∈ K.

Êàê âèäíî, âòîðîé àðãóìåíò ýòîé ôóíêöèè ôèêòèâåí, è îíà ïî ñóùåñòâó ñîâ-
ïàäàåò ñ ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà K îò ïåðâîãî àðãó-
ìåíòà. Î÷åâèäíî, ýòà ôóíêöèÿ èìååò ñå÷åíèÿ äâóõ òèïîâ: ïðè n ∈ K ñå÷å-
íèå Vn ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ôóíêöèåé, ïðè n /∈ K � íèãäå íå îïðåäåë¼ííîé
ôóíêöèåé.

Òàê êàê ôóíêöèÿ U ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé, ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ âñþäó îïðå-
äåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ s, äëÿ êîòîðîé V (n, x) = U(s(n), x) ïðè âñåõ n è x, �
å Vn = Us(n). Ïîýòîìó ïðè n ∈ K çíà÷åíèå s(n) ÿâëÿåòñÿ U -íîìåðîì íóëåâîé
ôóíêöèè, à ïðè n /∈ K çíà÷åíèå s(n) ÿâëÿåòñÿ U -íîìåðîì íèãäå íå îïðåäåë¼í-
íîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó åñëè áû ìíîæåñòâî U -íîìåðîâ íèãäå íå îïðåäåë¼ííîé
ôóíêöèè ðàçðåøàëîñü áû íåêîòîðûì àëãîðèòìîì, òî ìû áû ìîãëè ïðèìåíèòü
ýòîò àëãîðèòì ê s(n) è óçíàòü, ïðèíàäëåæèò ëè ÷èñëî n ìíîæåñòâó K èëè
íåò. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî K áûëî áû ðàçðåøèìûì â ïðîòèâîðå÷èè ñ
íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì. �

Â ÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî íèãäå íå îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ
èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íîìåðîâ â ëþáîé ãëàâíîé íóìåðàöèè (ïîñêîëüêó ëþ-
áîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìî).

Êðîìå òîãî, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî íîìåðîâ íèãäå íå îïðåäåë¼í-
íîé ôóíêöèè íå òîëüêî íå ðàçðåøèìî, íî è íå ïåðå÷èñëèìî. Â ñàìîì äåëå,
åãî äîïîëíåíèå � ìíîæåñòâî âñåõ íîìåðîâ âñåõ ôóíêöèé ñ íåïóñòîé îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ � ïåðå÷èñëèìî. (Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè,
à íå òîëüêî äëÿ ãëàâíîé: ïàðàëëåëüíî âû÷èñëÿÿ U(n, x) äëÿ âñåõ n è x, ìû
ìîæåì ïå÷àòàòü òå n, äëÿ êîòîðûõ îáíàðóæèëîñü x, ïðè êîòîðîì U(n, x) îïðå-
äåëåíî.) À åñëè äîïîëíåíèå íåðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà ïåðå÷èñëèìî, òî ñàìî
ìíîæåñòâî íåïåðå÷èñëèìî (ïî òåîðåìå Ïîñòà, ñ. 76).

Ñïðàâåäëèâî è áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, íàçûâàåìîå èíîãäà òåîðåìîé Óñ-
ïåíñêîãî-Ðàéñà. Îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé (îäíîãî àðãó-
ìåíòà) ÷åðåç F .
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Òåîðåìà 42. Ïóñòü A ⊂ F � ïðîèçâîëüíîå íåòðèâèàëüíîå ñâîéñòâî
âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé (íåòðèâèàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî åñòü êàê ôóíêöèè,
åìó óäîâëåòâîðÿþùèå, òàê è ôóíêöèè, åìó íå óäîâëåòâîðÿþùèå, òî åñòü
÷òî ìíîæåñòâî A íåïóñòî è íå ñîâïàäàåò ñî âñåì F). Ïóñòü U � ãëàâíàÿ
óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî U -
íîìåðó âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ïðîâåðÿë áû, îáëàäàåò ëè îíà ñâîéñòâîì A.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî {n | Un ∈ A} íåðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñìîòðèì, ïðèíàäëåæèò ëè íèãäå íå îïðåäåë¼ííàÿ
ôóíêöèÿ (îáîçíà÷èì å¼ ζ) êëàññó A, è âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ξ "ñ
äðóãîé ñòîðîíû" (åñëè ζ ∈ A, òî ξ /∈ A è íàîáîðîò).

Äàëåå äåéñòâóåì êàê ðàíüøå, íî òîëüêî âìåñòî íóëåâîé ôóíêöèè âîçüì¼ì
ôóíêöèþ ξ: ïîëîæèì

V (n, x) =

{
ξ(x), åñëè n ∈ K,

íå îïðåäåëåíî, åñëè n /∈ K.

Êàê è ðàíüøå, ôóíêöèÿ V áóäåò âû÷èñëèìîé (äëÿ äàííûõ n è x ìû îæè-
äàåì ïîÿâëåíèÿ n â ìíîæåñòâå K, ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿåì ξ(x)). Ïðè n ∈ K
ôóíêöèÿ Vn ñîâïàäàåò ñ ξ, ïðè n /∈ K � ñ ζ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðÿÿ ñâîé-
ñòâî Vn ∈ A (åñëè áû ýòî ìîæíî áûëî ñäåëàòü âîïðåêè óòâåðæäåíèþ òåî-
ðåìû), ìîæíî áûëî áû óçíàòü, ïðèíàäëåæèò ëè ÷èñëî n ìíîæåñòâó K èëè
íåò. �

Íåêîòîðûì íåäîñòàòêîì ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî íåñèììåòðè÷-
íîñòü (ñ îäíîé ñòîðîíû îò A ìû áåð¼ì íèãäå íå îïðåäåë¼ííóþ ôóíêöèþ, ñ
äðóãîé ñòîðîíû � ëþáóþ). Âîò áîëåå ñèììåòðè÷íûé âàðèàíò. Ïîêàæåì, ÷òî
åñëè ñâîéñòâîA ìîæíî ðàñïîçíàâàòü ïî U -íîìåðàì, òî ëþáûå äâà íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâà P è Q îòäåëèìû ðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì.
Âûáåðåì êàêèå-íèáóäü äâå ôóíêöèè ξ è η, íàõîäÿùèåñÿ "ïî ðàçíûå ñòîðîíû"
îò A. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

V (n, x) =


ξ(x), åñëè n ∈ P ,
η(x), åñëè n ∈ Q,
íå îïðåäåëåíî, åñëè n /∈ P ∪Q.

Ýòà ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà: äëÿ çàäàííûõ n è x îæèäàåì, ïîêà n ïîÿâèòñÿ ëèáî
â P , ëèáî â Q, ïîñëå ÷åãî çàïóñêàåì âû÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâåííî ξ(x) èëè η(x).

Åñëè n ∈ P , òî Vn ñîâïàäàåò ñ ξ; åñëè n ∈ Q, òî Vn ñîâïàäàåò ñ η. Ïîýòîìó,
ïðîâåðÿÿ, ïðèíàäëåæèò ëè Vn êëàññó A, ìû ìîãëè áû ðàçðåøèìî îòäåëèòü P
îò Q. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå è çàâåðøàåò ýòîò áîëåå ñèììåòðè÷íûé
âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà.
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Âòîðîé âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå óñèëåíèå
ýòîé òåîðåìû: äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé φ è ψ è ëþáîé
ãëàâíîé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè U ìíîæåñòâà âñåõ U -íîìåðîâ ôóíêöèè φ è
ôóíêöèè ψ íå îòäåëèìû ðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì. (Çàìåòèì, ÷òî ýòè ìíî-
æåñòâà íå ïåðå÷èñëèìû, êàê ìû âïîñëåäñòâèè óâèäèì.)

Òåïåðü ëåãêî óêàçàòü ïðèìåð âû÷èñëèìîé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè, íå ÿâ-
ëÿþùåéñÿ ãëàâíîé. Äîñòàòî÷íî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû íèãäå íå îïðåäåë¼ííàÿ
ôóíêöèÿ èìåëà åäèíñòâåííûé íîìåð. Ýòî íåñëîæíî. Ïóñòü U(n, x) � ïðî-
èçâîëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî D
âñåõ U -íîìåðîâ âñåõ ôóíêöèé ñ íåïóñòîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. Êàê ìû óæå
ãîâîðèëè, ýòî ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî. Ðàññìîòðèì âñþäó îïðåäåë¼ííóþ âû-
÷èñëèìóþ ôóíêöèþ d, åãî ïåðå÷èñëÿþùóþ: D = {d(0), d(1), . . . }. Òåïåðü ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ V (i, x), äëÿ êîòîðîé V (0, x) íå îïðåäåëåíî íè ïðè êàêîì x,
à V (i+1, x) = U(d(i), x). Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ V0 íèãäå íå îïðåäåëåíà,
à ôóíêöèÿ Vi+1 ñîâïàäàåò ñ Ud(i). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ôóíêöèÿ V âû÷èñëè-
ìà; îíà óíèâåðñàëüíà ïî ïîñòðîåíèþ, è åäèíñòâåííûì V -íîìåðîì íèãäå íå
îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 0.

Íà ñàìîì äåëå ñóùåñòâóþò è áîëåå ýêçîòè÷åñêèå íóìåðàöèè: êàê ïîêàçàë
Ôðèäáåðã, ìîæíî ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ, äëÿ êî-
òîðîé êàæäàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü ðîâíî îäèí íîìåð. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íóìåðàöèè íàçûâàþò îäíîçíà÷íûìè; î÷åâèäíî, îíè íå ìîãóò áûòü
ãëàâíûìè. Çàáàâíàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà: ìîæíî ðàçðàáîòàòü òàêîé ÿçûê ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîì êàæäóþ ïðîãðàììèñòñêóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü
åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

�12. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà è îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

Òåîðåìà 43. Ïóñòü U � ãëàâíàÿ âû÷èñëèìàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ
äëÿ êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà, à h � ïðîèçâîëüíàÿ âñþ-
äó îïðåäåë¼ííàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî n, ÷òî Un = Uh(n), òî åñòü n è h(n) � íîìåðà îäíîé ôóíêöèè.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íåëüçÿ íàéòè àëãîðèòìà, ïðåîáðàçóþùåãî ïðîãðàììû,
êîòîðûé áû ïî êàæäîé ïðîãðàììå äàâàë äðóãóþ (íå ýêâèâàëåíòíóþ åé). Ýòó
òåîðåìó íàçûâàþò òåîðåìîé Êëèíè î íåïîäâèæíîé òî÷êå èëè òåîðåìîé î
ðåêóðñèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ ïîñòðîåíèåì âû-
÷èñëèìîé ôóíêöèè, íå èìåþùåé âñþäó îïðåäåë¼ííîãî âû÷èñëèìîãî ïðîäîë-
æåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (êîòîðîå ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü x ≡ y) íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñëå-
äóþùèå äâà ñâîéñòâà ýòîãî îòíîøåíèÿ íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî:

• Äëÿ âñÿêîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g, ÿâëÿþùàÿñÿ å¼ ≡-ïðîäîëæåíèåì (ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî åñëè f(x) îïðåäåëåíî ïðè íåêîòîðîì x, òî g(x) ≡ f(x)).
• Ñóùåñòâóåò âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h, íå èìåþ-
ùàÿ ≡-íåïîäâèæíîé òî÷êè (òî åñòü ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé n̸≡h(n) äëÿ
âñåõ n).

Åñëè x ≡ y � îòíîøåíèå ðàâåíñòâà (x = y), òî âòîðîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî
(ïîëîæèì, íàïðèìåð, h(n) = n + 1), ïîýòîìó íå âûïîëíåíî ïåðâîå. Òåîðåìà
î íåïîäâèæíîé òî÷êå ïîëó÷èòñÿ, åñëè x ≡ y ←→ Ux = Uy (x è y � íîìåðà
îäíîé è òîé æå ôóíêöèè). Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî ïåðâîå ñâîéñòâî, êàê ìû
ñåé÷àñ óáåäèìñÿ, è ïîòîìó íå âûïîëíåíî âòîðîå.

Ïî÷åìó âûïîëíåíî ïåðâîå ñâîéñòâî? Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ V (n, x) = U(f(n), x). Ïî-
ñêîëüêó U ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèåé, íàéä¼òñÿ âñþäó îïðå-
äåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ s, äëÿ êîòîðîé V (n, x) = U(s(n), x) ïðè âñåõ n è x. Ýòà
ôóíêöèÿ è áóäåò èñêîìûì ≡-ïðîäîëæåíèåì. Â ñàìîì äåëå, åñëè f(n) îïðåäå-
ëåíî, òî s(n) áóäåò äðóãèì íîìåðîì òîé æå ôóíêöèè, ÷òî è f(n). (Îòìåòèì,
÷òî åñëè f(n) íå îïðåäåëåíî, òî s(n) áóäåò îäíèì èç íîìåðîâ íèãäå íå îïðå-
äåë¼ííîé ôóíêöèè.)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå îñòàëîñü
ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííûå äâà ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íåñîâ-
ìåñòíû. Ýòî äåëàåòñÿ òàê æå, êàê â òåîðåìå 34 (ðàçäåë 7). Âîçüì¼ì âû÷èñ-
ëèìóþ ôóíêöèþ f , îò êîòîðîé íèêàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò îò-
ëè÷àòüñÿ âñþäó (íàïðèìåð, äèàãîíàëüíóþ ôóíêöèþ x 7→ U(x, x) äëÿ íåêîòî-
ðîé âû÷èñëèìîé óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè U). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò
âñþäó îïðåäåë¼ííîå âû÷èñëèìîå ≡-ïðîäîëæåíèå g ôóíêöèè f . Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ t(x) = h(g(x)), ãäå h � âû÷èñëèìàÿ âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ,
íå èìåþùàÿ ≡-íåïîäâèæíîé òî÷êè. Òîãäà t áóäåò âñþäó îòëè÷àòüñÿ îò f . Â
ñàìîì äåëå, åñëè f(x) îïðåäåëåíî, òî f(x) ≡ g(x)̸≡h(g(x)) = t(x), è ïîòî-
ìó f(x) ̸= t(x). Åñëè æå f(x) íå îïðåäåëåíî, òî ýòîò ôàêò ñàì ïî ñåáå óæå
îòëè÷àåò f(x) è t(x). �

Òåîðåìó î íåïîäâèæíîé òî÷êå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü è òàê:

Òåîðåìà 44. Ïóñòü U(n, x) � ãëàâíàÿ âû÷èñëèìàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ äëÿ êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà. Ïóñòü V (n, x) �
ïðîèçâîëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèè U è V ñîâïàäàþò íà
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íåêîòîðîì ñå÷åíèè: íàéä¼òñÿ òàêîå p, ÷òî Up = Vp, òî åñòü U(p, n) =
V (p, n) äëÿ ëþáîãî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ U ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé, íàéä¼ì òàêóþ
âñþäó îïðåäåë¼ííóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ h, ÷òî V (n, x) = U(h(n), x) ïðè
âñåõ n è x. Îñòàëîñü âçÿòü â êà÷åñòâå p íåïîäâèæíóþ òî÷êó ôóíêöèè h. �

(Ïðèìåð ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåîðåìû: êàê áû íè ñòàðàëèñü ðàçðàáîò÷èêè,
äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðñèé êîìïèëÿòîðà ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà, êîòîðàÿ îäè-
íàêîâî ðàáîòàåò â îáåèõ âåðñèÿõ � íàïðèìåð, çàöèêëèâàåòñÿ è òàì, è òàì.
Âïðî÷åì, ýòî âñ¼ æå íå íàâåðíÿêà, à òîëüêî åñëè êîìïèëÿòîð çàäà¼ò ãëàâíóþ
óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ � íî íàäî î÷åíü ïîñòàðàòüñÿ, ÷òîáû ýòî áûëî íå
òàê!)

Ïîó÷èòåëüíî ðàçâåðíóòü öåïî÷êó ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé è ïðîñëåäèòü,
êàê ñòðîèòñÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Äëÿ íàãëÿäíîñòè âìåñòî U(n, x) ìû áóäåì
ïèñàòü [n](x) è ÷èòàòü ýòî "ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàììû n ê âõîäó x";

Ðàññóæäåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ðàññìîòðåíèÿ "äèàãîíàëüíîé"ôóíêöèè U(x, x),
êîòîðóþ òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü êàê [x](x) (ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàì-
ìû x ê ñåáå). Äàëåå ìû ñòðîèì å¼ âñþäó îïðåäåë¼ííîå≡-ïðîäîëæåíèå. Ýòî äå-
ëàåòñÿ òàê. Âûðàæåíèå [[x](x)](y) âû÷èñëèìî çàâèñèò îò äâóõ àðãóìåíòîâ. Ìû
âñïîìèíàåì, ÷òî U åñòü ãëàâíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ, è íàõîäèì òàêóþ
ïðîãðàììó g, ÷òî [[g](x)](y) = [[x](x)](y) ïðè âñåõ x è y. Ïðè ýòîì [g](x) îïðå-
äåëåíî äëÿ âñåõ x. Ïóñòü ìû õîòèì íàéòè íåïîäâèæíóþ òî÷êó ïðîãðàììû h.
Ìû ðàññìàòðèâàåì êîìïîçèöèþ [h]([g](x)). Ýòî âûðàæåíèå âû÷èñëèìî çàâè-
ñèò îò x, è ïîòîìó ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà t, äëÿ êîòîðîé [t](x) = [h]([g](x))
ïðè âñåõ x. Ýòà ïðîãðàììà ïðèìåíèìà êî âñåì x, ïîñêîëüêó òàêîâû h è g. Òå-
ïåðü íåïîäâèæíîé òî÷êîé áóäåò [g](t). ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ìû äîëæíû
ïðîâåðèòü, ÷òî [[g](t)](x) = [[h]([g](t))](x) äëÿ âñåõ x. Â ñàìîì äåëå, ïî ñâîé-
ñòâó g èìååì [[g](t)](x) = [[t](t)](x). Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå t, ýòî âûðàæåíèå
ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê [[h]([g](t))](x) � ÷òî êàê ðàç è òðåáîâàëîñü.

�13. Çà÷åì íóæíû ïðîñòûå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè?

Äî ñèõ ïîð íàì áûëî óäîáíî ññûëàòüñÿ íà ïðîãðàììèñòñêèé îïûò, ãîâîðÿ îá
àëãîðèòìàõ, ïðîãðàììàõ, èíòåðïðåòàòîðàõ, ïîøàãîâîì âûïîëíåíèè è ò.ä. Ýòî
ïîçâîëÿëî íàì èãíîðèðîâàòü äåòàëè ïîñòðîåíèÿ òåõ èëè èíûõ àëãîðèòìîâ ïîä
òåì ïðåäëîãîì, ÷òî ÷èòàòåëü èõ ëåãêî âîññòàíîâèò (èëè õîòÿ áû ïîâåðèò �
âñ¼-òàêè íå êàæäûé ÷èòàòåëü â ñâîåé æèçíè ïèñàë èíòåðïðåòàòîð ÿçûêà C íà
C).

Íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòîãî íåäîñòàòî÷íî. Ïóñòü, íàïðèìåð, ìû õîòèì
äîêàçàòü àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàçðåøèìîñòü êàêîé-òî çàäà÷è, â îïðåäåëåíèè
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êîòîðîé íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î ïðîãðàììàõ. Ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ òàê. Ìû
ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðîáëåìà îñòàíîâêè ñâîäèòñÿ ê ýòîé çàäà÷å. Äëÿ ýòîãî ìû
ìîäåëèðóåì ðàáîòó ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà â òåðìèíàõ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è (÷òî ýòî çíà÷èò, áóäåò âèäíî èç ïðèâîäèìîãî íèæå ïðèìåðà). Ïðè
ýòîì íàì âàæíî, ÷òîáû îïðåäåëåíèå àëãîðèòìà áûëî êàê ìîæíî ïðîùå.

Òàêèì îáðàçîì, íàø ïëàí òàêîâ. Ìû îïèøåì äîâîëüíî ïðîñòî îïðåäåëÿå-
ìûé êëàññ ìàøèí (åãî ìîæíî âûáèðàòü ïî-ðàçíîìó, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
òàê íàçûâàåìûå ìàøèíû Òüþðèíãà), çàòåì îáúÿâèì, ÷òî âñÿêàÿ âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà íà òàêîé ìàøèíå.

Äðóãàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé âàæíû ïðîñòûå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè (òà-
êèõ ìîäåëåé ìíîãî � ðàçíûå âèäû ìàøèí Òüþðèíãà, àäðåñíûå ìàøèíû è
ò.ï.), ñâÿçàíà ñ òåîðèåé ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, êîãäà íàñ íà÷èíàåò èíòåðåñî-
âàòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàìì. Íî ýòîò âîïðîñ âûõîäèò çà ðàìêè êëàññè-
÷åñêîé òåîðèè àëãîðèòìîâ.

�14. Ìàøèíû Òüþðèíãà: îïðåäåëåíèå

Ìàøèíà Òüþðèíãà èìååò áåñêîíå÷íóþ â îáå ñòîðîíû ëåíòó, ðàçäåë¼ííóþ
íà êâàäðàòèêè (ÿ÷åéêè). Â êàæäîé ÿ÷åéêå ìîæåò áûòü çàïèñàí íåêîòîðûé
ñèìâîë èç ôèêñèðîâàííîãî (äëÿ äàííîé ìàøèíû) êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, íà-
çûâàåìîãî àëôàâèòîì äàííîé ìàøèíû. Îäèí èç ñèìâîëîâ àëôàâèòà âûäåëåí
è íàçûâàåòñÿ "ïðîáåëîì� ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçíà÷àëüíî âñÿ ëåíòà ïóñòà, òî
åñòü çàïîëíåíà ïðîáåëàìè.

Ìàøèíà Òüþðèíãà ìîæåò ìåíÿòü ñîäåðæèìîå ëåíòû ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëü-
íîé ÷èòàþùåé è ïèøóùåé ãîëîâêè, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ âäîëü ëåíòû. Â êàæäûé
ìîìåíò ãîëîâêà íàõîäèòñÿ â îäíîé èç ÿ÷ååê. Ìàøèíà Òüþðèíãà ïîëó÷àåò îò
ãîëîâêè èíôîðìàöèþ î òîì, êàêîé ñèìâîë òà âèäèò, è â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî
(è îò ñâîåãî âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ) ðåøàåò, ÷òî äåëàòü, òî åñòü êàêîé ñèìâîë
çàïèñàòü â òåêóùåé ÿ÷åéêå è êóäà ñäâèíóòüñÿ ïîñëå ýòîãî (íàëåâî, íàïðàâî
èëè îñòàòüñÿ íà ìåñòå). Ïðè ýòîì òàêæå ìåíÿåòñÿ âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå ìà-
øèíû (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàøèíà � íå ñ÷èòàÿ ëåíòû � èìååò êîíå÷íóþ
ïàìÿòü, òî åñòü êîíå÷íîå ÷èñëî âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé). Åù¼ íàäî äîãîâîðèòü-
ñÿ, ñ ÷åãî ìû íà÷èíàåì è êîãäà êîí÷àåì ðàáîòó.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàäàòü ìàøèíó Òüþðèíãà, íàäî óêàçàòü ñëåäóþùèå
îáúåêòû:

• ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A (àëôàâèò); åãî ýëåìåíòû íàçû-
âàþòñÿ ñèìâîëàìè;
• íåêîòîðûé âûäåëåííûé ñèìâîë a0 ∈ A (ïðîáåë, èëè ïóñòîé ñèìâîë);
• êîíå÷íîå ìíîæåñòâî S, íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé;
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• íåêîòîðîå âûäåëåííîå ñîñòîÿíèå s0 ∈ S, íàçûâàåìîå íà÷àëüíûì;
• òàáëèöó ïåðåõîäîâ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ìàøèíû â çàâèñè-
ìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ è òåêóùåãî ñèìâîëà (ñì. íèæå);
• íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî F ⊂ S, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ çà-
êëþ÷èòåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè (ïîïàâ â òàêîå ñîñòîÿíèå, ìàøèíà îñòà-
íàâëèâàåòñÿ).

Òàáëèöà ïåðåõîäîâ óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîé ïàðû ⟨òå-
êóùåå ñîñòîÿíèå, òåêóùèé ñèìâîë⟩ óêàçàíà òðîéêà ⟨íîâîå ñîñòîÿíèå, íî-
âûé ñèìâîë, ñäâèã⟩. Çäåñü ñäâèã � îäíî èç ÷èñåë −1 (âëåâî), 0 (íà ìå-
ñòå) è 1 (íàïðàâî). Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöà ïåðåõîäîâ åñòü ôóíêöèÿ òè-
ïà S×A→ S×A×{−1, 0, 1}, îïðåäåë¼ííàÿ íà òåõ ïàðàõ, â êîòîðûõ ñîñòîÿíèå
íå ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíûì.

Îñòà¼òñÿ îïèñàòü ïîâåäåíèå ìàøèíû Òüþðèíãà. Â êàæäûé ìîìåíò èìååòñÿ
íåêîòîðàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ñêëàäûâàþùàÿñÿ èç ñîäåðæèìîãî ëåíòû (ôîðìàëü-
íî ãîâîðÿ, ñîäåðæèìîå ëåíòû åñòü ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå Z → A), òåêó-
ùåé ïîçèöèè ãîëîâêè (íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî) è òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ìàøèíû
(ýëåìåíò S). Ïðåîáðàçîâàíèå êîíôèãóðàöèè â ñëåäóþùóþ ïðîèñõîäèò ïî åñòå-
ñòâåííûì ïðàâèëàì: ìû ñìîòðèì â òàáëèöå, ÷òî íàäî äåëàòü äëÿ äàííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ è äëÿ äàííîãî ñèìâîëà, òî åñòü âûÿñíÿåì íîâîå ñîñòîÿíèå ìàøèíû,
ìåíÿåì ñèìâîë íà óêàçàííûé è ïîñëå ýòîãî ñäâèãàåì ãîëîâêó âëåâî, âïðà-
âî èëè îñòàâëÿåì íà ìåñòå. Ïðè ýòîì, åñëè íîâîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç çàêëþ÷èòåëüíûõ, ðàáîòà ìàøèíû çàêàí÷èâàåòñÿ. Îñòà¼òñÿ äîãîâîðèòüñÿ,
êàê ìû ïîäà¼ì èíôîðìàöèþ íà âõîä ìàøèíû è ÷òî ñ÷èòàåòñÿ ðåçóëüòàòîì
å¼ ðàáîòû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àëôàâèò ìàøèíû, ïîìèìî ïðîáåëà, ñîäåðæèò
ñèìâîëû 0 è 1 (à òàêæå, âîçìîæíî, åù¼ êàêèå-òî ñèìâîëû). Âõîäîì è âûõîäîì
ìàøèíû áóäóò êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è åäèíèö (äâîè÷íûå ñëî-
âà). Âõîäíîå ñëîâî çàïèñûâàåòñÿ íà ïóñòîé ëåíòå, ãîëîâêà ìàøèíû ñòàâèòñÿ â
åãî ïåðâóþ êëåòêó, ìàøèíà ïðèâîäèòñÿ â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è çàïóñêàåòñÿ.
Åñëè ìàøèíà îñòàíàâëèâàåòñÿ, ðåçóëüòàòîì ñ÷èòàåòñÿ äâîè÷íîå ñëîâî, êîòî-
ðîå ìîæíî ïðî÷åñòü, íà÷èíàÿ ñ ïîçèöèè ãîëîâêè è äâèãàÿñü íàïðàâî (ïîêà íå
ïîÿâèòñÿ ñèìâîë, îòëè÷íûé îò 0 è 1).

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà çàäà¼ò íåêîòîðóþ ÷àñòè÷íóþ
ôóíêöèþ íà äâîè÷íûõ ñëîâàõ. Âñå òàêèå ôóíêöèè åñòåñòâåííî íàçâàòü âû-
÷èñëèìûìè íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà.

�15. Ìàøèíû Òüþðèíãà: îáñóæäåíèå

Ðàçóìååòñÿ, íàøå îïðåäåëåíèå ñîäåðæèò ìíîãî êîíêðåòíûõ äåòàëåé, êîòîðûå
ìîæíî áûëî áû èçìåíèòü. Íàïðèìåð, ëåíòà ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé òîëüêî
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â îäíó ñòîðîíó. Ìîæíî ïðèäàòü ìàøèíå äâå ëåíòû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìà-
øèíà ìîæåò ëèáî íàïèñàòü íîâûé ñèìâîë, ëèáî ñäâèíóòüñÿ, íî íå òî è äðóãîå
âìåñòå. Ìîæíî îãðàíè÷èòü àëôàâèò, ñ÷èòàÿ, ñêàæåì, ÷òî â í¼ì äîëæíî áûòü
ðîâíî 10 ñèìâîëîâ. Ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû â êîíöå íà ëåíòå íè÷åãî íå
áûëî, êðîìå ðåçóëüòàòà ðàáîòû (îñòàëüíûå êëåòêè äîëæíû áûòü ïóñòû). Âñå
ïåðå÷èñëåííûå è ìíîãèå äðóãèå èçìåíåíèÿ íå ìåíÿþò êëàññà âû÷èñëèìûõ íà
ìàøèíàõ Òüþðèíãà ôóíêöèé. Êîíå÷íî, åñòü è íåáåçîáèäíûå èçìåíåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, åñëè çàïðåòèòü ìàøèíå äâèãàòüñÿ íàëåâî, òî ýòî ðàäèêàëüíî ïîìåíÿ-
åò äåëî � ïî ñóùåñòâó ëåíòà ñòàíåò áåñïîëåçíîé, òàê êàê ê ñòàðûì çàïèñÿì
óæå íåëüçÿ áóäåò âåðíóòüñÿ.

Êàê ïîíÿòü, êàêèå èçìåíåíèÿ áåçîáèäíû, à êàêèå íåò? Âèäèìî, òóò íåîá-
õîäèì íåêîòîðûé îïûò ïðàêòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ìàøèíàõ Òüþ-
ðèíãà, õîòÿ áû íåáîëüøîé. Ïîñëå ýòîãî óæå ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå âîç-
ìîæíîñòè ìàøèíû, íå âûïèñûâàÿ ïðîãðàììû ïîëíîñòüþ, à ðóêîâîäñòâóÿñü
ëèøü ïðèáëèçèòåëüíûì îïèñàíèåì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îïèøåì ìàøèíó, êî-
òîðàÿ óäâàèâàåò âõîäíîå ñëîâî (èçãîòàâëèâàåò ñëîâî XX, åñëè íà âõîäå áûëî
ñëîâî X).

Åñëè ìàøèíà âèäèò ïðîáåë (âõîäíîå ñëîâî ïóñòî), îíà êîí÷àåò ðàáîòó. Åñ-
ëè íåò, îíà çàïîìèíàåò òåêóùèé ñèìâîë è ñòàâèò ïîìåòêó (â àëôàâèòå ïîìèìî
ñèìâîëîâ 0 è 1 áóäóò åù¼ èõ "ïîìå÷åííûå âàðèàíòû-0 è 1). Çàòåì îíà äâè-
æåòñÿ íàïðàâî äî ïóñòîé êëåòêè, ïîñëå ÷åãî ïèøåò òàì êîïèþ çàïîìíåííîãî
ñèìâîëà. Çàòåì îíà äâèæåòñÿ íàëåâî äî ïîìåòêè; óòêíóâøèñü â ïîìåòêó, îò-
õîäèò íàçàä è çàïîìèíàåò ñëåäóþùèé ñèìâîë è òàê äàëåå, ïîêà íå ñêîïèðóåò
âñ¼ ñëîâî.

Èìåÿ íåêîòîðûé îïûò, ìîæíî çà âñåìè ýòèìè ôðàçàìè âèäåòü êîíêðåòíûå
êóñêè ïðîãðàììû äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà. Íàïðèìåð, ñëîâà "çàïîìèíàåò ñèì-
âîë è äâèæåòñÿ íàïðàâî" îçíà÷àþò, ÷òî åñòü äâå ãðóïïû ñîñòîÿíèé, îäíà äëÿ
ñèòóàöèè, êîãäà çàïîìíåí íóëü, äðóãàÿ � êîãäà çàïîìíåíà åäèíèöà, è âíóò-
ðè êàæäîé ãðóïïû çàïðîãðàììèðîâàíî äâèæåíèå íàïðàâî äî ïåðâîé ïóñòîé
êëåòêè.

Èìåÿ åù¼ ÷óòü áîëüøå îïûòà, ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî â ýòîì îïèñàíèè åñòü
îøèáêà � íå ïðåäóñìîòðåí ìåõàíèçì îñòàíîâêè, êîãäà âñ¼ ñëîâî áóäåò ñêîïè-
ðîâàíî, ïîñêîëüêó êîïèè ñèìâîëîâ íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò ñèìâîëîâ èñõîä-
íîãî ñëîâà. ßñíî è òî, êàê îøèáêó èñïðàâèòü � íàäî â êà÷åñòâå êîïèé ïèñàòü
ñïåöèàëüíûå ñèìâîëû 0̃ è 1̃, à íà ïîñëåäíåì ýòàïå âñå ïîìåòêè óäàëèòü.

Çàäà÷à 89. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ "îáðàùåíèå ïåðåâîðà÷èâàþùàÿ ñëî-
âî çàäîì íàïåð¼ä, âû÷èñëèìà íà ìàøèíå Òüþðèíãà.

Äðóãîé ïðèìåð íåôîðìàëüíîãî ðàññóæäåíèÿ: îáúÿñíèì, ïî÷åìó ìîæíî íå
èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûõ ñèìâîëîâ, êðîìå 0, 1 è ïóñòîãî ñèìâîëà. Ïóñòü
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åñòü ìàøèíà ñ áîëüøèì àëôàâèòîì èç N ñèìâîëîâ. Ïîñòðîèì íîâóþ ìàøèíó,
êîòîðàÿ áóäåò ìîäåëèðîâàòü ðàáîòó ñòàðîé, íî êàæäîé êëåòêå ñòàðîé áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü áëîê èç k êëåòîê íîâîé. Ðàçìåð áëîêà (÷èñëî k) áóäåò ôèê-
ñèðîâàí òàê, ÷òîáû âíóòðè áëîêà ìîæíî áûëî áû çàêîäèðîâàòü íóëÿìè è
åäèíèöàìè âñå ñèìâîëû áîëüøîãî àëôàâèòà. Èñõîäíûå ñèìâîëû 0, 1 è ïóñòîé
áóäåì êîäèðîâàòü êàê 0, çà êîòîðûì èäóò (k − 1) ïóñòûõ ñèìâîëîâ, 1, çà êî-
òîðûì èäóò (k − 1) ïóñòûõ ñèìâîëîâ, è ãðóïïó èç k ïóñòûõ ñèìâîëîâ. Äëÿ
íà÷àëà íàäî ðàçäâèíóòü áóêâû âõîäíîãî ñëîâà íà ðàññòîÿíèå k, ÷òî ìîæíî
ñäåëàòü áåç äîïîëíèòåëüíûõ ñèìâîëîâ (äîéäÿ äî êðàéíåé áóêâû, îòîäâèãà-
åì å¼, çàòåì äîéäÿ äî ñëåäóþùåé, îòîäâèãàåì å¼ è êðàéíþþ è òàê äàëåå);
íàäî òîëüêî ïîíèìàòü, ÷òî ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü êîíåö ñëîâà êàê ïîçè-
öèþ, çà êîòîðîé ñëåäóåò áîëåå k ïóñòûõ ñèìâîëîâ. ßñíî, ÷òî â ýòîì ïðîöåññå
ìû äîëæíû õðàíèòü â ïàìÿòè íåêîòîðûé êîíå÷íûé îáú¼ì èíôîðìàöèè, òàê
÷òî ýòî âîçìîæíî. Ïîñëå ýòîãî óæå ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ðàáîòó èñõîäíîé ìà-
øèíû ïî øàãàì, è äëÿ ýòîãî òîæå äîñòàòî÷íî êîíå÷íîé ïàìÿòè (êîíå÷íîãî
÷èñëà ñîñòîÿíèé), òàê êàê íàì âàæíà òîëüêî íåáîëüøàÿ îêðåñòíîñòü ãîëîâêè
ìîäåëèðóåìîé ìàøèíû. Íàêîíåö, íàäî ñæàòü ðåçóëüòàò îáðàòíî.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âñÿêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà íà ìà-
øèíå Òüþðèíãà, íàçûâàþò òåçèñîì Òüþðèíãà. Êîíå÷íî, åãî ñìûñë çàâèñèò îò
òîãî, ÷òî ïîíèìàòü ïîä ñëîâàìè "âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ". Åñëè ïîíèìàòü èõ â
ðàñïëûâ÷àòî-èíòóèòèâíîì ñìûñëå ("ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè,
òî åñòü ïî ÷¼òêèì, íåäâóñìûñëåííûì, îäíîçíà÷íûì ïðàâèëàì" èëè ÷òî-òî â
òàêîì ðîäå), êîíå÷íî, íè î êàêîì äîêàçàòåëüñòâå òåçèñà Òüþðèíãà íå ìîæåò
áûòü ðå÷è. Ìîæíî ëèøü ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîâåêîâàÿ ïðàêòèêà ÷åëîâå÷åñòâà
îò Åâêëèäà äî Êíóòà ( íûíå æèâóùèé êðóïíåéøèé ñïåöèàëèñò â òåîðèè àëãî-
ðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ) íå âñòðåòèëàñü ñ ïðèìåðîì àëãîðèòìà, êîòîðûé íåëüçÿ
áûëî áû çàïèñàòü êàê ïðîãðàììó ìàøèíû Òüþðèíãà è ò.ï. Âïðî÷åì, åù¼ îäèí
(íå ñëèøêîì óáåäèòåëüíûé) àðãóìåíò ïðèâåä¼í íèæå.

Íî åñëè ïîíèìàòü ñëîâî "âû÷èñëèìàÿ" â òåçèñå Òüþðèíãà êàê "âû÷èñëè-
ìàÿ ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íà C" è ïðåäñòàâèòü ñåáå íà ìèíóòó, ÷òî ñèíòàê-
ñèñ è ñåìàíòèêà C-ïðîãðàìì òî÷íî îïðåäåëåíû, òî òåçèñ Òüþðèíãà ñòàíåò
óæå ÷¼òêèì óòâåðæäåíèåì, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñòèííûì èëè ëîæíûì, è
êîòîðîå ìîæíî äîêàçûâàòü. Êîíå÷íî, òàêîå äîêàçàòåëüñòâî ïî íåîáõîäèìîñòè
äîëæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ñèíòàêñèñà è ñåìàíòèêè C, è ïî-
òîìó íèêåì íå ïðîâîäèëîñü, íî äëÿ áîëåå ïðîñòûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé
ýòî äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ôîðìàëüíî äîêàçàòü. Âïðî÷åì, òàêîãî ðîäà äîêàçà-
òåëüñòâà ñðîäíè äîêàçàòåëüñòâó êîððåêòíîñòè äëèííîé ïðîãðàììû, è ïîòîìó
æåëàþùèõ èõ ïèñàòü è òåì áîëåå ÷èòàòü íåìíîãî.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåä¼ì îáåùàííûé àðãóìåíò â ïîëüçó òîãî, ÷òî ëþáàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà íà ìàøèíå Òüþðèíãà. Ïóñòü åñòü ôóíêöèÿ,
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êîòîðóþ ÷åëîâåê óìååò âû÷èñëÿòü. Ïðè ýòîì, îí, åñòåñòâåííî, äîëæåí
èñïîëüçîâàòü êàðàíäàø è áóìàãó, òàê êàê êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, êîòîðîå
îí ìîæåò õðàíèòü "â óìå îãðàíè÷åíî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ïèøåò íà
îòäåëüíûõ ëèñòàõ áóìàãè. Ïîìèìî òåêóùåãî ëèñòà, åñòü ñòîïêà áóìàã ñïðàâà
è ñòîïêà ñëåâà; â ëþáóþ èç íèõ ìîæíî ïîëîæèòü òåêóùèé ëèñò, çàâåðøèâ ñ
íèì ðàáîòó, à èç äðóãîé ñòîïêè âçÿòü ñëåäóþùèé. Ó ÷åëîâåêà åñòü êàðàíäàø
è ëàñòèê. Ïîñêîëüêó î÷åíü ìåëêèå áóêâû íà ëèñòå íåðàçëè÷èìû, ÷èñëî
îò÷¼òëèâî ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ëèñòà êîíå÷íî, òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
â êàæäûé ìîìåíò íà ëèñòå çàïèñàíà îäíà áóêâà èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
(õîòÿ è âåñüìà áîëüøîãî) àëôàâèòà. ×åëîâåê òîæå èìååò êîíå÷íóþ ïàìÿòü,
òàê ÷òî åãî ñîñòîÿíèå åñòü ýëåìåíò íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ïðè
ýòîì ìîæíî ñîñòàâèòü íåêîòîðóþ òàáëèöó, â êîòîðîé çàïèñàíî, ÷åì êîí÷èòñÿ
åãî ðàáîòà íàä ëèñòîì ñ äàííûì ñîäåðæèìûì, íà÷àòàÿ â äàííîì ñîñòîÿíèè
(÷òî áóäåò íà ëèñòå, â êàêîì ñîñòîÿíèè áóäåò ÷åëîâåê è èç êàêîé ïà÷êè
áóäåò âçÿò ñëåäóþùèé ëèñò). Òåïåðü óæå âèäíî, ÷òî äåéñòâèÿ ÷åëîâåêà êàê
ðàç ñîîòâåòñòâóþò ðàáîòå ìàøèíû Òüþðèíãà ñ áîëüøèì (íî êîíå÷íûì)
àëôàâèòîì è áîëüøèì (íî êîíå÷íûì) ÷èñëîì âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé.
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Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ãðàôèê âñÿêîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ àðèô-
ìåòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, òî åñòü âûðàçèì ôîðìóëîé àðèôìåòèêè. Äëÿ ýòîãî
óäîáíî ïåðåéòè îò ìàøèí Òüþðèíãà ê äðóãîé ìîäåëè, êîòîðóþ ìîæíî óñëîâíî
íàçâàòü ìàøèíàìè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ðåãèñòðîâ.

Ïðîãðàììà äëÿ òàêîé ìàøèíû èñïîëüçóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ,
çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà. ×èñëà ýòè ìîãóò áûòü
ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà, òàê ÷òî ìàøèíà ðåàëüíî èìååò ïàìÿòü íåîãðàíè÷åí-
íîãî îáú¼ìà. Ïðîãðàììà ñîñòîèò èç íóìåðîâàííûõ ïî ïîðÿäêó êîìàíä. Êàæ-
äàÿ êîìàíäà èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

• a=0;
• a=b;
• a=b+1;
• a=b-1;
• goto met;

• if (a==0) goto met1; else goto met2;

• exit(0);
Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ � íàòóðàëüíûå (öåëûå

íåîòðèöàòåëüíûå) ÷èñëà, óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü ðàçíîñòü 0−1 ðàâíîé 0 (âïðî÷åì,
ýòî íå òàê âàæíî � ìîæíî áûëî áû ñ÷èòàòü ýòî àâàðèåé).
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Äîéäÿ äî êîìàíäû exit, ïðîãðàììà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
Êàê è äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà, ïîëåçíà íåêîòîðàÿ ïðàêòèêà ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ. Äëÿ òðåíèðîâêè íàïèøåì ïðîãðàììó ñëîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë. Îíà ïîìå-
ùàåò â c ñóììó ÷èñåë, êîòîðûå áûëè â ïåðåìåííûõ a è b. Òàêàÿ ïðîãðàììà
íà C èìåëà áû âèä

c=a;

/* èíâàðèàíò: îòâåò = ñóììà òåêóùèõ çíà÷åíèé c è b */

while (b!=0)

{

c++;

b--;

}

Èìèòèðóÿ öèêë ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ïåðåõîäà, ïîëó÷àåì ïðîãðàììó äëÿ
íàøåé ìàøèíû:

1: c=a;

2: if (b==0) goto 6; else goto 3;

3: c++;

4: b--;

5: goto 2;

6: exit(0);

Òåïåðü ëåãêî ïîíÿòü, êàê íàïèñàòü ïðîãðàììû äëÿ âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ
(êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ êàê öèêë ñ ïîâòîðíûì ñëîæåíèåì), äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì
(êàê ó÷èë åù¼ Ýíãåëüñ â çàáûòîé íûíå êíèãå "Äèàëåêòèêà ïðèðîäû äåëå-
íèå åñòü ñîêðàù¼ííîå âû÷èòàíèå), âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, ïðîâåðêè ïðîñòîòû,
îòûñêàíèÿ n-ãî ïðîñòîãî ÷èñëà è ò.ï. Âîîáùå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàøèíàìè Òüþ-
ðèíãà ýòîò ÿçûê áîëåå ïðèâû÷åí è ïîòîìó ëåã÷å ïîâåðèòü, ÷òî íà í¼ì ìîæíî
çàïðîãðàììèðîâàòü âñå àëãîðèòìû.

Åäèíñòâåííîå, ÷åãî â í¼ì ðåàëüíî íå õâàòàåò � ýòî ìàññèâîâ. Íî ýòî ëåã-
êî îáîéòè, ïîñêîëüêó åñòü ÷èñëà ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà è íàñ íå èíòåðåñóåò
÷èñëî îïåðàöèé (êàê ýòî ïðèíÿòî â îáùåé òåîðèè àëãîðèòìîâ). Âìåñòî ìàññè-
âà áèòîâ ìû ìîæåì õðàíèòü ÷èñëî, äâîè÷íîé çàïèñüþ êîòîðîãî îí ÿâëÿåòñÿ,
à äëÿ ìàññèâîâ ÷èñåë âîñïîëüçîâàòüñÿ, ñêàæåì, îñíîâíîé òåîðåìîé àðèôìå-
òèêè è õðàíèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ⟨a, b, c, d, e⟩ êàê ÷èñëî 2a3b5c7d11e. Ïðè
ýòîì îïåðàöèè a[i]=b è b=a[i] çàìåíÿþòñÿ íà íåáîëüøèå ïðîãðàììû, êî-
òîðûå ñîäåðæàò ïåðåìåííûå a, b, i è åù¼ íåñêîëüêî ïåðåìåííûõ. (×àñòüþ
ýòèõ ïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðîñòîãî ÷èñëà ñ çàäàííûì ïîðÿäêîâûì
íîìåðîì.)

Ëåãêî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå âû÷èñëèìîé (â ýòîé ìîäåëè) ôóíêöèè. Ïóñòü
åñòü ïðîãðàììà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y (è, ".',.&-., äðóãèìè). Ïîìåñòèì
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â x íåêîòîðîå ÷èñëî n, à â îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ïîìåñòèì íóëè. Çàïóñòèì
ïðîãðàììó. Åñëè îíà íå îñòàíîâèòñÿ, òî âû÷èñëÿåìàÿ åé ôóíêöèÿ â òî÷êå n
íå îïðåäåëåíà. Åñëè îñòàíîâèòñÿ, òî ñîäåðæèìîå ïåðåìåííîé y ïîñëå îñòàíîâ-
êè è áóäåò çíà÷åíèåì ôóíêöèè, âû÷èñëÿåìîé íàøåé ïðîãðàììîé (â òî÷êå n).
Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé (â ýòîé ìîäåëè), åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëÿ-
þùàÿ å¼ ïðîãðàììà.

Êàê âñåãäà, ïðè îïðåäåëåíèè ìû ôèêñèðîâàëè ðàçëè÷íûå äåòàëè, áîëü-
øèíñòâî èç êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Ìîæíî áûëî áû äîáàâèòü
íåêîòîðûå êîìàíäû (ñëîæåíèå, íàïðèìåð) � èëè äàæå èñêëþ÷èòü (íàïðèìåð,
áåç êîïèðîâàíèÿ ìîæíî îáîéòèñü ñ ïîìîùüþ íåáîëüøîé õèòðîñòè).

Çàäà÷à 90. Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé íå èçìåíèòñÿ,
åñëè èñêëþ÷èòü èç îïðåäåëåíèÿ êîìàíäó êîïèðîâàíèÿ a=b.

Íåñêîëüêî áîëåå óäèâèòåëüíî, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ ìîæíî îãðàíè÷èòü,
ñêàæåì, ñîòíåé � íî è ýòî íå òàê óæ ñòðàííî, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ìû ìîæåì
õðàíèòü â îäíîé ïåðåìåííîé öåëûé ìàññèâ.

Çàäà÷à 91. Ïðîâåðüòå ýòî.
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Ïîñòðîåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü íå ñëàáåå ìàøèí Òüþðèíãà â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî ëþáóþ âû÷èñëèìóþ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà ôóíêöèþ ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü è ïðîãðàììîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 45. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, âû÷èñëèìàÿ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà, ìî-
æåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû îïèñàííîãî âèäà ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ïåðåìåííûõ.

Ñëåäóåò óòî÷íèòü, îäíàêî, ÷òî ìû èìååì â âèäó, òàê êàê äëÿ ìàøèí Òüþ-
ðèíãà èñõîäíîå äàííîå è ðåçóëüòàò áûëè äâîè÷íûìè ñëîâàìè, à äëÿ ïðîãðàìì
� íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ìû îòîæäåñòâëÿåì òå è äðóãèå ïî åñòåñòâåííîìó
ïðàâèëó, ïðè êîòîðîì ñëîâà Λ (ïóñòîå), 0, 1, 00, 01,. . . ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëàì
0, 1, 2, 3, 4. . . (÷òîáû ïîëó÷èòü èç ÷èñëà ñëîâî, ïðèáàâèì ê íåìó åäèíèöó,
ïåðåâåä¼ì â äâîè÷íóþ ñèñòåìó è îòáðîñèì åäèíèöó â ñòàðøåì ðàçðÿäå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ðàíüøå, ìû ïðèâåä¼ì ëèøü ïðèáëèçèòåëüíîå
îïèñàíèå òîãî, êàê ïî ìàøèíå Òüþðèíãà ñòðîèòñÿ ïðîãðàììà ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ïåðåìåííûõ, âû÷èñëÿþùàÿ òó æå ôóíêöèþ. Ïðåæäå âñåãî êîíôèãó-
ðàöèè ìàøèíû Òüþðèíãà íàäî çàêîäèðîâàòü ÷èñëàìè. Ìîæíî ñäåëàòü ýòî,
íàïðèìåð, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé êîíôèãóðàöèè ÷åòûðå ÷èñëà: íî-
ìåð òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ, íîìåð òåêóùåãî ñèìâîëà (â ÿ÷åéêå, ãäå ñòîèò ãîëîâêà
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ìàøèíû), êîä ñîäåðæèìîãî ëåíòû ñëåâà îò ãîëîâêè è êîä ñîäåðæèìîãî ëåíòû
ñïðàâà îò ãîëîâêè.

×òîáû ðåøèòü, êàê óäîáíåå êîäèðîâàòü ñîäåðæèìîå ëåíòû ñëåâà è ñïðàâà
îò ãîëîâêè, çàìåòèì, ÷òî ìàøèíà Òüþðèíãà îáðàùàåòñÿ ñ äâóìÿ ïîëîâèíàìè
ëåíòàìè ñëåâà è ñïðàâà îò ãîëîâêè êàê ñî ñòåêàìè. (Ñòåêîì íàçûâàåòñÿ ñòðóê-
òóðà äàííûõ, íàïîìèíàþùàÿ ñòîïêó ëèñòîâ. Â íå¼ ìîæíî ïîëîæèòü ëèñò íà-
âåðõ, âçÿòü âåðõíèé ëèñò, à òàêæå ïðîâåðèòü, åñòü ëè åù¼ ëèñòû.) Â ñàìîì
äåëå, ïðè äâèæåíèè ãîëîâêè íàïðàâî èç ïðàâîãî ñòåêà áåð¼òñÿ âåðõíèé ýëå-
ìåíò, à â ëåâûé ñòåê êëàä¼òñÿ; ïðè äâèæåíèè íàëåâî � íàîáîðîò. Ñòåêè ëåãêî
ìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ÷èñåë: íàïðèìåð, åñëè â ñòåêå õðàíÿòñÿ ñèìâîëû 0
è 1, òî äîáàâëåíèå íóëÿ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèè x 7→ 2x, äîáàâëåíèå åäèíè-
öû � îïåðàöèè x 7→ 2x + 1, âåðõíèé ýëåìåíò åñòü îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 2,
à óäàëåíèå âåðõíåãî ýëåìåíòà åñòü äåëåíèå íà 2 (ñ îòáðàñûâàíèåì îñòàòêà).
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû âîñïðèíèìàåì äâîè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà êàê ñòåê, âåð-
øèíà êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ñïðàâà, ó ìëàäøåãî ðàçðÿäà. Òî÷íî òàê æå ìîæíî
èñïîëüçîâàòü n-è÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ è ïðåäñòàâèòü ñòåê ñ n âîçìîæíûìè
ñèìâîëàìè â êàæäîé ïîçèöèè.

Òåïåðü îñíîâíîé öèêë ìàøèíû Òüþðèíãà ìîæíî çàïèñàòü êàê ïðîãðàììó,
îïåðèðóþùóþ ñ óêàçàííûìè ÷åòûðüìÿ ÷èñëàìè (ñèìâîë, ñîñòîÿíèå, ëåâûé
ñòåê è ïðàâûé ñòåê) � áåç îñîáûõ õèòðîñòåé. Íî íåñêîëüêî âåùåé âñ¼-òàêè
íàäî èìåòü â âèäó.

Âî-ïåðâûõ, ñòåêè êîíå÷íû, à ëåíòà áåñêîíå÷íà � ìû äîëæíû äîãîâîðèòüñÿ,
÷òî åñëè ñòåê îïóñòîøàåòñÿ, òî â íåãî àâòîìàòè÷åñêè äîáàâëÿåòñÿ ñèìâîë
ïðîáåëà. Òåì ñàìûì áåñêîíå÷íûé ïóñòîé õâîñò ëåíòû ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü
â ñòåêå, êàê òåïåðü ãîâîðÿò, âèðòóàëüíî.

Âî-âòîðûõ, íàïîìíèì, ÷òî ìû äîãîâîðèëèñü îòîæäåñòâëÿòü äâîè÷íûå ñëî-
âà (êîòîðûå ïîäàþòñÿ íà âõîä ìàøèíû Òüþðèíãà) è èõ êîäû (êîòîðûå õðàíÿò-
ñÿ â ïåðåìåííûõ íàøåé ïðîãðàììû). Ïîýòîìó, ïîëó÷èâ êîä âõîäíîãî ñëîâà,
íàäî åãî ðàçîáðàòü ïî ñèìâîëàì è ïîëîæèòü ýòè ñèìâîëû îäèí çà äðóãèì â
ñòåê (îñíîâàíèÿ ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ ðàçíûå, òàê ÷òî ïðîñòî òàê ïåðåïèñàòü ýòî
íåëüçÿ). Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò è ïðè ïðåâðàùåíèè âûõîäà (÷à-
ñòè ñîäåðæèìîãî ïðàâîãî ñòåêà) â ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî, íî âñå îíè ëåãêî
ïðåîäîëèìû, è ìû íå áóäåì âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè. �

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 46. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, âû÷èñëèìàÿ ïðîãðàììîé ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì ïåðåìåííûõ, âû÷èñëèìà íà ìàøèíå Òüþðèíãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íàäî ìîäåëèðîâàòü ïîâåäåíèå ïðîãðàììû ñ ïî-
ìîùüþ ìàøèíû Òüþðèíãà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ çàïèñà-
íû íà ëåíòå (â äâîè÷íîé ñèñòåìå) è ðàçäåëåíû ñïåöèàëüíûì ðàçäåëèòåëüíûì
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ñèìâîëîì. Òîãäà ìàøèíà ìîæåò íàéòè ëþáóþ ïåðåìåííóþ, èäÿ îò íà÷àëà
ëåíòû è ñ÷èòàÿ ðàçäåëèòåëüíûå ñèìâîëû, ñäåëàòü ÷òî-òî ñ ýòîé ïåðåìåííîé
è çàòåì âåðíóòüñÿ îáðàòíî â íà÷àëî. (Íåò íåîáõîäèìîñòè çàïèñûâàòü íà ëåí-
òå íîìåð èñïîëíÿåìîé êîìàíäû, ïîñêîëüêó êîìàíä êîíå÷íîå ÷èñëî è ìàøèíà
ìîæåò ïîìíèòü íîìåð òåêóùåé êîìàíäû êàê ÷àñòü ñâîåãî ñîñòîÿíèÿ.) Îïåðà-
öèè ïðèáàâëåíèÿ è âû÷èòàíèÿ åäèíèöû òàêæå ëåãêî âûïîëíèìû â äâîè÷íîé
çàïèñè (åñëè èäòè ñïðàâà íàëåâî). Íàäî òîëüêî èìåòü â âèäó, ÷òî ðàçìåð ÷èñ-
ëà ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ, è òîãäà íóæíî äëÿ íåãî îñâîáîäèòü ìåñòî, ñäâèíóâ
âñå ñèìâîëû ñïðàâà îò ãîëîâêè íà îäíó ïîçèöèþ. (Ïðè óìåíüøåíèè íóæíî
ñäâèíóòü âëåâî.) ßñíî, ÷òî ýòî òàêæå ëåãêî âûïîëíèòü ñ ïîìîùüþ ìàøè-
íû Òüþðèíãà.

Åñëè ìû çàïèñûâàåì ÷èñëà â äâîè÷íîé ñèñòåìå, òî ïðîáëåìû ñ ïåðåêî-
äèðîâàíèåì ïðè ââîäå-âûâîäå ìèíèìàëüíû (íàäî ëèøü äîïèñàòü íóëè äëÿ
çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ â íà÷àëå ðàáîòû è âñòàòü â íóæíîå ìåñòî
ëåíòû â êîíöå). �
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Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè, âû÷èñëèìûå ïðîãðàììàìè ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ïåðåìåííûõ, àðèôìåòè÷íû, òî åñòü èõ ãðàôèêè ÿâëÿþòñÿ àðèôìå-
òè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû âíîâü ïðåäïîëàãàåì íåêîòîðîå
çíàêîìñòâî ÷èòàòåëÿ ñ ëîãè÷åñêèìè îáîçíà÷åíèÿìè, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü
àðèôìåòè÷åñêèå ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííûå ïî íàòóðàëüíûì ÷èñëàì,
ðàâåíñòâî, êîíñòàíòû 0 è 1, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ëîãè÷åñêèå
ñâÿçêè (È, ÈËÈ, ÍÅ) è êâàíòîðû "äëÿ âñåõ" è "ñóùåñòâóåò". Ôîðìàëüíî
ãîâîðÿ, ìû ðàññìàòðèâàåì ñèãíàòóðó, ñîäåðæàùóþ åäèíñòâåííûé äâóìåñò-
íûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë (ðàâåíñòâî), äâå êîíñòàíòû 0 è 1 è äâà äâóìåñò-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà (ñëîæåíèå è óìíîæåíèå). Ãîâîðÿ îá èñòèí-
íîñòè òàêèõ ôîðìóë, ìû èìååì â âèäó èõ èñòèííîñòü â ñòàíäàðòíîé èí-
òåðïðåòàöèè, íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë.

Ìíîæåñòâî A ⊂ Nk íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò àðèô-
ìåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà α ñ ïàðàìåòðàìè x1, . . . , xk, êîòîðàÿ åãî ïðåäñòàâëÿåò â
ñëåäóþùåì ñìûñëå: ⟨n1, . . . , nk⟩ ∈ A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà α
èñòèííà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ x1 = n1,. . . ,xk = nk.

Òåîðåìà 47. Ãðàôèê ëþáîé ôóíêöèè, âû÷èñëÿåìîé ïðîãðàììîé ñ êîíå÷-
íûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : N → N � ôóíêöèÿ, âû÷èñëèìàÿ íåêîòîðîé
ïðîãðàììîé P ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ k1, . . . , kN . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
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âõîäíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ k1, à âûõîäíîé � k2. Íàì íóæíî íàïèñàòü ôîð-
ìóëó ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x, y, êîòîðàÿ áûëà áû èñòèííà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà y = f(x). Ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ
ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ è íîìåðîì òåêóùåé êîìàí-
äû (â ïðîöåññîðàõ ñîîòâåòñòâóþùèé ðåãèñòð ÷àñòî íàçûâàþò program counter,
ïî-ðóññêè ñ÷¼ò÷èê êîìàíä). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâóìÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè ïðîãðàììû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ
àðèôìåòè÷íî. Ìû èìååì â âèäó, ÷òî ìîæíî íàïèñàòü àðèôìåòè÷åñêóþ ôîð-
ìóëó

Step(s1, . . . , sN , p, s
′
1, . . . , s

′
N , p

′),

ñ 2N + 2 ïåðåìåííûìè, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äàííàÿ ïðîãðàììà P èç
ñîñòîÿíèÿ, ãäå ïåðåìåííûå ðàâíû s1, . . . , sN , à ñ÷¼ò÷èê êîìàíä ðàâåí p, çà
îäèí øàã ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå, ãäå ïåðåìåííûå ðàâíû s′1, . . . , s

′
n, à ñ÷¼ò÷èê

êîìàíä ðàâåí p′. (Äîãîâîðèìñÿ, ÷òî çíà÷åíèå p′ = 0 ñîîòâåòñòâóåò îñòàíîâêå
ïðîãðàììû.) Òàêàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé îòäåëüíûõ óòâåðæäåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé ñòðîêå ïðîãðàììû. Ïóñòü, íàïðèìåð, ñòðîêà 7 ïðî-
ãðàììû èìååò âèä k2=k3. Òîãäà â êîíúþíêöèè áóäåò ÷ëåí âèäà

(p = 7)⇒ ((s′1 = s1) ∧ (s′2 = s3) ∧ (s′3 = s3) ∧ . . . ∧ (s′N = sN) ∧ (p′ = 8)).

Äëÿ ñòðîêè ñ óñëîâíûìè ïåðåõîäàìè òèïà
3: if (k5==0) goto 17; else goto 33;

â ôîðìóëå áóäåò äâà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíà (íà äâà ñëó÷àÿ ïåðåõîäà)

((p = 3) ∧ (s5 = 0))⇒((s′1 = s1) ∧ . . . ∧ (s′N = sN) ∧ (p′ = 17))

è

((p = 3) ∧ (s5 ̸= 0))⇒((s′1 = s1) ∧ . . . ∧ (s′N = sN) ∧ (p′ = 33)).

Íàäî åù¼ äîáàâèòü óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïðè p = 0 ðàáîòà ïðåêðàùàåòñÿ,
òî åñòü ÷òî ïåðåìåííûå íà ñëåäóþùåì øàãå ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ, è p′

îñòà¼òñÿ ðàâíûì 0.
Òàêèì îáðàçîì, àðèôìåòè÷íîñòü îäíîãî øàãà ðàáîòû ïðîãðàììû äîêàçàòü

íåñëîæíî. Îñòà¼òñÿ ãëàâíûé âîïðîñ: êàê çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû òîò ôàêò,
÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñ èñõîäíîãî
ñîñòîÿíèÿ, çàêàí÷èâàåòñÿ â äàííîì è â êîòîðîé êàæäûé øàã ïðàâèëåí. Òðóä-
íîñòü â òîì, ÷òî çäåñü íóæíî êàê áû íàïèñàòü ïåðåìåííîå ÷èñëî êâàíòîðîâ
ñóùåñòâîâàíèÿ � èëè êâàíòîð "ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë".

Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðè¼ìà, òðàäèöèîííî íàçûâàåìîãî β-
ôóíêöèåé Ã¼äåëÿ. Âîò ÷òî èìååòñÿ â âèäó.
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Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî k ìîæíî íàéòè ñêîëü óãîäíî áîëüøîå öåëîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî b, ïðè êîòîðîì ïåðâûå k ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
b+ 1, 2b+ 1, 3b+ 1, . . . ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîé îáùèé ïðîñòîé äåëèòåëü äâóõ èç ýòèõ ÷èñåë áóäåò
äåëèòåëåì èõ ðàçíîñòè, òî åñòü ÷èñëà lb ïðè 0 < l < k; âçÿâ b êðàòíûì k!, ìû
ãàðàíòèðóåì, ÷òî îí áóäåò äåëèòåëåì ÷èñëà b, íî âñå ÷ëåíû íàøåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âçàèìíî ïðîñòû ñ b. Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x0, x1, . . . , xn íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë ìîæíî íàéòè òàêèå ÷èñëà a è b, ÷òî xi åñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ a
íà b(i+ 1) + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå, äåëèòåëè b(i+1)+1 ìîæíî
âçÿòü âçàèìíî ïðîñòûìè (è ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè), îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ "êèòàéñêîé òåîðåìîé îá îñòàòêàõ". Ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè öåëûå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà d1, . . . , dk âçàèìíî ïðîñòû, òî ïðè äåëåíèè öåëîãî u íà
íèõ ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ëþáîé çàäàííûé íàáîð îñòàòêîâ. Â ñàìîì äåëå, òàêèõ
íàáîðîâ áóäåò d1d2 . . . dk (ïîñêîëüêó ïðè äåëåíèè íà di âîçìîæíû îñòàòêè îò 0
äî di − 1). Ïðè äåëåíèè ÷èñåë u = 0, 1, . . . , d1d2 . . . dk − 1 ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå
íàáîðû îñòàòêîâ (åñëè äâà ÷èñëà u′ è u′′ äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè, òî èõ ðàç-
íîñòü äåëèòñÿ íà âñå di, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû). Ïîýòîìó
÷èñåë ñòîëüêî æå, ñêîëüêî íàáîðîâ îñòàòêîâ, è äîëæíû ïîÿâèòüñÿ âñå íàáîðû.
Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ýòà ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîëüíîé äëèíû ìîæ-
íî çàêîäèðîâàòü òðåìÿ ÷èñëàìè a, b è n (ïîñëåäíåå ÷èñëî � äëèíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâíî ãîâîðÿ, ìîæíî çàìåíèòü "ôîðìóëó"

∃⟨x0, . . . , xn⟩(∀i ≤ n)[. . . xi . . . ]

(êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå íå ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëîé, òàê êàê ñî-
äåðæèò êâàíòîð ïî êîíå÷íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì) íà ôîðìóëó

∃a∃b ∃n (∀i ≤ n)[. . . (îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b(i+ 1) + 1) . . . ].

Ìû áóäåì çàïèñûâàòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b(i+1)+1 êàê β(a, b, i) (îòñþäà
è íàçâàíèå "áåòà-ôóíêöèÿ").

Âîçâðàùàÿñü ê ïðîãðàììå P ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ k1, . . . , kN è
âû÷èñëÿåìîé åé ôóíêöèè f , ìîæíî çàïèñàòü óòâåðæäåíèå âèäà f(x) = y òàê:
ñóùåñòâóþò òàêîå ÷èñëî øàãîâ n è òàêèå ÷èñëà a1, b1, a2, b2, . . . , aN , bN , a, b,
÷òî

• β(a1, b1, 0), . . . , β(aN , bN , 0) åñòü ïðàâèëüíûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðå-
ìåííûõ (ïåðâîå ðàâíî x, îñòàëüíûå ðàâíû 0); β(a, b, 0) åñòü ïðàâèëüíîå
íà÷àëüíîå çíà÷åíèÿ ñ÷¼ò÷èêà êîìàíä, òî åñòü 1;
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• äëÿ êàæäîãî i îò 0 äî n− 1 èìååò ìåñòî

Step(β(a1, b1, i), . . . , β(aN , bN , i), β(a, b, i),

β(a1, b1, i+ 1), . . . , β(aN , bN , i+ 1), β(a, b, i+ 1)),

òî åñòü êàæäûé ïåðåõîä ñîîòâåòñòâóåò ïðîãðàììå;
• β(a2, b2, n) = y (çíà÷åíèå âûõîäíîé ïåðåìåííîé k2 â êîíöå âû÷èñëåíèÿ
ðàâíî y) è β(a, b, n) = 0 (çíà÷åíèå ñ÷¼ò÷èêà êîìàíä â êîíöå âû÷èñ-
ëåíèÿ ðàâíî 0, ÷òî ïî íàøåé äîãîâîð¼ííîñòè ñîîòâåòñòâóåò îñòàíîâêå
ìàøèíû).

Èòàê, àðèôìåòè÷íîñòü âû÷èñëèìûõ (íà ìàøèíàõ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðå-
ìåííûõ) ôóíêöèé äîêàçàíà. �

Âñïîìèíàÿ òåîðåìó 45, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî âñÿêàÿ âû÷èñëèìàÿ íà ìàøèíå
Òüþðèíãà ôóíêöèÿ àðèôìåòè÷íà. Ïðèíèìàÿ òåçèñ Òüþðèíãà, ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ãðàôèê ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì ìíîæå-
ñòâîì.

�19. Òåîðåìû Òàðñêîãî è Ã¼äåëÿ

Ïîñêîëüêó ãðàôèêè âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé àðèôìåòè÷íû, î÷åâèäíî, ðàçðå-
øèìûå è ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà òîæå áóäóò àðèôìåòè÷åñêèìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî T , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå èñ-
òèííûå àðèôìåòè÷åñêèå ôîðìóëû áåç ïàðàìåòðîâ (òî÷íåå, èõ íîìåðà â êàêîé-
òî âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè âñåõ ôîðìóë.)

Òåîðåìà 48. Ìíîæåñòâî T íå àðèôìåòè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî íîìåðîâ âñåõ èñòèííûõ
àðèôìåòè÷åñêèõ ôîðìóë (áåç ïàðàìåòðîâ) àðèôìåòè÷íî. Ïóñòü T � ýòî ìíî-
æåñòâî, à τ(x) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà. Ïåðåíóìåðóåì òàêæå âñå ôîðìó-
ëû ñ îäíèì ïàðàìåòðîì x; ïóñòü Fn(x) � ôîðìóëà, èìåþùàÿ íîìåð n â ýòîé
íóìåðàöèè. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì x, óòâåðæäàþ-
ùóþ, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè êîíñòàíòû x â x-óþ ôîðìóëó ñ ïàðàìåòðîì
ëîæåí. Ýòó ôîðìóëó ìîæíî íàïèñàòü òàê:

∃z(¬τ(z) ∧ Subst(z, x, x)),
ãäå Subst(p, q, r) � ôîðìóëà ñ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè, âûðàæàþùàÿ òàêîå ñâîé-
ñòâî: "p åñòü íîìåð (â íóìåðàöèè âñåõ ôîðìóë áåç ïàðàìåòðîâ) òîé ôîðìó-
ëû, êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ, åñëè â q-þ ôîðìóëó ñ îäíèì ïàðàìåòðîì ïîäñòàâèòü
êîíñòàíòó r âìåñòî ýòîãî ïàðàìåòðà". Çàïèñàííîå â êàâû÷êàõ ñâîéñòâî îïè-
ñûâàåò ãðàôèê íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè (ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòûì
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ñèíòàêñè÷åñêèì äåéñòâèÿì è ïåðåõîäó îò îäíîé íóìåðàöèè ê äðóãîé) è ïîòîìó
ñóùåñòâóåò âûðàæàþùàÿ åãî ôîðìóëà.

Èòàê, ìû íàïèñàëè íåêîòîðóþ ôîðìóëó ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì x.
Ïóñòü îíà èìååò íåêîòîðûé íîìåðN . Ïîäñòàâèì ýòîò íîìåðN âìåñòî å¼ ïàðà-
ìåòðà. Ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðàÿ ôîðìóëà áåç ïàðàìåòðîâ. Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî,
÷òî ýòà ôîðìóëà èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
÷èñëà N â ôîðìóëó íîìåð N (òî åñòü ñàìà ýòà ôîðìóëà!) ëîæåí.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàðñêîãî. Ìû âè-
äèì, ÷òî íàì ïîòðåáîâàëàñü âûðàçèìîñòü â àðèôìåòèêå íå ëþáûõ âû÷èñëè-
ìûõ ôóíêöèé, à îäíîé âïîëíå êîíêðåòíîé. Ïðè äîñòàòî÷íîì òåðïåíèè ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ôîðìóëó ìîæíî-òàêè íàïèñàòü, è òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî
ñòàíåò ñîâñåì "îñÿçàåìûì".

�
Ýòà òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Òàðñêîãî. Å¼ ìîæíî ïðî÷åñòü òàê: ìíî-

æåñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ èñòèí íå àðèôìåòè÷íî. Èëè: ïîíÿòèå àðèôìåòè÷å-
ñêîé èñòèíû íåâûðàçèìî â àðèôìåòèêå.

Çàäà÷à 92. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî N ìíîæåñòâî âñåõ èñòèííûõ
çàìêíóòûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå N êâàíòîðîâ,
àðèôìåòè÷íî.

Çàäà÷à 93. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèÿ äëÿ
ôîðìóë îãðàíè÷åííîé êâàíòîðíîé ãëóáèíû (÷èñëî âëîæåííûõ êâàíòîðîâ)
è äëÿ ôîðìóë ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïåðåìåí êâàíòîðîâ â ïðåäâàð¼ííîé
íîðìàëüíîé ôîðìå.

Òåîðåìà 49. Ìíîæåñòâî T àðèôìåòè÷åñêèõ èñòèí íåïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ëþáîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî àðèô-
ìåòè÷íî. �

Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå. Åãî ìîæíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: âñÿêîå èñ÷èñëåíèå, ïîðîæäàþùåå ôîðìóëû àðèô-
ìåòèêè ( �å àëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþùèé íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òàêèõ ôîðìóë)
ëèáî íåàäåêâàòíî (ïîðîæäàåò íåêîòîðóþ ëîæíóþ ôîðìóëó), ëèáî íåïîëíî
(íå ïîðîæäàåò íåêîòîðîé èñòèííîé ôîðìóëû).

Òåïåðü èçëîæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ã¼äåëÿ. Êàê ìû óæå ãîâîðèëè,
èñ÷èñëåíèå � ýòî ìåõàíèçì (àëãîðèòì), êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîðîæäàòü íåêî-
òîðûå ôîðìóëû ÿçûêà àðèôìåòèêè (äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðîæ-
äàþòñÿ òîëüêî ôîðìóëû áåç ïàðàìåòðîâ). Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò íåêîòî-
ðîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå îáû÷íî çàäàþò êàê ïðîåêöèþ ðàçðå-
øèìîãî ìíîæåñòâà. Èìåííî, ââîäÿò íåêîòîðîå ïîíÿòèå äîêàçàòåëüñòâà. Ïðè
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ýòîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè â íåêîòîðîì àëôàâèòå. Ìíîæåñòâî
äîêàçàòåëüñòâ ðàçðåøèìî, òî åñòü åñòü àëãîðèòì, îòëè÷àþùèé íàñòîÿùèå äî-
êàçàòåëüñòâà îò òåêñòîâ, êîòîðûé òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Êðîìå òîãî, åñòü
(òàêæå ðàçðåøèìîå) ñâîéñòâî äâóõ ñëîâ x è y, êîòîðîå ãëàñèò, ÷òî x åñòü
äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû y. Ïåðåíóìåðîâàâ âñå äîêàçàòåëüñòâà è ôîðìóëû è
âûðàçèâ óêàçàííûå ðàçðåøèìûå ñâîéñòâà â ÿçûêå àðèôìåòèêè, ìû ïðèõîäèì
ê ôîðìóëå Proof(x, y), êîòîðàÿ èñòèííà, êîãäà x åñòü íîìåð äîêàçàòåëüñòâà
ôîðìóëû ñ íîìåðîì y.

Òåïåðü íàïèøåì ôîðìóëó ñ îäíèì ïàðàìåòðîì x, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ÷èñëà x âìåñòî ïàðàìåòðà â x-óþ ôîðìóëó ñ îäíèì
ïàðàìåòðîì íå èìååò äîêàçàòåëüñòâà:

¬∃z∃p[Subst(z, x, x) ∧ Proof(p, z)]
Ýòà ôîðìóëà èìååò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð (x); ïóñòü å¼ íîìåð â íóìåðàöèè
òàêèõ ôîðìóë ðàâåí N . Ïîäñòàâèì N âìåñòî ïàðàìåòðà. Ïîëó÷èòñÿ ôîðìó-
ëà áåç ïàðàìåòðîâ φ. Ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëà φ èñòèííà, êîãäà ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè N â N -þ ôîðìóëó ñ îäíèì ïàðàìåòðîì íåäîêàçóåì. À ýòîò ðå-
çóëüòàò åñòü ñàìà ôîðìóëà φ, òàê ÷òî îíà èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íåäîêàçóåìà. Çíà÷èò, íàøå èñ÷èñëåíèå ëèáî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ëîæíóþ ôîð-
ìóëó φ (åñëè φ ëîæíà; â òàêîì ñëó÷àå åãî íàçûâàþò íåàäåêâàòíûì), ëèáî íå
ïîçâîëÿåò äîêàçàòü èñòèííóþ ôîðìóëó φ.

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåì Ãåäåëÿ è Òàðñêîãî íàïîìèíàþò êàê
ïîñòðîåíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè, òàê è êëàññè÷åñêèé ïàðàäîêñ ëæåöà:

óòâåðæäåíèå â ðàìêå ëîæíî
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