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Введение 

Студенты заочного отделения специальности 162107 «Техническая 

эксплуатация транспортного радиооборудования» изучают дисциплину 

«Высшая математика» на первом и втором курсах.  

 

Распределение часов по видам занятий и формы контроля 

Курс, 

семестр 

Часы на дисциплину Число 

контр. 

работ 

Форма 

контроля 
Общие Самостоят. 

работа 

Лекции Практ. 

занятия 

Курс 1 

Семестр 1 

180 162 10 8 1 зачет 

Курс 1 

Семестр 2 

180 156 10 14 3 экзамен 

Курс 2 288 254 16 18 3 экзамен 

Всего  648 572 36 40 7  

 

На втором курсе студенты должны изучить следующие темы: 

«Комплексные числа», «Дифференциальные уравнения», «Ряды», «Теория 

вероятностей», «Математическая статистика» и выполнить  по этим темам 

контрольные работы  №5 , №6 и №7.   

 

Программа курса «Высшая математика» по учебному плану 

специальности 162107 (курс 2) 

Тема «Комплексные числа» 

1. Алгебраическая форма комплексного числа. Действия над комплексными 

числами в алгебраической форме. Комплексное сопряжение. 

2. Тригонометрическая и показательная формы комплексного числа. 

Действия над комплексными числами в тригонометрической и 

показательной формах. Формула возведения в степень и извлечения корня. 

3. Комплексная плоскость. 

 

Тема «Дифференциальные уравнения» 

4. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Понятия порядка уравнения, 

общего и частного решения.  

5. Уравнения первого порядка. Задача Коши.  

6. Уравнения с разделяющимися переменными.  

7. Однородные уравнения.  

8. Линейные  уравнения. 

9. Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие  

понижение порядка. 
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10.  Линейные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами и специальной правой частью. 

 

Тема «Ряды» 

11.  Числовые ряды. Необходимое условие сходимости. 

12.  Достаточные признаки сходимости рядов с положительными членами 

(Даламбера, Коши, интегральный признак). Признаки сравнения.  

13.  Знакопеременные ряды. Признак Лейбница. Абсолютная и условная 

сходимость рядов. 

14.  Степенные ряды. Интервал сходимости. Ряд Тейлора. Разложение в ряд 

Тейлора элементарных функций. Приложения степенных рядов. 

15.  Гармонический анализ. Ряд Фурье. Условия разложимости в ряд Фурье. 

Ряды Фурье для четных и нечетных функций. Ряд Фурье для функции с 

произвольным периодом. Ряды Фурье по синусам и по косинусам. 

 

Тема «Теория вероятностей» 

16.  Основные понятия. Случайные события. Классическое определение 

вероятности.  

17.  Теоремы сложения и умножения вероятностей.  

18.  Формула полной вероятности. Формула Байеса. 

19.  Формула Бернулли. 

20.  Дискретные случайные величины. Закон и функция распределения 

дискретной случайной величины. Числовые характеристики дискретных 

случайных величин. 

21.  Биномиальный закон распределения. 

22.  Непрерывные случайные величины. Функция и плотность распределения 

непрерывной случайной величины. Числовые характеристики непрерывных 

случайных величин.  

23.  Равномерное, показательное и нормальное распределения. 

 

Тема «Математическая статистика» 

24.  Задачи математической статистики. Генеральная совокупность и выборка. 

Вариационный ряд. Эмпирическая функция распределения. Гистограмма.  

25.  Оценка параметров распределения генеральной совокупности (метод 

моментов). Доверительные интервалы.  

26.  Статистическая проверка гипотез. Проверка гипотезы о законе 

распределения по критерию Пирсона.  
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Указания к выполнению контрольных работ 

При выполнении контрольных работ необходимо строго придерживаться   

указанных ниже правил. Работы, выполненные без соблюдения этих правил, не  

зачитываются и возвращаются студенту для переработки. 

1. Каждая контрольная работа должна быть выполнена в отдельной тетради 

в клетку чернилами любого цвета, кроме красного. Необходимо оставлять поля  

для замечаний рецензента. 

2. В заголовке работы на обложке тетради должны быть четко написаны 

фамилия имя и отчество студента,  учебный номер (шифр), название 

дисциплины, курс обучения, номер контрольной работы и номер варианта.  

3. В работу должны быть включены все задачи, указанные в задании, строго 

по положенному варианту. Контрольные работы, содержащие не все задачи, а 

также задачи не своего варианта, не  зачитываются.  

4. Решения задач надо располагать в порядке возрастания их номеров. 

5. Перед решением каждой задачи надо полностью выписать её условие. В 

том случае, если несколько задач, из которых студент выбирает задачи своего 

варианта, имеют общую формулировку, следует, переписывая условие задачи, 

заменить общие данные конкретными, взятыми из соответствующего номера. 

6. Решения задач следует излагать подробно и аккуратно, объясняя и 

мотивируя все действия по ходу решения и делая необходимые чертежи. 

7. После получения прорецензированной работы, как незачтённой так и 

зачтённой, студент должен исправить все отмеченные рецензентом ошибки и 

недочёты и выполнить все рекомендации рецензента. Если рецензент 

предлагает внести в решения задач те или иные исправления или дополнения и 

прислать их для повторной проверки, то это следует сделать в короткий срок. 

При высылаемых исправлениях должна обязательно находиться 

прорецензированная работа и рецензия на неё. Поэтому рекомендуется при 

выполнении контрольной работы оставлять в конце тетради несколько чистых 

листов для всех дополнений и исправлений в соответствии с указаниями 

рецензента. Вносить исправления в сам текст работы после её рецензирования 

запрещается. 

8. Прорецензированные контрольные работы вместе со всеми 

исправлениями и дополнениями следует сохранять. Без предъявления 

прорецензированных контрольных работ студент не допускается к 

собеседованию по контрольной работе, к сдаче зачёта или экзамена. 

9. Номера задач, которые студент должен включить в свою контрольную 

работу, определяются по номеру варианта и приведены в таблице. Номер 

варианта совпадает с последней цифрой учебного номера (шифра) студента, 

при этом цифра 0 соответствует варианту 10. 
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Номера заданий для выполнения контрольных работ  

Вариант Контрольная  

работа №5 

Контрольная 

работа №6 

Контрольная  

работа №7 

1 1.1, 2.1, 3.1, 4.1, 5.1, 

6.1, 7.1, 8.1 

9.1, 10.1, 11.1, 12.1, 

13.1   

14.1, 15.1, 16.1, 17.1, 

18.1, 19.1, 20.1 

2 1.2, 2.2, 3.2, 4.2, 5.2, 

6.2, 7.2, 8.2 

9.2, 10.2, 11.2, 12.2, 

13.2   

14.2, 15.2, 16.2, 17.2, 

18.2, 19.2, 20.2 

3 1.3, 2.3, 3.3, 4.3, 5.3, 

6.3, 7.3, 8.3 

9.3, 10.3, 11.3, 12.3, 

13.3   

14.3, 15.3, 16.3, 17.3, 

18.3, 19.3, 20.3 

4 1.4, 2.4, 3.4, 4.4,5.4, 

6.4, 7.4, 8.4 

9.4, 10.4, 11.4, 12.4, 

13.4   

14.4, 15.4, 16.4, 17.4, 

18.4, 19.4, 20.4 

5 1.5, 2.5, 3.5, 4.5, 5.5, 

6.5, 7.5, 8,5 

9.5, 10.5, 11.5, 12.5, 

13.5   

14.5, 15.5, 16.5, 17.5, 

18.5, 19.5, 20.5 

6 1.6, 2.6, 3.6, 4.6, 5.6, 

6.6, 7.6, 8.6 

9.6, 10.6, 11.6, 12.6, 

13.6   

14.6, 15.6, 16.6, 17.6, 

18.6, 19.6, 20.6 

7 1.7, 2.7, 3.7, 4.7, 5.7, 

6.7, 7.7, 8.7 

9.7, 10.7, 11.7, 12.7, 

13.7   

14.7, 15.7, 16.7, 17.7, 

18.7. 19.7, 20.7 

8 1.8, 2.8, 3.8, 4.8, 5.8, 

6.8, 7.8, 8.8 

9.8, 10.8, 11.8, 12.8. 

13.8   

14.8, 15.8, 16.8, 17.8, 

18.8, 19.8, 20.8 

9 1.9, 2.9, 3.9, 4.9, 5.9, 

6.9, 7.9, 8.9 

9.9, 10.9, 11.9, 12.9, 

13.9  

14.9, 15.9, 16.9, 17.9, 

18.9, 19.9, 20.9 

10 1.10,  2.10,  3.10, 4.10, 

5.10, 6.10, 7.10, 8.10 

9.10, 10.10, 11.10, 

12.10, 13.10 

14.10, 15.10, 16.10, 

17.10, 18.10, 19.10, 20.10 

 

 

ЗАДАЧИ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ № 5  
по темам «Комплексные числа» и «Дифференциальные уравнения» 

Задача № 1.  Даны числа 
1z  и 

2.z  а) Вычислить 
1 2z z  1 2z z   1 2z z   

 

1

2

z

z
   

б) Указать действительные и мнимые части чисел  
1 2z z  1

2

z

z
   

в) Изобразить на комплексной плоскости  числа 
1 2 1 2 1 2z z z z z z         

1.1.
1 22 3 3 5 .z i z i      1.6.     

1 26 3 4 .z i z i      

1.2.     
1 25 2 8 3 .z i z i      1.7.

1 24 7 1 2 .z i z i      

1.3.
1 24 5 5 6 .z i z i                           1.8.     

1 26 9 7 4 .z i z i        

1.4.     
1 22 7 3 4 .z i z i       1.9.      

1 22 3 4 .z i z i      

1.5.     
1 23 4 7 5 .z i z i           1.10.    

1 25 2 7 .z i z i         
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Задача № 2. Дано число z . a) Представить z  в тригонометрической и 

показательной формах.  б)  Вычислить  6.z  в)  Вычислить  3 .z   

2.1. 3 .z i   2.6. 8 .z i   

2.2.
1 1

.
2 2

z i   2.7. 
1 3

.
2

i
z


  

2.3. 1 .z i   2.8. 2 2 3 .z i    

2.4. 1 3.z i   2.9. 3 .z i   

2.5. 1 .z i    2.10. 3 .z i    

Задача № 3. Найти общее решение или общий интеграл  уравнения.  

  3.1.                     . 

  3.2                     . 

3.3.                    . 

3.4.                . 

3.5.                        

3.6.                       . 

3.7.                          . 

3.8.                            . 

3.9.                    

3.10                      . 

 

Задача  № 4. Найти общее решение или общий интеграл дифференциального 

уравнения.  

4.1          
  

  
 

  

 
  . 

4.2          
         

       
. 

4.3 .                       

4.4 .        
  

  
   

 

 
   . 

4.5 .                       

4.6 .         
     

 
. 

4.7                       . 

4.8 .                     

4.9 .                           

4.10.       
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Задача  № 5. Решить задачу Коши.  

5.1          
 

 
                    

5.2                                       . 

5.3          
 

 
 

  

  
            

5.4.                   
 
              

5.5.                   
 
                

5.6          
  

   
               

 

 
 .  

5.7          
 

  
              

5.8         
 

 
                 

5.9         
 

 
               

 

 
  

 

 
  

5.10                       . 

 

Задача № 6. Найти общее решение уравнения. 

6.1                       

6.2.                      

6.3                          

6.4                
 

  
 . 

6.5.                   . 

6.6                          . 

6.7.                    . 

6.8                     

6.9                    . 

6.10                  

 

Задача № 7. Найти общее решение уравнения. 

7.1.               . 

7.2.                    . 

7.3.               

7.4.                     . 

7.5.                        

7.6.                       . 

7.7.                   . 

7.8.                     . 

7.9.                   . 
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7.10.                   . 

 

Задача № 8. Решить задачу Коши . 

8.1.                                          
8.2.                                    . 

8.3.                                       . 

8.4.                                           . 

8.5                                         . 

8.6.                                              . 

8.7                                             

8.8.                                               

8.9.                                     . 

8.10.                                         . 

  

 

 

ОБРАЗЕЦ РЕШЕНИЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №5 

Тема  «Комплексные числа» 

Комплексным числом (в алгебраической форме) называется выражение 

вида  z x iy  
 
где x  и y  – действительные числа, i  – так называемая мнимая 

единица, определяемая равенством  

 
21, 1i i        

x  называется действительной частью, y  мнимой частью числа z . Их 

обозначают так: x Re z y Im z     

Если 0x  , то число 0 iy iy   называется чисто мнимым; если 0y  , то 

получается действительное число 0x i x     

Комплексное число z x iy   называется сопряженным комплексному 

числу  .z x iy   Отметим, что z z    

Сложение, вычитание, умножение и деление над комплексными числами, 

записанными в алгебраической форме, определяются следующим образом.  

Пусть даны два комплексных числа 
1 1 1 2 2 2z x iy z x iy       Тогда 

 
1 2 1 2 1 2( ) ( ),z z x x i y y      

 
1 2 1 2 1 2( ) ( ),z z x x i y y      

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( ),z z x x y y i x y x y    
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1 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

z x x y y x y x y
i

z x y x y

 
  

 
 

Две последние формулы запоминать нет необходимости, так как 

умножение комплексных чисел производится по правилу умножения двучленов 

с учетом равенства 
2 1i   ; а деление – путем домножения числителя и 

знаменателя на 2z  и дальнейших преобразований.  

Комплексное число z x iy   изображается на плоскости XOY  точкой 

M  с координатами ( )x y  либо вектором, начало которого находится в точке   

О (0 0) , а конец в точке ( )M x y . Плоскость, точки которой изображают 

комплексные числа, называется комплексной плоскостью. Геометрически 

сложение и вычитание чисел 1z  и 2z  производится по правилу сложения и 

вычитания векторов.   
 

Типовая задача № 1. Даны числа 
1z = 2 3i   и 

2z   4 5 .i  а) Вычислить

1 2z z    1 2z z  1 2z z 
 

1

2

z

z


 

б) Указать действительные и мнимые части чисел  

1 2z z  1

2

z

z
   в) Изобразить на комплексной плоскости  числа  

1 2 1 2 1 2z z z z z z       

Решение. а) Выполним действия:  

1 2

1 2

z z

z z

 

 

( 2 4) (3 5) 2 8

( 2 4) (3 5) 6 2

i i

i i

      

       

 
 

1 2

1

2

( 2 3 )(4 5 ) 8 12 10 15 23 2

2 3 ( 2 3 )(4 5 ) 7 22 7 22

4 5 (4 5 )(4 5 ) 41 41 41

z z i i i i i

z i i i i
i

z i i i

             

     
     

  

 

б) Укажем действительные и мнимые части:  

1 1
1 2 1 2

2 2

7 22
( ) 6 ( ) 2

41 41

z z
Re z z Re Im z z Im

z z
             

в) Сделаем чертеж. 

 

 

 

 

  
  

 

 
х 

у 

1 2 4 -6 

8i 

5i z2 

z1 

z1+z2 

 z1-z2 

=+-= 

-2i 
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Модулем комплексного числа z x iy   называется действительное 

число, вычисляемое по формуле  

 
2 2z x y  . 

Модуль является неотрицательным числом, то есть 0z    Геометрически z  – 

это длина вектора OM на комплексной плоскости. Равенство 0z   

выполняется тогда и только тогда, когда 0x   и 0y   одновременно. 

Угол   между положительным направлением оси OX  и вектором z  

называется аргументом z  и обозначается rgA z . Он определен не однозначно, 

а с точностью до слагаемого, кратного 2 . Единственное значение аргумента, 

удовлетворяющее условию ,     называется главным значением 

аргумента и обозначается arg z . Имеет место равенство  

 rg arg 2A z z k k Z      

Для 0z   понятие аргумента не определено.  

Главное значение аргумента определяется формулой:  

 

если 0

если 0 0

arg если 0 0

если 0 0
2

если 0 0
2

y
arctg x

x

y
arctg x y

x

y
z arctg x y

x

x y

x y



 






  


      



       



    

      


 

Пользуясь этими понятиями, комплексное число можно записать в 

тригонометрической форме:  (cos sin )z z i       

 Пусть даны два комплексных числа, записанные в тригонометрической 

форме 
1 1 1 1(cos sin )z r i  

  
и 

2 2 2 2(cos sin )z r i   
 
Тогда

 

1 2 1 2 1 2 1 2(cos( ) sin( )),z z z r r i         

1 1
1 2 1 2

2 2

(cos( ) sin( ))
z r

z i
z r

          

то есть при умножении двух чисел их модули перемножаются, а аргументы 

складываются; а  при делении двух чисел их модули делятся, а аргументы 

вычитаются. 

Из правила умножения следует формула возведения в степень  

 (cos( ) sin( ))n nz z n i n      
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Эта формула называется формулой Муавра. 

 Операция извлечения корня степени n  из комплексного числа 

определяется как обратная к операции возведения в степень, а именно, 

комплексное число z  называется корнем степени  n  из числа w  и обозначается 
n w z , если 

nz w . Корень n  степени из числа ( 0)w w   имеет n  различных 

значений, которые находятся по формуле  

 
arg 2 arg 2

cos sin 0 1 2 1,n n
w k w k

z w w i k … n
n n

      
                

    
 

где через n w 
 
обозначено арифметическое значение корня. 

Определим 
ie 

,  где 1 ,i R     следующей формулой  

 cos sin .ie i     

Эта формула называется формулой Эйлера.  

Тогда любое комплексное число z  можно представить в так называемой 

показательной форме  

 
iz r e     

где r – модуль комплексного числа z , а   – аргумент комплексного числа z . 

При умножении и делении показательных функций действуют известные 

еще со школы правила. Поэтому для комплексных чисел 1

1 1

i
z r e


   и 

2

2 2

i
z r e


   умножение и деление выполняются следующим образом:  

 1 2 1 2( ) ( )1 1
1 2 1 2

2 2

i iz r
z z r r e e

z r

    
           (в последнем случае 

2 0z  ). 

 

Типовая задача № 2. Дано число z = 8 8 3.i   а) Представить z в 

тригонометрической и показательной формах. б) Вычислить 3.z  в) Вычислить 

все корни 4 .z  

Решение. а) Вычислим  модуль и аргумент числа .z    
2 2 2 2( 8) ( 8 3) 16z x y        

 

Так как 8 0 8 3 0x y         то угол 
2

3
3

y
arctg arctg

x
           

 Следовательно,  в тригонометрической форме 

2 2
(cos sin ) 16(cos( ) sin( )),

3 3
z z i i         

 

в показательной форме  
2
316 .

i
z e
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б) Воспользуемся представлением числа z  в тригонометрической форме и 

вычислим  по формуле Муавра 

 

3 3 3

3

2 2
(cos3 sin3 ) 16 (cos ( ) 3 sin ( ) 3

3 3

16 (cos ( 2 ) sin( 2 )) 4096.

z z i i

i

   

 

   
             

   

    
 

б) Теперь вычислим 

 

4
4

2 2
8 8 3 16 cos 2 sin 2

3 3

2 2
2 2

3 32 cos sin ( 0 1 2 3)
4 4

i k i k

k k

i k

   

   

    
            

    

    
       

          
     

    

 

Положим последовательно 0 1 2 3k     . Получим четыре корня:  

 

1

2

3

4

2 cos sin 3
6 6

2 cos sin 1 3
3 3

5 5
2 cos sin 3

6 6

4 4
2 cos sin 1 3

3 3

z i i

z i i

z i i

z i i

 

 

 

 

    
          

    

    
        

    

    
         

    

    
         

      

Ответ: а) в тригонометрической форме 
2 2

16(cos( ) sin( )),
3 3

z i      

 в  показательной форме 
2
316 ;

i
z e


    б) 

3 4096;z    
в) указанные выше 

1,z  
2 ,z 3 ,z 4.z   

  

Тема «Дифференциальные уравнения» 

 Дифференциальные уравнения первого порядка 

Уравнение, в котором содержится независимая переменная, искомая 

функция и её производные или дифференциалы, называется обыкновенным 

дифференциальным уравнением. 

Порядком дифференциального уравнения называется порядок наивысшей 

производной, входящей в это уравнение. 
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Дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид: 

0),,( yyxF    (уравнение в неявной форме), или ),( yxfy   (уравнение 

разрешённое относительно производной), или 0),(),(  dyyxQdxyxP      

(дифференциальная форма). 

Решением дифференциального уравнения называется функция, при 

подстановке которой в уравнение получается тождество. 

Решение дифференциального уравнения называется общим решением, 

если оно содержит столько независимых произвольных постоянных, каков 

порядок уравнения. 

Общее решение дифференциального уравнения первого порядка имеет 

вид ),( Cxy  , оно зависит от одной произвольной постоянной С и является 

решением уравнения при любом допустимом С.  

Частным решением дифференциального уравнения первого порядка 

называется решение, получаемое из общего решения при каком-либо 

определённом значении произвольной постоянной С. 

Соотношение вида Φ (x, y, C)=0, неявно определяющее общее решение, 

называется общим интегралом дифференциального уравнения первого порядка. 

Соотношение, получаемое из общего интеграла при конкретном значении 

постоянной С, называется частным интегралом дифференциального 

уравнения.  

Задача Коши для дифференциального уравнения первого порядка ставится 

следующим образом: найти частное решение уравнения, удовлетворяющее 

начальному условию 0 0( )y x y , где  00 , yx – заданные значения независимой 

переменной  x  и искомой функции  y. 

График частного решения дифференциального уравнения называется 

интегральной кривой. Графиком общего решения является семейство 

интегральных кривых. 

 

Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными могут 

быть записаны в виде: 

)()( ygxfy    или  0)()()()(  dyyQxPdxyNxM . 

Для решения уравнения такого вида надо обе его части умножить или 

разделить на такое выражение, чтобы в одну часть уравнения входила только 

переменная x, а в другую только y, и затем проинтегрировать обе части. При 

делении обеих частей уравнения на выражение, содержащее  x и y,  могут  быть 

потеряны решения, обращающие это выражение в нуль. Поэтому случай 

равенства нулю делителя нужно рассмотреть отдельно. 

 

Типовая  задача № 3. Найти общее решение или общий интеграл уравнения  

cos2 4 ln .y x y y    
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Решение. Это уравнение является уравнением первого порядка с 

разделяющимися переменными. Разделив обе части уравнения на 

cos2 4 ln 0x y y    и умножив на  dx , получаем уравнение 
x

dx

yy

dy

2cos

4

ln
 .  

Интегрируем обе части уравнения:  
x

dx

y

yd

2cos
4

ln

ln
;  

C
x

x

x

xd

x

xd

x

xdx
y ln

12sin

12sin
ln

12sin

2sin
2

2sin1

2sin
2

2cos

2cos
4lnln

222











   .       

 По свойствам логарифмов находим: 
12sin

12sin
ln






x

x
Cy ; 

12sin

12sin
ln 1






x

x
Cy . 

Таким образом, 12sin

12sin
1





 x

x
C

ey  – общее решение, где произвольная 

постоянная С1 ≠ 0.  

Отдельно рассмотрим случай cos2 4 ln 0.x y y     Непосредственной 

подстановкой в исходное уравнение получаем, что  ,
2

n
x




 где n – натуральное 

число, и 0y    не являются решениями, а 1y  – решение, которое входит в 

общее решение при  С1 = 0.  Окончательно получаем 

Ответ: 
12sin

12sin
1





 x

x
C

ey , где С1  - произвольная постоянная. 

 

Однородные дифференциальные уравнения первого порядка  имеют вид 

 
y

y f
x

 
   

 
 или ( , ) ( , ) 0,M x y dx N x y dy     где ( , )M x y и ( , )N x y –  

однородные функции одинаковой степени. Метод решения– замена переменной 

x

y
u  , тогда y xu , uxuy  . После преобразований получаются уравнения 

с разделяющимися переменными, которые решаем описанным выше способом.  

 

Типовая задача  № 4. Решить  уравнение 02)( 22  xydydxyx . 

Решение. Это уравнение является однородным второй степени. Разделив обе 

части этого уравнения на 2x dx , получим 021
2

2









 y

x

y

x

y
. Обозначим: 

x

y
u  . 

Тогда  xuy  , uxuy  ,  и уравнение примет вид     021 2  uxuuu , 

откуда 212 uuxu  ;  
x

dx

u

udu


 21

2
; 

x

dx

u

ud







2

2

1

)1(
. Интегрируя, находим:  
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1

2 lnln1ln Cxu  ;   
1

2 1
ln1ln

C
xu  ;  

1

2 1
1

C
xu  ;   Cxu  21 . 

Возвращаясь к исходной функции, получим общий интеграл исходного 

уравнения: Cx
x

y











2

2

1 ;  Cx
x

yx








 
2

22

; Cxyx  22 . 

Ответ: Cxyx  22 . 

 

Линейные дифференциальные уравнения первого порядка с переменными 

коэффициентами  имеют вид 

( ) ( ).y a x y f x     

 Метод Бернулли решения такого уравнения заключается в следующем: 

ищем общее решение уравнения в виде произведения )()( xvxuy  . Подставив 

y  и y  в исходное уравнение, получим ( ) ( )u v u v uv a x f x        или 

( ( )) ( )u v u v v a x f x       . Потребуем, чтобы функции u , v  удовлетворяли 

условиям: 
( ) 0;

( ).

v v a x

u v f x

   


  
 

Из первого уравнения  системы находим ( ),v x подставляем его во второе 

уравнение. Далее  находим ( )u x  и окончательно ( ) ( ).y u x v x   

Типовая задача № 5.  Решить  задачу Коши: xxyy 2sincos  , (0) 3.y   

Решение.   1). Находим общее решение  данного линейного уравнения методом 

Бернулли, то есть решение уравнения ищем в виде произведения )()( xvxuy  . 

Подставив y  и y  в исходное уравнение, получим xxuvvuvu 2sincos   

или xxvvuvu 2sin)cos(  . Потребуем, чтобы функции u , v  

удовлетворяли условиям: 
cos 0;

sin2 .

v v x

u v x

   


  
 Оба уравнения этой системы 

являются уравнениями  с разделяющимися переменными. 

Из этой системы последовательно находим:  
xev sin ,  sin sin

12sin 2x xu x e e C    . 

Общее решение исходного уравнения запишется в виде: 

 sin sin sin sin

1 12sin 2 2sin 2x x x xy u v x e e C e x C e          . 

2). Находим частное решение исходного уравнения, удовлетворяющее 

начальному условию (0) 3y  . Подставив 0x 
 
 и 

   
3y    в  общее решение 

, найдем константу 
1 5C  . Таким образом, получаем 

частное решение sin2sin 2 5 .xy x e    

Ответ: 
sin2sin 2 5 .xy x e     

xeCxy sin

12sin2 
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Дифференциальные уравнения  второго порядка 

Дифференциальное уравнение второго порядка имеет вид: 

0),,,(  yyyxF  – уравнение в неявном виде, или ),,( yyxfy   –  уравнение 

разрешённое относительно старшей производной.  

Общее решение этого уравнения ),,( 21 CCxy    и  общий интеграл    

0),,,( 21  CCyx   зависят от двух произвольных постоянных 
1C  и  2C . 

 

Уравнения второго порядка, не содержащие явно ( )y x  

Некоторые классы уравнений второго порядка с переменными 

коэффициентами путем подходящей замены переменной сводятся к уравнениям 

первого порядка. В частности, уравнение вида ( , )y f x y  , не содержащее 

явно искомую функцию ( ),y y x  сводится к уравнению первого порядка 

заменой           

Типовая задача  № 6.  Решить уравнение:                
Решение. Это уравнение второго порядка, не содержащее  явно функцию у. 

Сделаем замену переменной           огда         и уравнение примет вид   

      – это уравнение первого порядка с разделяющимися переменными.  

Решаем его.     
    

  
        

  

  
        

 

 
    ;     

  

    
  

Возвращаясь к  исходной переменной  , получаем       
 

    
. 

Еще раз интегрируем и получаем общее решение  исходного уравнения  
              . . 

Ответ:                . 

 

 Задача Коши для уравнения второго порядка: найти частное решение 

(частный интеграл) уравнения, удовлетворяющее начальным условиям  

0 0 0 1( ) , ( )y x a y x a  . 

Подставляя начальные условия в общее решение, получим систему уравнений 

для определения значений произвольных постоянных 
1C и 

2.C  Затем найденные 

значения произвольных постоянных подставим в общее решение и получим 

искомое частное решение. 

 

Линейные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами 

Уравнение  вида ( )y p y q y f x      , где  p  и  q – действительные 

числа, называется линейным неоднородным дифференциальным уравнением 

второго порядка с постоянными коэффициентами.  

Если ( ) 0,f x   то уравнение называется однородным. 
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Однородные уравнения 

Общее решение однородного  уравнения 0 yqypy  имеет вид  

. .( )o oy x 1 1 2 2( ) ( )C y x C y x    , 

где )()( 21 хyихy  – линейно независимые частные решения этого уравнения, 

а 
1 2,Ñ Ñ – произвольные постоянные. Для отыскания общего решения 

однородного уравнения составляется квадратное уравнение  

                                         02  qkpk ,     

которое называется характеристическим уравнением. В зависимости от вида 

корней характеристического уравнения общее решение 
. .( )o oy x

дифференциального уравнения будет иметь разный вид. Возможны три случая: 

1. Если дискриминант квадратного уравнения 0,D  то корни 

характеристического уравнения  21, kk  действительные и различные; тогда  

функции 1

1( )
k x

y x e


  и 2

2 ( ) .
k x

y x e


   Общее решение уравнения имеет вид 

                                   
xkxk

oo eCeCy


 21
21.. . 

2. Если 0,D   то корни kkk  21  действительные и равные; тогда   

1 2( ) , ( )k x k xy õ e y õ x e    . Общее решение уравнения имеет вид 

                                 xkxk
oo exCeCy   21.. . 

3. Если 0,D  то корни характеристического уравнения комплексно-  

сопряжённые числа  
1 2,k i k i         ;  тогда частными решениями 

уравнения будут  функции 
1 2( ) cos( ), ( ) sin( ).x xy x e x y x e x          

Общее решение уравнения  имеет вид  

                     )(sin)(cos 21.. xeCxeCy xx
oo     . 

 

Неоднородные уравнения 

Общее решение ..ноy  неоднородного уравнения есть сумма общего 

решения ..ооy  соответствующего однородного уравнения и какого-либо 

частного решения ..нчy  данного неоднородного уравнения, то есть  

...... нчооно yyy   

Способ нахождения функции ..ooy  уже описан. Теперь задача сводится к 

отысканию частного решения   ..нчy  неоднородного уравнения. В общем случае 

интегрирование неоднородного уравнения можно осуществить методом 

вариации произвольных постоянных. Если же правая часть уравнения ( )f x  

имеет специальный вид, то ..нчy находят методом неопределённых 

коэффициентов. Укажем вид частного решения  ..нчy  для некоторых 

специальных случаев правой части ( ).f x   

1. Пусть  )()( xPxf n , где  )(xPn  – некоторый многочлен степени n, тогда  
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а) если корни характеристического уравнения  
1 20, 0k k  , то частное 

решение ищется в виде 

)(.. xQy nнч  ; 

здесь  )(xQn  – многочлен с неопределёнными коэффициентами той же степени, 

что и многочлен )(xPn ;  

б) если один из корней характеристического уравнения равен нулю, например, 

1 20, 0k k  , то  

)(.. xQxy nнч  ; 

в) если оба корня характеристического уравнения равны нулю  021  kk , то   

)(2
.. xQxy nнч  . 

Для нахождения коэффициентов многочлена )(xQn частное решение 

подставляют в неоднородное дифференциальное уравнение и приравнивают 

коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и правой частях уравнения. 

 

2. Пусть правая часть уравнения (1) имеет вид   xa
n exPxf  )()( . Тогда 

а) если а не является корнем характеристического уравнения, то есть 

1 2,k а k a  , то частное решение ищется в виде  
xa

nнч exQy  )(.. ; 

б) если один из корней характеристического уравнения равен а, например, 

1 2,k a k a  , то  

. . ( ) ;a x

ч н ny x Q x e     

в) если оба корня характеристического уравнения равны а, то есть 
1 2k k a  , 

то 
xa

nнч exQxy  )(2
.. . 

 

3. Пусть правая часть уравнения имеет вид bxxTbxxPxf mn sin)(cos)()(  , 

где   ( ), ( )n mP x T x  – многочлены степени n и m. Тогда 

а) если корни характеристического уравнения не равны bi , то частное 

решение ищется в виде 

bxxRbxxQy ssнч sin)(cos)(..  , 

где  )(),( xRxQ ss  – многочлены s степени с неопределёнными 

коэффициентами (s наибольшая из степеней n и m); 

б) если корни характеристического уравнения   bik 2,1 , то частное решение 

имеет вид 

)sin)(cos)((.. bxxRbxxQxy ssнч  . 

 

 Приведем решение трех задач такого типа. 
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Типовая задача № 7А.  Найти общее решение дифференциального уравнения 
xeyyy 217186  . 

Решение. Решим соответствующее однородное уравнение 6 18 0.y y y     Его 

характеристическое уравнение  2 6 18 0k k    имеет комплексные корни         

1k 3 3i    и 
2k 3 3i   . Значит, общее решение однородного уравнения имеет 

вид 
. .o oy 

3

1 2( cos3 sin3 )xe C x C x  . Частное решение неоднородного уравнения 

ищем в виде 
. .ч нy

2xAe . Тогда 
. .ч нy

22 xAe , 
. .ч нy

24 xAe . Подстановка в 

уравнение приводит к равенству   2 24 12 18 17x xA A A e e    , откуда 0,5.A   

Таким образом, общее решение заданного уравнения имеет вид 
3 2

1 2( cos3 sin3 ) 0,5x xy e C x C x e   . 

Ответ: 3 2

1 2( cos3 sin3 ) 0,5x xy e C x C x e   . 

 

Типовая задача № 7Б. Найти общее решение дифференциального уравнения 
xeyyy 3265  . 

Решение.  Характеристическое уравнение 2 5 6 0k k     имеет корни  
1 3k    и 

2k 2 . Значит, общее решение однородного уравнения записывается в виде  

. .o oy  3 2

1 2

x xC e C e . Заметим, что первый из корней характеристического 

уравнения совпадает с коэффициентом показателя степени функции в правой 

части. Поэтому частное решение неоднородного уравнения ищем в виде        

. .ч нy
3xAxe . Тогда 

. .ч нy
3 (1 3 )xAe x  , 

. .ч нy  3 (6 9 )xAe x  . Подстановка в 

уравнение приводит к равенству   3 36 9 5 15 6 2x xA Ax A Ax Ax e e      , откуда 

2A . Таким образом, общее решение заданного уравнения имеет вид: 
xxx xeeCeCy 32

2
3

1 2 . 

Ответ: xxx xeeCeCy 32
2

3
1 2 . 

 

Типовая задача  № 7В. Найти общее решение дифференциального уравнения 

xxxyy sin8cos2  . 

Решение. Характеристическое уравнение  2 1 0k    имеет корни 
1k i  и 

2k .i    

Значит, общее решение однородного уравнения имеет вид   

. .o oy  1 2cos sinC x C x  . Частное решение неоднородного уравнения ищем в 

виде 
. .ч нy  ( )cos ( )sinx ax b x cx d x    . Вычислим производные первого и 

второго порядка этой функции: 

. .ч нy    2 2(2 ) cos (2 ) sincx a d x b x ax c b x d x          , 

. .ч нy    2 2(4 ) 2 2 cos (4 ) 2 2 sinax c b x a d x cx a d x c b x            .  
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Подставив их в исходное уравнение, получим соотношение 

    4 2 2 cos 4 2 2 sin 2cos 8 sin .cx a d x ax c b x x x x       
 

Это равенство должно выполняться для всех x, что с учетом линейной 

независимости функций xcos  и xsin  возможно лишь при выполнении условий: 









xbcax

dacx

8224

2224
,     









022

84

bc

a

     

 и     








222

04

da

c
,  

откуда 2a , 0b , 0c , 1d .  

Таким образом, частное решение исходного уравнения имеет вид:   
. .ч нy   

22 cos sinx x x , 

а общее решение исходного уравнения имеет вид: 

xxxxCxCy sincos2sincos 2

21  . 

Ответ: xxxxCxCy sincos2sincos 2
21  . 

 

Типовая задача № 8.  Решить задачу Коши:  

10 21 50siny y y x    , 2)0( y ,  13)0( y . 

Решение. Характеристическое уравнение 2 10 21 0k k    имеет корни   
1 3k   и 

2 7.k   Значит, общее решение однородного уравнения 02110  yyy  

записывается в виде  
. .o oy 3 7

1 2

x xC e C e  . Частное решение неоднородного 

уравнения ищем в виде 
. .ч нy cos sinA x B x  , где A и B – неопределенные 

коэффициенты. Для их определения вычислим 
. .ч нy sin cos ,A x B x     

. .ч нy cos sinA x B x    и подставим в исходное уравнение.  

Тогда получим 

    xxBxAxBxAxBxA sin50sincos21cossin10sincos  , 

    0sin501020cos1020  xABxBA . 

Это равенство должно выполняться для всех x, что с учетом линейной 

независимости функций xcos  и xsin  возможно лишь при выполнении условий: 









0501020

01020

AB

BA
. Значит, 1, 2A B  . Таким образом, общее решение 

исходного уравнения имеет вид: xxeCeCy xx sin2cos7

2

3

1  . 

Для решения задачи Коши найдем производную 

xxeCeCy xx cos2sin73 7
2

3
1  . Подставив  начальные условия для y  и y , 

получим систему 








27313

12

21

21

CC

CC
, откуда 2,1 21  CC . 

Ответ: xxeey xx sin2cos2 73  . 
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ЗАДАЧИ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ № 6  по теме «Ряды» 

 

Задача № 9. Исследовать сходимость знакоположительных рядов: 

9.1. а) 





1

2 1

2

n
n

n
    б) 



1
2

n

n

n
   

           в) 

n

n

n n

n
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1

1

   г) 
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3ln

1

n
nn

 

9.2.      а) 
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4 3
n
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n
    б) 



1
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n

n

n
  

    в) 














1

53

2

n

n

n

n
                     г) 



2

ln

n
n

n

 

9.3.     а) 
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2 1n n

n
    б) 



1
2

!

n

n

n
  

           в) 











 

1

1

n

n

n

n
              г) 



2
ln

1

n
nn

 

9.4.    а) 







1
)1(

32

n
nn

n
    б) 






1
2

5

n

n

n

n
  

          в) 

n

n
n

n
2

1
13














   г) 


1
3

2

n
n

 

9.5.    а) 






1

1
sin

n
n

n     б) 


1
2

n

n

n
  

          в) 














1
4

11
1

n

n

n

n
   г) 






2

2ln

1

n
nn

 

9.6.     а) 


1

2

π
sin

n
n

    б) 





1
2!

5

n

n

n

n
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         в) 

















1
13

22

n

n

n

n
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3

2

n
n

 

9.7.      а) 





1
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1

n
nn

                     б) 


1
2

n

n

n
  

            в) 














1

2
1

n

n

n
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1

2
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n
n

 

9.8.      а) 
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2

23

1
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n
n

nn
   б) 






1
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!

n
n

n
  

    в) 






1

2

n

nn e     г) 


1

4

1

n
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9.9.      а) 







1

3 15

3

n
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n
   б) 



1
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!

n

n

n
   

            в) 














1

34

2

n

n

n

n
   г) 



1
3

5

n n
 

9.10.   а) 


 1
3 2

1

n n
    б) 






1
3

7

n

n

n

n
  

          в) 











 

1

2

1

n

n

n

n
    г) 






1

29

1

n
n

 

Задача № 10. Исследовать сходимость знакопеременного ряда. Если он 

сходится, то указать абсолютно или условно. 

10.1.   

 


















1
12

)1(

n

n

n

n

n
 10.6.  

 








1
3 2

)1(

n

n

n
 

10.2.

   




1

3

sin

n
n

n
 10.7.  

 









2
ln

)1(

n

n

nn
 

10.3. 

  











1

1

13

2
)1(

n

n

n

n
 10.8.  

 









1
1

)1(

n

n

n

n
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10.4.  

 








1

1

!

)1(

n

n

n
 10.9.  

 








1

π
sin)1(

n

n

n
 

10.5.

  








1

4

)1(

n

n

n
 10.10.  

 








1
!

1
)1(

n

n

n
 

 

Задача № 11. Найти область сходимости степенного ряда 

11.1.  

 








1

)2(

n

n

n

x
 11.6. 

 








1
3

2

n

n

nn x
 

11.2.  

 
1

3 ( 2)n n

n

x




   11.7.  

 
1 3

n

n
n

x

n



 
  

11.3.  

 








2

)2(5

n

nn

n

x
 11.8.  

 
1

( 5)

1

n

n

x

n








  

11.4.  

 
1

( 1)

4

n

n
n

x




  11.9.  

 







1
2

n

n

n

n

x
 

11.5.  

 








1

)1(2

n

nn x  11.10.  

 

2
1

( 4)n

n

x

n






  

 

Задача № 12. Вычислить интеграл с точностью до 0,001 

12.1.    

 

21

2

0

x

e dx


  12.6.    

 

20,5

4

0

x

e dx


  

12.2.    

1

2

0

cos x dx  12.7.    

0,5

3

0
1

dx

x  

12.3.    

1

0

1 cos x
dx

x


  12.8.     








4,0

0

2

2

5
cos dx

x
 

12.4.    

0,25

0

sin x
dx

x  12.9.  

  

0,2 2

0

ln(1 )x
dx

x


  

12.5.    

0,5

0

sin2x
dx

x  12.10.  

 

1

3

0

sin ( )x dx  
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Задача № 13. Данную функцию )(xf  разложить в ряд Фурье в данном 

интервале. Построить график функции )(xf  и график суммы ряда Фурье.  

13.1. ( ) , 2 2.f x x x     13.6. ( ) , 5 5.f x x x     

13.2. ( ) 1, .f x x x       13.7. ( ) , 3 3.f x x x     

13.3. 
при π 0

( )
0 при 0 π.

x x
f x

x

   
 

 
 13.8. 

2 при π 0
( )

1 при 0 π.

x
f x

x

  
 

 
 

13.4. ( ) 2 1, 1 1.f x x x      13.9.
  

( ) 1, π π.f x x x      

13.5.

 

( ) 2 3, π π.f x x x      13.10. ( ) 1 , π π.f x x x      

 

 

 

ОБРАЗЕЦ ВЫПОЛНЕНИЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ № 6   

Тема «Ряды»  

Типовая задача № 9. Исследовать сходимость знакоположительных 

рядов: 

а) 







1

23

2

52

32

n
nn

nn
   б) 



1

!

n

nn

n
 

в) 

















1
23

15

n

n

n

n
     г) 



2
ln

1

n
nn

 

Решение. а) 







1

23

2

52

32

n
nn

nn
. Для исследования ряда применим второй 

признак сравнения: Пусть даны два знакоположительных ряда 


1n

na  и 


1n

nb  

и существует предел A
b

a

n

n

n



lim . Тогда, если 0A  и A , то оба ряда либо 

сходятся либо расходятся одновременно.  

Для сравнения возьмём гармонический ряд  


1

1

n
n

;  таким образом, 

52

32
23

2






nn

nn
an ,   

n
bn

1
 . 

Вычислим предел 
2 3 2

3 2 3 2

( 2 3) 2 3 1
lim lim lim .

2 5 2 5 2

n

n n n
n

a n n n n n n
A

b n n n n  
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Получили 0,A  .A  Значит, данный ряд расходится, так как 

расходится гармонический ряд. 

б) 


1

!

n

nn

n
. Применим признак Даламбера: Если существует q

a

a

n

n

n




1lim  

и 1q , то ряд сходится, а при  1q  – расходится. 

Здесь 
nn

n

n
a

!
 , 

1 1 1

( 1)! ! ( 1) !

( 1) ( 1) ( 1)
n n n n

n n n n
a

n n n
  

  
  

  
; 

e

nn

n

n

nn

nn

a

a
nn

n

n

n

nn

n

n
n

n

n

1

1
1

1
lim

1
1

1
lim

1
lim

!)1(

!
limlim 1 























































 

(использован второй замечательный предел 
1

lim 1 2,7).

n

n
e

n

 
   

 
  

Таким образом, 1
1


e
q , значит, данный ряд сходится. 

  в) 

















1
23

15

n

n

n

n
. Применим признак Коши: Если существует предел 

qan
n

n



lim  и 1q , то ряд сходится, а при 1q  – расходится. 

Здесь 
3

5

23

15
lim

23

15
limlim 



















 n

n

n

n
a

n

n

n

n

n
n

n
; то есть, 1

3

5
q , 

значит, данный ряд расходится. 

 г) 
2

1
.

lnn n n





  Применим интегральный признак Коши: Если функция )(xf  

положительна, непрерывна и монотонно убывает на промежутке ),1[  , 

 то ряд 


1

)(

n

nf  и интеграл 


1

)( dxxf  сходятся или расходятся одновременно. 

Вычислим 




2

2

lnln
ln

1
xdx

xx
. Интеграл расходится, значит, и 

данный ряд тоже (по интегральному признаку). 

Ответ: а) ряд расходится; б) ряд сходится; в) ряд расходится; г) ряд 

расходится. 
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Типовая задача №10. Исследовать сходимость знакопеременного ряда. Если 

он сходится, то указать, абсолютно или условно. 








2

1

ln

)1(

n

n

n
 

Решение. Ряд знакочередующийся. Для его исследования применим признак 

Лейбница: Если члены ряда 




 

1

1)1(

n

n
n a , где 0na , монотонно убывают 

по абсолютной величине (
1 2 3 ...a a a    ) и стремятся к нулю ( 0lim 


n

n
a ), то 

ряд сходится.  

Здесь ...
4ln

1

3ln

1

2ln

1
 , так как функция xxf ln)(   монотонно возрастает 

при 0x , 
1

lim lim 0.
ln

n
n n

a
n 

   Значит, данный ряд сходится по признаку 

Лейбница. 

Рассмотрим ряд из абсолютных величин     













22

1

ln

1

ln

)1(

nn

n

nn
. 

Этот ряд расходится по признаку сравнения. В самом деле, xx ln  при 0x ,  

то есть nn ln , откуда
nn

1

ln

1
  ( ...,3,2n ). Но ряд 



1

1

n
n

 (гармонический) 

расходится, а члены ряда  


2
ln

1

n
n

 больше, чем соответствующие члены 

гармонического ряда. Значит, ряд из абсолютных величин расходится. Таким 

образом, данный ряд сходится условно. 

Ответ: ряд сходится условно. 

 

Типовая задача №11. Найти область сходимости степенного ряда 

1

( 2) .n

n

n x




   

Решение. Найдём радиус сходимости данного степенного ряда  

1
1

limlim
1








 n

n

a

a
R

n
n

n

n
. 

Тогда интервал сходимости может быть найден из неравенства Rx  |2| , 
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то есть: 1|2| x , 121  x , 13  x . 

 Таким образом, интервал сходимости данного ряда 13  x . 

 Исследуем сходимость ряда в концах интервала.  

1) 1.x    Ряд принимает вид 










11

1

nn

n nn . Этот ряд 

расходится, так как не выполнен необходимый признак сходимости 0lim 


n
n

a  

(здесь 


na
n

n
n

limlim ).  

2) 3x . Ряд принимает вид 






1

)1(

n

nn . Этот ряд также 

расходится, так как его члены тоже не стремятся к нулю. 

Ответ: область сходимости данного ряда есть интервал ( 3; 1).   

Типовая задача №12 . Вычислить интеграл  
2

1
2

0

xe dx

   с точностью до 0,001. 

Решение. Используем основное разложение функции 
xe  по формуле Тейлора:    

...
!3!2

1
32


xx

xe x
; 

тогда  ...
!3!2

1
64

22

 xx
xe x

 

Подставим этот ряд в подынтегральную функцию и почленно проинтегрируем: 


































 


2

1

0

753
2

1

0

64
2

2
1

0

...
!37!253

...
!3!2

1
2 xxx

xdx
xx

xdxe x

...
422

1

102

1

32

1

2

1
753










  

Получили знакочередующийся ряд. Если для приближённого вычисления 

интеграла взять 3 первых члена, то по теореме Лейбница ошибка δ  будет 

меньше первого из отброшенных членов, то есть 
7

1
δ 0,001.

2 42
 


   

Значит,  ...461,0
960

443

320

1

24

1

2

1
2

1

0

2


 dxe x

 

Ответ: с точностью до 0,001 данный интеграл равен 0,461. 
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Типовая задача №13. Разложить функцию xxf  π)( в ряд Фурье в 

интервале )π,π( . Построить график функции  и график суммы ряда Фурье.  

Решение. График функции xxf  π)(  на данном интервале имеет вид: 

 
Ряд Фурье функция )(xf  на интервале )π,π(  имеет вид: 








1

0 sincos
2

)(

n

nn nxbnxa
a

xf . 

Найдём коэффициенты ряда: 
ππ π 2

2 2

0

π π π

1 1 1 1
( ) (π ) π (π π ) 2π;

π π π 2 π

x
a f x dx x dx x
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π
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π

π

π

π

π

π

cos
1

cos
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1
sin)π(

π

1
dxnx

n
nx
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x
dxnxxbn  

n

n
n

n
nx

n
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n

x
)1(

2
πcos

π2

π

1
sin

1
cos

π

π

1
π

π
2

π

π






















. 

Ответ: Ряд Фурье данной функции имеет вид )(xf
1

( 1)
π 2 sin .

n

n

nx
n






    

График суммы ряда Фурье изображён на рисунке. 
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ЗАДАЧИ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ № 7 

по темам «Теория вероятностей» и «Математическая статистика » 

Задача №14.  

14.1. Студент знает ответ на 20 теоретических вопросов из 30 и сможет решить 

30 задач из 50. Определить вероятность того, что студент полностью ответит на 

билет, который состоит из двух теоретических вопросов и одной задачи. 

14.2. Из 50 вопросов экзамена студент подготовил 40. Найти вероятность того, 

что из двух заданных ему вопросов студент знает ровно один. 

14.3. Из 20 деталей, среди которых 8 высшего качества, случайным образом 

выбираются на сборку 5. Какова вероятность того, что среди них окажется 3 

детали высшего качества? 

14.4. Из коробки, в которой находятся 12 карандашей и 8 ручек, наугад 

вынимают два предмета. Найти вероятность того, что вынуты ручка и 

карандаш. 

14.5. Имеется 6 деталей первого сорта, 5 – второго сорта, 4 – третьего сорта. 

Какова вероятность того, что среди 3 случайно выбранных деталей окажутся 

детали всех сортов? 

14.6. В книжной лотерее разыгрывается пять книг. Всего в урне имеется 20 

билетов. Первый подошедший к урне вынимает четыре билета. Определить 

вероятность того, что два из этих билетов окажутся выигрышными. 

14.7. В группе из 12 человек четверо имеют спортивные разряды. Случайным 

образом группа разбивается на две команды с одинаковым числом участников. 

Определить вероятность того, что в каждой команде окажется равное число 

разрядников. 

14.8. На складе телеателье имеется пятнадцать кинескопов, причём десять из 

них изготовлены московским, а остальные – львовским заводами. Найти 

вероятность того, что среди пяти наудачу взятых кинескопов окажется три 

кинескопа, изготовленных московским заводом. 
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14.9. Среди десяти люминесцентных ламп имеется одна негодная. Определить 

вероятность того, что среди шести случайно выбранных ламп все окажутся 

годными.  

14.10. На шести карточках разрезной азбуки написаны буквы А, В, К, М, О, С. 

Перемешанные карточки вынимают наудачу по одной и располагают в одну 

линию. Какова вероятность того, что получится слово « МОСКВА»?   

 

Задача №15.  

15.1. Среди изготовляемых рабочим деталей в среднем 4% брака. Какова 

вероятность того, что среди взятых на испытание 5 деталей будут ровно две 

бракованные детали?  

15.2. Три прибора испытываются на надёжность. Вероятности выхода из строя 

каждого прибора равны соответственно 0,1; 0,2; 0,3. Найти вероятность того, 

что два прибора выйдут из строя. 

15.3. Для сигнализации о пожаре установлены два независимо работающих 

датчика. Вероятности того, что при пожаре датчик сработает, равны для 

первого и второго соответственно 0,9 и 0,95. Определить вероятность того, что 

при пожаре сработает хотя бы один датчик. 

15.4. В магазин вошли восемь покупателей. Найти вероятность того, что три из 

них совершат покупки, если вероятность совершить покупку для каждого из 

покупателей равна 0,3. 

15.5. Прибор, работающий в течение суток, состоит из трёх узлов, каждый из 

которых, независимо от других, может за это время выйти из строя; при этом 

неисправность хотя бы одного узла приводит к отказу прибора в целом. 

Вероятность безотказной работы в течение суток для первого, второго и 

третьего узла соответственно равна 0,9; 0,95 и 0,85. Определить вероятность 

того, что в течение суток прибор выйдет из строя. 

15.6. В среднем 10% автомобилей, производимых заводом, имеют брак. Для 

контроля из партии автомобилей взяли 5 машин. Найти вероятность того, что 

среди них будут ровно три машины без брака.  

15.7. Оптовая база снабжает 6 магазинов, от каждого из которых может 

поступить заявка на очередной день с вероятностью 0,4 независимо от заявок 

других магазинов. Найти вероятность получения в день четырёх заявок. 

15.8. Над изготовлением изделия работают последовательно трое рабочих. 

Первый рабочий допускает брак с вероятностью 0,05; второй – с вероятностью 

0,01 и третий – с вероятностью 0,03. Найти вероятность того, что при 

изготовлении изделия  будет допущен брак.  
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15.9. Из орудия произведено 5 выстрелов по объекту с вероятностью попадания 

в каждом выстреле 0,4. Найти вероятность того, что объект будет разрушен, 

если для этого требуется не менее двух попаданий. 

15.10. Рабочий обслуживает 10 одинаковых станков. Вероятность того, что в 

течение часа станок потребует регулировки, равна 1/3. Какова вероятность 

того, что в течение часа рабочему придётся регулировать 4 станка? 

 

Задача №16.  

16.1. На складе имеется 20 телефонных аппаратов корейского производства и 

30 – немецкого. В среднем, 5% корейских аппаратов и 2% немецких имеют 

брак. 1) Найти вероятность того, что случайно выбранный аппарат 

бракованный. 2) Случайно выбранный аппарат бракованный. С какой 

вероятностью этот аппарат был немецким? 

16.2. Упаковка конфет  производится двумя автоматами с одинаковой 

производительностью. Доля брака, допускаемого первым автоматом, равна 5 %, 

а вторым автоматом  – 7 %.  Найти вероятность того, что наудачу взятая 

упаковка окажется бракованной. 2) Наудачу взятая упаковка оказалась 

бракованной. С какой вероятностью эта упаковка произведена первым 

автоматом? 

16.3. Из 10 стрелков три стрелка попадают в мишень с вероятностью 0 8 , пять 

стрелков – с вероятностью 0 7 , два стрелка – с вероятностью 0 6 .  1) Найти 

вероятность того, что случайно выбранный стрелок попал в цель. 2) Случайно 

выбранный стрелок попал в цель. С какой вероятностью этот стрелок 

принадлежит второй группе? 

16.4. В сеансе одновременной игры в шахматы с гроссмейстером играют 10 

перворазрядников, 15 второразрядников и 20 третьеразрядников. Вероятность 

того, что перворазрядник выиграет у гроссмейстера равна 0 2 , для 

второразрадника эта вероятность равна 0 1 , а для третьеразрядника  –0 05 .     

1) Найти вероятность того, что случайно выбранный участник выиграет.  

2) Случайно выбранный участник выиграл. С какой вероятностью это был 

третьеразрядник? 

16.5.  В цехе фабрики 30% продукции производится на первом станке, на 

втором – 25%, а остальная продукция – на третьем станке. Первый станок дает 

1% брака, второй  – 2%, третий  – 3%. 1) Найти вероятность того, что случайно 

выбранная единица продукции оказалась бракованной. 2) Случайно выбранная 

единица продукции оказалась бракованной. Найти вероятность того, что она 

произведена на третьем станке. 

16.6.  В специализированную больницу поступают больные с тремя болезнями: 

в среднем 50% больных с первой болезнью, 30% – со второй, 20% – с третьей. 
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Вероятности излечения первой, второй и третьей болезни равны 0 7 0 8 0 9      

соответственно. 1) Найти вероятность того, что поступивший в больницу 

больной выздоровел. 2) Поступивший в больницу больной выздоровел. Найти 

вероятность того, что он болел первой болезнью. 

16.7. По каналу связи с вероятностью 0 4  передается сигнал «0», и с 

вероятностью 0 6  передается сигнал «1». Из-за помех возможны ошибки. 

Вероятность принять «1», когда передавался сигнал «0»  равна 0 05.  

Вероятность принять «0», когда передавался сигнал «1»равна 0 1 . 1) Найти 

вероятность приема сигнала «1».  2) Принят сигнал «1».  Найти вероятность 

того, что действительно передавался сигнал«1».    

16.8. В первой урне содержится 5 белых и 6 черных шаров, во второй урне 

содержится 5 белых и 3 черных шара. Из первой урны наугад вынимают один 

шар и перекладывают его во вторую урну. Затем из второй урны вынимают 

один шар. 1) Найти вероятность того, что этот шар белый. 2) Вынутый шар 

оказался белым. Найти вероятность того, что из первой урны во вторую был 

переложен черный шар. 

16.9. Из деталей высокого качества собирается 60% всех телевизоров, при этом 

вероятность работы без поломок телевизора в течение времени T  равна 0 95 . 

Для телевизора, собранного из обычных деталей, эта вероятность равна 0 7 .   

1) Найти вероятность того, что наугад выбранный телевизор проработает без 

поломок в течение времени T . 2) Найти вероятность того, что телевизор, 

проработавший без поломок в течение времени T , собран из деталей высокого 

качества. 

16.10. ОТК проводит контроль выпускаемых приборов. Приборы содержат 

скрытые дефекты с вероятностью 0 15 . При проверке наличие дефекта 

обнаруживается с вероятностью 0 9 . Кроме того, с вероятностью 0 05  

исправный прибор может быть ошибочно признан дефектным. При 

обнаружении дефекта прибор бракуется. 1) Найти вероятность того, что наугад 

выбранный прибор будет забракован. 2) Найти вероятность того, что 

забракованный прибор действительно имеет дефект. 

 

Задача №17. Дан закон распределения дискретной случайной величины.  

1) Найти вероятность p .  

2) Найти функцию распределения ( )F x  и построить ее график.  

3) Вычислить ( )M X , ( )D X , ( )X .  

 

17.1. 
ix  -1  0  1  2  3    17.6. 

ix  -2  -1  1  3  4   

ip  0,2  0,1  p   0,3  0,2    
ip  0,3  0,1  0,2  p   0,1   
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17.2. 
ix  0  1  3  5  6    17.7. 

ix  1  2  4  6  8   

 
ip  0,1  0,3  p   0,2  0,1     

ip  0,2  0,3  0,1   0,2  p  

               

17.3. 
ix   1  2  3  4  5    17.8. 

ix   -2  2  3  5  6   

 
ip   0,1  p   0,1  0,2  0,3     

ip   0,2  0,4  p   0,2  0,1   

               

17.4. 
ix  3  4  5  6  7    17.9. 

ix  2  4  5  7  8   

 
ip  0,2  0,1  p   0,2  0,3     

ip  0,1  0,2  p   0,3  0,2   

               

17.5. 
ix  0  2  4  6 8    17.10. 

ix  -1  1  2  4  6   

 
ip  0,25    0,1 0,15  0,3     

ip  0,2  0,3  0,3  p   0,1   

 

 

Задача №18. Непрерывная случайная величина X  задана функцией 

распределения ( )F x .  

1) Найти плотность вероятности ( )f x . 

2) Построить графики функции распределения и плотности вероятности.  

3) Найти ( )M X , ( )D X , ( ).X   

4) Найти вероятность события ( )X M X .  

 

  18.1. 
2

0 при 0

( ) 2 при 0 1

1 при 1

x

F x x x x

x




   
 

 

18.6.  
2

0 при 2

( ) ( 2) при 2 3

1 при 3

x

F x x x

x




   
 

  

18.2. 
2

0 при 1

( ) 1 при 1 0

1 при 0

x

F x x x

x

 


    
 

 

18.7.  

2

0 при 1

( ) при1 2
2

1 при 2

x

x x
F x x

x





  




  

18.3. 
3

0 при 1

( ) 1 при 1 0

1 при 0

x

F x x x

x

 


    
 

 

18.8.  

2

0 при 1

1
( ) при1 3

8

1 при 3

x

x
F x x

x





  




  

p
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18.4. 
2

0 при 1

( ) ( 1) при 1 2

1 при 2

x

F x x x

x




   
 

  

18.9.  
3

0 при 0

( ) при 0 1

1 при 1

x

F x x x

x




  
 

  

18.5. 

2

0 при 2

4
( ) при 2 6

32

1 при 6

x

x
F x x

x





  




  

18.10.  

2

0 при 0

( ) при 0 3
9

1 при 3

x

x
F x x

x





  




  

 Задача №19. Пусть X – случайная величина, распределённая по нормальному 

закону с параметрами a  и  .  

1) Записать формулу плотности вероятности ( )f x  случайной величины .X   

2) Найти ( )M X , ( )D X , ( ).X   

3) Найти вероятность ( )P X   .  

19.1. 1,a   2,   1,   3.   19.6. 2,a   2,   1,   5;   

19.2. 10,a   3,   12   14.   19.7. 3,a   2,   2,   10.   

19.3. 20,a   2,   15,   20.   19.8. 5,a   4,   4,   12.   

19.4. 5,a   2,   4,   6.   19.9. 7,a   2,   5,   10.   

19.5. 8,a   3,   9,   10.   19.10. 3,a   2,   1,   4.   

 

Задача №20.  Данные наблюдений случайной величины X  представлены в 

виде интервального статистического ряда. Первая строка таблицы –  интервалы 

наблюдавшихся значений случайной величины X , вторая – соответствующие 

им частоты. Требуется: 

1. Построить гистограмму относительных частот. 

2. Вычислить числовые характеристики выборки: выборочную среднюю, 

выборочную дисперсию, исправленную выборочную дисперсию, выборочное 

среднее квадратическое отклонение. 

3. Предполагая, что исследуемая случайная величина X  распределена по 

нормальному закону, найти параметры нормального закона, записать плотность 

вероятности случайной величины X  и построить ее график (график 

выравнивающей кривой) на одном чертеже с гистограммой, вычисляя значения 

плотности в серединах интервалов. 

4. Найти теоретические частоты нормального распределения. При уровне 

значимости α = 0,05 проверить по критерию согласия Пирсона (хи-квадрат) 

гипотезу о нормальном законе распределения. 

5. Найти с надежностью (доверительной вероятностью) 0 95    

интервальную оценку параметра  ( )a M X  случайной величины.   
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20.1  

Интервалы (3; 7) (7; 11) (11; 15) (15; 19) (19; 23) (23; 27) (27; 31) (31; 35) 

Частоты 1 5 28 53 62 36 12 3 

20.2.  

Интервалы (20; 26) (26; 32) (32; 38) (38; 44) (44; 50) (50; 56) (56; 62) (62; 68) 

Частоты 1 4 20 43 60 44 23 5 

20.3.  

Интервалы (4; 7) (7; 10) (10; 13) (13; 16) (16; 19) (19; 22) (22; 25) (25; 28) 

Частоты 5 20 43 59 48 19 5 1 

20.4.  

Интервалы (5; 9) (9; 13) (13; 17) (17; 21) (21; 25) (25; 29) (29; 33) (33; 37) 

Частоты 3 10 33 55 53 31 12 3 

20.5.  

Интервалы (2; 8) (8; 14) (14; 20) (20; 26) (26; 32) (32; 38) (38; 44) (44; 50) 

Частоты 3 10 30 51 56 24 20 6 

20.6. 

Интервалы (1; 5) (5; 9) (9; 13) (13; 17) (17; 21) (21; 25) (25; 29) (29; 33) 

Частоты 1 6 21 50 63 42 15 2 

20.7.  

Интервалы (10; 20) (20; 30) (30; 40) (40; 50) (50; 60) (60; 70) (70; 80) (80; 90) 

Частоты 1 3 20 39 70 36 10 1 

20.8.  

Интервалы (3; 8) (8; 13) (13; 18) (18; 23) (23; 28) (28; 33) (33; 38) (38; 43) 

Частоты 1 6 20 53 66 41 11 2 

20.9.  

Интервалы (5; 12) (12; 19) (19; 26) (26; 33) (33; 40) (40; 47) (47; 54) (54; 61) 

Частоты 4 9 37 49 55 37 6 3 

20.10.  

Интервалы (2; 6) (6; 10) (10; 14) (14; 18) (18; 22) (22; 26) (26; 30) (30; 34) 

Частоты 1 8 26 50 58 38 15 4 
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ОБРАЗЕЦ ВЫПОЛНЕНИЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ № 7 

Тема «Теория вероятностей» 

События. Классическое определение вероятности 

Случайным событием называется событие, которое при выполнении 

одних и тех же условий может произойти или нет. Случайные события 

обозначаются буквами A , B , C  и так далее.  

Событие, которое обязательно наступает в данном эксперименте, называется 

достоверным. Событие, которое заведомо не наступает в данном эксперименте, 

называется невозможным.  

Суммой двух событий A , B  называется событие C A B  , состоящее в 

наступлении хотя бы одного из них, то есть произошло A  или B , или оба 

вместе.  

Произведением двух событий A  и B  называется событие C AB , состоящее в 

одновременном появлении и события A  и события B .  

Два события A  и B  называются несовместными, если появление одного из них 

исключает появление другого в одном и том же эксперименте (испытании).  

Противоположным для события A  называется событие A , состоящее в том, 

что событие A  не произошло. События A  и A  являются несовместными.  

События 1 2 kA A … A    образуют полную группу, если в результате эксперимента 

обязательно произойдет хотя бы одно из них.  

Пусть результат эксперимента можно представить в виде полной группы 

событий (исходов) 
1 2 n…     , которые попарно несовместны и 

равновозможны. Эти исходы называют элементарными событиями. Множество 

всех элементарных событий называется пространством элементарных событий 

и обозначается 
1 2 .n{ … }        

Пусть событие A  происходит при осуществлении каких-то m  

элементарных исходов 
1 2 m…      из множества  . Тогда вероятность события 

A  равна отношению числа m  исходов, благоприятствующих этому событию, к 

общему числу n  всех равновозможных, попарно несовместных исходов:  

 ( )
m

P A
n

    

Вероятность достоверного события равна единице, вероятность невозможного 

события равна нулю, а для всех остальных событий A  выполнено неравенство 

0 ( ) 1P A    Таким образом, вероятность любого случайного события A  

удовлетворяет неравенству 0 ( ) 1P A    Вероятности события A  его 

противоположного события A  связаны соотношением  

( ) ( ) 1.P A P A    

Вероятность события B , вычисленная в предположении, что некоторое 

другое событие A  произошло, называется условной вероятностью и  
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 обозначается ( )P B A .  
События A  и B  называются независимыми, если появление события A  

не влияет на вероятность события B , то есть ( ) ( )P B A P B  . 
  

 Теоремы сложения и умножения вероятностей 

Теорема 1. Если события A  и B  несовместны, то  ( ) ( ) ( )P A B P A P B      

Теорема 2. Если события A  и B  совместны, то ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB    
 

Теорема 3. Если события A  и B  независимы, то  ( ) ( ) ( )P AB P A P B     

Теорема 4. Если события A  и B  зависимы, то 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P AB P A P B A P B P A B        

 

Типовая задача № 14А. На пяти карточках разрезной азбуки написаны буквы 

О, П, Р, С, Т. Перемешанные карточки вынимаются наудачу по одной и 

располагаются в одну линию. Какова вероятность того, что получится слово 

«спорт»? 

Решение. Искомую вероятность события A  (получилось слово «спорт») 

определим по формуле  

n

m
AP )( , 

где m – число благоприятных исходов, n – общее число возможных исходов. В 

данном случае, n = 5! – число перестановок из 5 элементов. Благоприятным 

исходам отвечает одно слово «спорт», то есть m = 1. Таким образом, 

120

1

!5

1
)( AP . 

Ответ:

 

1
.

120
 

Замечание. n! –это произведение натуральных чисел от 1 до n.  

В частности 5!= 1·2·3·4·5=120. 

 

Типовая задача № 14Б. Группа спортсменов из 15 юношей и 5 девушек 

выбирает по жребию спортивную команду из 4 человек. Какова вероятность 

того, что в составе этой команды окажутся два юноши и две девушки? 

Решение. Испытание состоит в том, что из 20 человек выбирают 4 человека. Так 

как выборка состоит из 20 элементов по 4, и порядок их расположения не 

учитывается, то мы имеем дело с числом сочетаний. Поэтому общее  число 

исходов n = 4
20C . Событие A состоит в том, что в составе выбранных окажутся 2 

юноши и 2 девушки. Двух юношей из пятнадцати можно выбрать 2
15C  

способами, и после каждого такого выбора двух девушек из 5 можно выбрать 
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2
5C  способами, то есть число благоприятных исходов равно 2

5
2
15 CCm  . Таким 

образом, искомая вероятность равна 

217,0
323

70
)(

4
20

2
5

2
15 



C

CC

n

m
AP . 

Ответ: 0,217.  

 

Замечание. Если множество М содержит n различных элементов, то 

подмножества этого множества, каждое из которых содержит m элементов 

(m ≤ n), называются сочетаниями из n элементов по m. Число таких 

подмножеств обозначают символом m
nC и вычисляют по формуле 

.
)!(!

!

mnm

n
C m

n


  

 

 Формула Бернулли 

Пусть производится n  независимых одинаковых испытаний, в каждом из 

которых вероятность появления события A  одна и та же и равна p . Тогда 

вероятность того, что событие A  в этих n  испытаниях появится k  раз, 

обозначают ( )nP k  и вычисляют по формуле Бернулли  

knkknkk
nn qp

knk

n
qpCkP 




!)(!

!
)(  ,   где pq 1 . 

Типовая задача № 15А. Игральную кость бросают четыре раза. Какова 

вероятность того, что шестёрка выпадет ровно 3 раза? 

Решение. Применяем формулу Бернулли.  

В данном случае, 4n , 3k , 
6

1
p , 

6

5
q , откуда искомая вероятность будет 

015,0
324

5

6

5

6

1

!1!3

!4

6

5

6

1
)3(

3

343

3
44 
























CP . 

Ответ:

 

0,015. 

 

Типовая задача № 15Б. Первый стрелок поражает мишень с вероятностью 0,6, 

второй – с вероятностью 0,5, третий – с вероятностью 0,3. Выстрелили все трое. 

Найти вероятность того, что:   а) в мишень попал ровно один стрелок; 

б) мишень поражена. 

Решение. Обозначим через 1A  событие, состоящее в том, что первый стрелок 

попал в мишень, 1A  – противоположное ему событие, т. е. что первый стрелок 
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промахнулся; 2A , 2A , 3A , 3A  – соответствующие события для второго и 

третьего стрелков соответственно. Все эти события независимы; по условию, 

вероятности событий 1A , 2A , 3A  равны 6,0)( 1 AP , 5,0)( 2 AP , 3,0)( 3 AP , 

откуда  

4,0)(1)( 11  APAP , 5,0)( 2 AP , 7,0)( 3 AP . 

 а) Обозначим через B  событие, состоящее в том, что попал ровно один 

стрелок; тогда 

321321321 AAAAAAAAAB  , 

где все слагаемые в правой части – события несовместные; поэтому искомая 

вероятность 

41,03,05,04,07,05,04,07,05,06,0)( BP . 

 б) Обозначим через C  событие, состоящее в том, что мишень поражена; 

это означает, что попал или один, или два, или все три стрелка. Рассмотрим 

противоположное событие C ; оно состоит в том, что не попал ни один стрелок. 

Таким образом, 321 AAAC  , откуда  

14,07,05,04,0)()()()( 321  APAPAPCP ; 

значит, 86,0)(1)(  CPCP  – искомая вероятность. 

Ответ: а)0,41;  б) 0,14. 

 

Типовая задача № 15В.  В ящике 50 кубиков, из которых 5 неокрашенных. 

Наудачу последовательно извлекаются 3 кубика. Определить вероятность того, 

что все извлечённые кубики окрашены. 

Решение. Обозначим события: 

1A  – первый извлечённый кубик окрашен; 

2A  – второй извлечённый кубик окрашен; 

3A  – третий извлечённый кубик окрашен. 

Их условные вероятности находим по формуле классического определения 

вероятности: 

48

43
)(;

49

44
)(;

50

45
)( 321 211

 APAPAP AAA . 

Обозначим через D  событие, состоящее в том, что все три извлечённых кубика 

окрашены. Это событие можно представить в виде произведения 321 AAAD  . 

Тогда вероятность его найдём по теореме 4  

724,0
1960

1419
)()()()()( 321321 211

 APAPAPAAAPDP AAA . 

Ответ: 0,724. 
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Формула полной вероятности. Формула Байеса 

Если событие A  может произойти вместе с одним из событий 
1H , 

2H , …, 

nH , образующих полную группу несовместных событий,
 
то есть события 

iH

попарно несовместны и 
1 2( ) ( ) ( ) 1,nP H P H … P H    тогда вероятность 

события A  можно вычислить  по формуле полной вероятности  

 

1 1 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
n

n n i i

i

P A P H P A H P H P A H …

… P H P A H P H P A H


      

      
  

Условная вероятность события iH  в предположении, что событие A  

произошло, определяется по так называемой формуле Байеса  

 

1

( ) ( ) ( )
( ) 1 2 ...,

( )
( ) ( )

i i i
i n

i i

i

P AH P H P A H
P H A i n

P A
P A H P H



 
       

 
  

Вероятности ( ),iP H A вычисленные по формуле Байеса, часто называют 

вероятностями гипотез.  

 

Типовая задача задания № 16.  В группе из 10 студентов, пришедших на 

экзамен, 3 студента подготовлены отлично, 4 – хорошо, 2 – удовлетворительно 

и один – плохо. Имеется 20 вопросов, из которых отлично подготовленный 

студент может ответить на все, хорошо подготовленный – на 16, 

удовлетворительно подготовленный – на 10, а плохо подготовленный – на 5. 

а) Найти вероятность того, что наугад вызванный студент ответит на три 

заданных вопроса; 

б) Вызванный наугад студент ответил на три произвольно заданных 

вопроса. Найти вероятность того, что этот студент плохо подготовлен, и ему 

просто повезло с вопросами. 

Решение. а) Обозначим через A  событие, заключающееся в том, что студент 

ответит на три произвольно заданных вопроса. Это событие может произойти 

при реализации одной из гипотез: 1H  – студент подготовлен отлично, 2H  – 

хорошо, 3H  – удовлетворительно, 4H  – плохо. Эти гипотезы образуют полную 

группу попарно несовместных событий, и их вероятности равны 

1,0)(;2,0)(;4,0)(;3,0)( 4321  HPHPHPHP . 

Эти вероятности априорные, то есть вычисленные до проведения опыта. 

Условные вероятности )/( iHAP  (i=1, 2, 3, 4) находим, используя классическое 

определение вероятности: 
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 1)/(
3
20

3
20

1 
C

C
HAP ;   491,0

57

28
)/(

3
20

3
16

2 
C

C
HAP ; 

 105,0
19

2
)/(

3
20

3
10

3 
C

C
HAP ;  009,0

114

1
)/(

3
20

3
5

4 
C

C
HAP . 

Вероятность события A  находим по формуле полной вероятности: 
4

1

( ) ( ) ( / ) 0,3 1 0,4 0,491 0,2 0,105 0,1 0,009 0,518.i i

i

P A P H P A H


            

 б) По условию, событие A  произошло; определим тогда вероятность 

реализации гипотезы 4H , то есть послеопытную (или апостериорную) 

вероятность )/( 4 AHP , которую находим по формуле Байеса:  

002,0
518,0

009,01,0

591

1

)(

)/()(
)/( 44

4 






AP

HAPHP
AHP . 

Ответ: а) 0,518;

    

б) 0,002. 

 

 

Случайные величины  

Дискретная случайная величина и её характеристики 

Случайную величину (сокращенно СВ), имеющую конечное или счетное 

множество возможных значений, называются дискретной.  

Закон распределения дискретной случайной величины – соотношение 

между возможными значениями случайной величины и соответствующими им 

вероятностями, обычно задается в виде ряда распределения или таблицы 

распределения  

ix  
1x  

2x  … 
nx  

,        где 
1

1
n

i

i

p


   
ip  

1p  
2p  … 

np  

а также графически в виде многоугольника распределения или функцией 

распределения   ( )
i

i

x x

F x P X x p


     

График функции распределения ( )F x  дискретной СВ имеет ступенчатый вид.  

Важнейшие свойства ( )F x : 

1) ( )F x  — неубывающая функция своего аргумента;  

2) lim ( ) 0
x

F x


 ;  

3) lim ( ) 1
x

F x


 .  

Числовыми характеристиками случайной величины X  являются 

математическое ожидание [ ]M X , дисперсия [ ]D X  и среднее квадратическое 

отклонение [ ]X .  
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Математическое ожидание дискретной случайной величины X , заданной 

конечным рядом распределения, вычисляется по формуле  

 
1 1 2 2

1

[ ]
n

n n i i

i

M X x p x p … x p x p


       

[ ]M X  представляет собой среднее ожидаемое значение случайной величины.  

Дисперсией СВ X называется математическое ожидание квадрата 

отклонения случайной величины от её математического ожидания, то есть   

 2 2

1

[ ] ( [ ]) ( [ ])
n

i i

i

D X M X M X x M X p 
 
 



      

или                  2 2 2 2

1

[ ] ( [ ]) ( [ ])
n

i i

i

D X M X M X x p M X 
 
 



       

Среднее квадратическое отклонение [ ]X  определяется формулой   

[ ] [ ]X D X    
   

Типовая задача № 17. Закон распределения дискретной случайной величины X 

задан в виде таблицы  

 

 

 

Найти: 1) вероятность p ; 2) функцию распределения ( )F x  и построить ее 

график; 3) вычислить ( )M X , ( )D X , ( )X .  

Решение: 1) Согласно свойству закона распределения сумма всех вероятностей 

равна единице. Имеем 0 2 0 1 0,4 0 1 1p          поэтому 0 2p     
Следовательно, закон распределения имеет вид:  

 

 

 

2) Функция распределения  ( )F x   случайной величины  X  равна 

0 1

0,2 1 2

0,2 0,1 0,3 2 3
( )

0,3 0,4 0,7 3 5

0,7 0,2 0,9 5 6

0,9 0,1 1 6.

при x

при x

при x
F x

при x

при x

при x


  


   
 

   
    


    

График функции ( )F x имеет ступенчатый вид и представлен на рис.1. 

ix  1 2 3 5 6 

ip  0,2 0,1 0,4 p  0,1 

ix  1 2 3 5 6 

ip  0,2 0,1 0,4 0,2 0,1 
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Рис.1. График функции распределения  

 

3) ;2,31,062,054,031,022,01][ XM

;56,22,31,062,054,031,022,01][ 222222 XD  

σ[ X ]
 

[ ] 1,6.D X 
 

 

Непрерывная случайная величина 

Случайная величина X  называется непрерывной, если все её возможные 

значения непрерывно заполняют целый интервал ( )   или, более точно, её 

функция распределения ( ) ( )F x P X x  , непрерывная на ( )  , кусочно- 

дифференцируемая функция с производной ( )F x Непрерывную СВ  удобно 

задавать функцией плотности вероятности ( )f x , которая связана с 

интегральной функцией распределения соотношением  

 ( ) ( )F x f x     

Свойства функции плотности вероятности:  

1) ( ) 0f x  ;       2)

 

( ) 1.f x dx





   

Вероятность того, что непрерывная случайная величина X  примет некоторое 

значение на интервале ( )a b , определяется формулой  

 ( ) ( ) ( ) ( )

b

a

P a X b f x dx F b F a       

Математическое ожидание вычисляется по формуле  

 [ ] ( )M X xf x dx
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Дисперсией непрерывной СВ X  называют математическое ожидание квадрата 

её отклонения от её математического ожидания 2 2[ ] [ ] ( [ ])D X M X M X   и  

вычисляют по формуле  

2[ ] ( [ ]) ( )D X x M X f x dx





 
       

      или       2 2[ ] ( ) ( [ ])D X x f x dx M X





    

Средним квадратическим отклонением непрерывной СВ  называют  

 [ ] [ ]X D X    

 

Типовая задача № 18.  Непрерывная случайная величина X  задана функцией 

распределения 




















.1,1

;10,

;0,0

)( 2
3

x

xx

x

xF  

1) Найти плотность вероятности ( ).f x   

2) Построить графики функции распределения и плотности вероятности.  

3) Найти ( )M X , ( )D X , ( ).X   

4) Найти вероятность события 0 0,5.X    

Решение. 1)  Плотность вероятности найдем по формуле ( ) ( ).f x F x  

Получаем ( )f x 

0, 0;

3
, 0 1;

2

0, 1.

x

x x

x





 




 

2) Ниже приведены графики функции распределения ( )F x  (рис. 2) и плотности 

распределения ( )f x  (рис. 3) случайной величины X.  

 
Рис.2. График функции плотности.          Рис.3. График функции распределения. 

 

3) Вычислим математическое ожидание СВ X   



46 

11
5

2

0 0

3 3 3
M( ) ( ) 0,6.

2 5 5
X x f x dx x x dx x





       

Так как дисперсия 22 ))(M()(M)(D XXX  , то вычислим  

1

2 2 2

0

3
M( ) ( )

2
X x f x dx x x dx





   7

3

7

3
1

0

2
7

 x ,  

откуда 069,0
175

12

5

3

7

3
)(D

2









X  и среднее квадратическое отклонение 

     262,0
75

32
)(D)(σ  XX . 

4) Вероятность попадания СВ X  в интервал [0; 0,5] вычислим через ( )F x   

354,0
22

1
0

2

1
)0()5,0()5,00(

2
3









 FFXP . 

 

Нормальное распределение
 

Непрерывная случайная величина называется нормально распределенной, 

если она описывается плотностью вероятностей   

 

2( )

22
1

( )
2

x a

f x e 

 




   

где a  — математическое ожидание, а   — среднее квадратическое отклонение 

случайной величины X .  

Вероятность попадания нормально распределенной случайной величины X  в 

интервал ( )   вычисляется по формуле   

 ( )
a a

P X
 

 
 

    
       

   
 (*) 

где 
2

2

0

1
( )

2

t
x

x e dt



     — функция Лапласа, значения которой находят  из 

таблицы (см. приложение 2). При этом используют свойства функции ( )x : 

 1) функция ( )x  нечётна, то есть ( ) ( )x x    ; 

 2) при x  ( ) 0,5x  , поэтому при 5x  полагают ( ) 0,5.x   

 

Типовая задача №19. Пусть X   — случайная величина, распределённая по 

нормальному закону с параметрами 4a   и 3  .  

1) Записать формулу плотности вероятности ( )f x  случайной величины X .  

2) Найти ( )M X , ( )D X , ( )X .  

3) Найти вероятность (2 9)P X  .  
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Решение: 1) Случайная величина X  распределена по нормальному закону, т.е. 

её плотность вероятности определяется выражением  

 
2( 4)

18
1

( )
3 2

x

f x e





   

2) Числовые характеристики заданной случайной величины:  

  
2

( ) 4 ( ) 3 ( ) 9( )M X a X D X X            

3) Вероятность попадания случайной величины в промежуток найдём по 

формуле (*). В нашем случае,  

       
9 4 2 4

(2 9) 1 67 0 67 1 67 0 67
3 3

0 4525 0 2486 0 7011

P X
    

                  
   

        

 

Тема «Математическая статистика» 

Пусть для изучения количественного признака X  из генеральной 

совокупности извлечена выборка объема n . Наблюдавшиеся значения 
ix        

( i =1, 2, …, m ) признака X  называют вариантами, а последовательность  

вариант, записанных в возрастающем порядке – вариационным рядом. 

Статистическим распределением выборки для дискретного признака X  
называют перечень вариант ix    ( i =1, 2, …, m ) и соответствующих им частот 

in  

(сумма всех частот равна объему выборки n ) или относительных частот i
i

n
w

n
  

(сумма всех относительных частот равна единице). 

Для непрерывного признака X статистическое распределение выборки задают 

в виде последовательности интервалов и соответствующих им частот (где 

частоты интервала in  – это сумма частот вариант, попавших в i -й интервал).  

Гистограммой относительных частот называют ступенчатую фигуру, 

состоящую из прямоугольников, основаниями которых служат частичные 

интервалы длины  , а высоты равны отношению iw


 (плотность относительной 

частоты). Площадь частичного i -го прямоугольника равна относительной 

частоте 
iw  , а площадь всей гистограммы равна единице.  

Стандартными точечными оценками математического ожидания ( )M X  и 

дисперсии ( )D X  изучаемой случайной величины X , являются выборочное 

среднее  
Bx  и выборочная дисперсия

BD   которые вычисляются по формулам  

1

1

m

i i m
i

B i i

i

x n

x x w
n







  



                                   

2

21 .( )

m

i i

i
B B

x n

D x
n
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 При вычислении этих оценок по выборке, заданной интервальным 

статистическим рядом, предполагают, что все наблюдаемые значения выборки, 

попавшие в i -й интервал, совпадают с его серединой 
ix . 

Точечными оценками также являются выборочное среднее квадратическое 

отклонение   

 B BD     

исправленная выборочная дисперсия (применяется в случае малых выборок)   

 2

1
B

n
S D

n
 


  

исправленное выборочное среднее квадратическое отклонение   

 2S S   

Доверительным называют интервал, который с заданной надежностью 

(доверительной вероятностью)   покрывает заданный параметр.  

Интервальной оценкой (с надежностью  ) математического ожидания a  

нормально распределенного количественного признака X  по выборочной 

средней 
Âx  генеральной совокупности служит доверительный интервал   

 B B
B B

t t
x a x

n n

  
       

где 
Bx  – выборочное среднее, 

B   – выборочное среднее квадратическое 

отклонение, t  – значение аргумента функции Лапласа ( )x  (см. приложение 2), 

при котором ( )
2

t


  ;  

при неизвестном   (и объеме выборки 30n  )   

 B B

t S t S
x a x

n n

  
       

где 
Bx    –  выборочное среднее, S  –  исправленное среднее квадратическое 

отклонение, t  найдено по известным   и n  (см. приложение 3).  

Интервальной оценкой (с надежностью  ) среднего квадратического 

отклонения   нормально распределенного признака X  по исправленному 

выборочному среднему квадратическому отклонению S  служит доверительный 

интервал   

 (1 ) (1 ) при 1S q S q q           0 (1 ) при 1S q q        

где q  находят по таблице значений (см. приложение 4) по заданным   и n .  

 

Критерий    Пирсона (критерий согласия χ2) 

Этот критерий применяется для проверки гипотезы о типе распределения 

признака X . Применение критерия 
2 включает следующие шаги. 
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1. Для каждого интервала вычисляем теоретические вероятности  pi  

попадания случайной величины X в  интервал [xi; xi+1), а затем  теоретические 

частоты .i in n p    (сколько наблюдений должно было бы попасть в i-й 

интервал, если верно, что СВ X  имеет предполагаемый тип распределения). 

2.  Вычисляем наблюдаемое значение величины
2 по формуле: 

2
2

1

.
m

i
набл

i i

n
n

np




   

3. Находим число степеней свободы по формуле 1,k m r     где m  – 

число групп выборки, а 2r  – количество оцениваемых параметров 

распределения .X  По заданному уровню значимости   и числу k  находим в 

таблице (приложение 4) критическое значение 2 .крит
 

4. Сравниваем наблюдаемое и критическое значения величины 
2
. 

Если    2 2 ,набл крит   то нет основания  отвергать проверяемую гипотезу, и  

мы принимаем гипотезу о данном типе распределения СВ X .  

Если 2 2 ,набл крит   то гипотезу отвергаем.  

Замечание. Если в некоторых интервалах 5,in  то число интервалов нужно 

уменьшить путем объединения соседних интервалов. 

 

Типовая задача № 20. Задание  такое же, как  задание  задачи № 20. 

Решение. 1). Объем выборки получают суммированием частот из второй строки 

таблицы. Объем  выборки равен  n =  4+15+38+58+50+26+8+1= 200 .  

Относительные частоты вычисляем по формуле  , 1,2,...,8.i
i

n
i

n
    Внесем 

полученные данные в таблицу (третья строка таблицы). 

Сумма относительных частот должна равняться единице. 

 Строим гистограмму относительных частот. Высота каждого 

прямоугольника определяем по формуле  ,i
ih





 где   = 4 – длина интервала 

Интервалы [6; 10) [10; 14) [14; 18) [18; 22) [22; 26) [26; 30) [30; 34) [34; 38) 

Частоты 4 15 38 58 50 26 8 1 

Интервалы

[xi; xi+1).          
[6; 10) [10; 14) [14; 18) [18; 22) [22; 26) [26; 30) [30; 34) [34; 38) 

Частоты        
ni 

4 15 38 58 50 26 8 1 

Относит. 

част.  i 
0,02 0,075 0,19 0,29 0,25 0,13 0,04 0,005 

Середины     

xi* 

8 12 16 20 24 28 32 36 
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в статистической таблице. С точностью до третьего знака после запятой 

получаем:  h1=0,005, h2=0,019,  h3=0,048,  h4=0,073,  h5=0,063, h6=0,032,  

h7=0,01,  h8=0,001.   

 

 
Рис.4. Гистограмма относительных частот и выравнивающая кривая 

 

2). Вычисляем выборочную среднюю  
8

1 8 4 12 15 16 38 20 58 24 50 28 26 32 8 36 1
21

200 200

i i

i
B

x n

x



               
  


 

 и выборочную дисперсию 

 
8

2

21

2 2 2 2 2 2 2 2
2

( )
200

8 4 12 15 16 38 20 58 24 50 28 26 32 8 36 1
21 29.

200

i i

i
BB

x n

D x



  

              
  



 

Исправленная выборочная дисперсия   
2 200

29 29,1.
1 199

B

n
S D

n
   

  
Параметрами нормальной случайной величины являются математическое 

ожидание и среднее квадратическое отклонение. Оценки для них – это 

выборочная средняя 21Bx   и  выборочное среднее квадратическое отклонение 

29 5,4.B BD      

3). Таким образом, если исследуемая случайная величина X  
распределена по нормальному закону, то это закон с параметрами a = 21 и        

 = 5,4,  то есть  X ~ N(21; 5,4).   
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В этом случае плотность СВ X имеет вид 

2

2

( 21)

2 5,41
( ) .

5,4 2

x

f x e








  

Для построения графика плотности найдем значения ( )f x  в точке  x=21 – точке 

максимума ( )f x  и в точках *, 1,2,...,8ix i  .  При вычислении  воспользуемся 

таблицей значений функции  

2

2
1

( )
2

x

x e




  (приложение 1).  Очевидно, что  

1
( ) ( ),f x u




 
где 



ax
u


 .  

В итоге получаем  
*

*1
1

13 (2,41) 0,0220
2,67; ( ) 0,004.

5,4 5,4 5,4

x a
f x






         

При вычислении воспользовались четностью функции ( ) :x  ( ) ( ).x x    

Аналогично находим  остальные значения: 

;018,0
4,5

0989,0
)(;67,1 *

2

*
2 


xf
ax


 

;048,0
4,5

2589,0
)(;93,0 *

3

*
3 


xf
ax


 

;073,0
4,5

3918,0
)(;19,0 *

4

*
4 


xf
ax


 

;063,0
4,5

3411,0
)(;56,0 *

5

*
5 


xf
ax


 

;032,0
4,5

1714,0
)(;30,1 *

6

*
6 


xf
ax


 

;009,0
4,5

0498,0
)(;04,2 *

7

*
7 


xf
ax


 

*
*8
8

0,0084
2,78; ( ) 0,002;

5,4

x a
f x




    

0,3989
(21) 0,074.

5,4
f    

Все вычисления проведены с точностью до третьего знака после запятой.  

Нанесем полученные точки на чертеж с гистограммой и соединим их 

гладкой кривой.  Получили график плотности X  (график выравнивающей 

кривой). Видно, что график хорошо согласуется с гистограммой, что 

подтверждает предположение о нормальном законе распределения X  (см. 

рисунок 4). 

4).  Проверим гипотезу о нормальном распределении X по критерию Пирсона. 
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В таблице из пункта 1  частоты (эмпирические) в крайних интервалах таблицы 

меньше 5, поэтому крайние интервалы  надо объединить с соседними. Получим 

ряд распределения 

 

Всего осталось m =6 исправленных частичных  интервалов (число групп 

выборки). 

Для каждого интервала найдем теоретические частоты 
in   (сколько 

наблюдений должно было бы попасть в i-й интервал, если верно, что случайная 

величина X ~ N (21; 5,4). 

Сначала для каждого интервала вычисляем теоретические вероятности  pi  

попадания случайной величины X в  интервал [xi; xi+1). Так как X ~ N(21; 5,4), 

то  

1
1

21 21
{ }

5,4 5,4

i i
i i i

x x
p p x X x 



    
       

   
,  

где ( )x  – функция Лапласа и ее значения представлены в приложении 2.  

Для первого и последнего интервалов вероятности вычисляют иначе: 

 

1

6

14 21
{ 14} ( ) 0,5 (1,30) 0,5 0,4032 0,0968;

5,4

30 21
{30 } 0,5 (1,67) 0,5 0,4525 0,0475.

5,4

p p X

p p X

 
            

 

 
            

 

 

Оставшиеся вероятности равны: 

2

3

4

18 21 14 21
( 0,56) ( 1,30) 0,2123 0,4032 0,1909;

5,4 5,4

22 21 18 21
(0,19) ( 0,56) 0,0754 0,2123 0,2877;

5,4 5,4

26 21 22 21
(0,93) (0,19) 0

5,4 5,4

p

p

p

    
             

   

    
           

   

    
        

   

5

,3238 0,0754 0,2484;

30 21 26 21
(1,67) (0,93) 0,4525 0,3238 0,1287.

5,4 5,4
p

 

    
          

   

 

После чего находим теоретические частоты по формуле 200 .i in p     

 

Полученные результаты сведем в таблицу: 

 

 

 [xi, xi+1) [6; 14) [14;  18) [18;  22) [22;  26) [26;  30) [30;  38) 

ni 19 38 58 50 26 9 



53 

Вычисляем наблюдаемое значение величины
2 :  

2
2

1

m
i

набл

i i

n
n

np




  
2 2 2 2 2 219 38 58 50 26 9

200
19,36 38,18 57,54 49,68 25,74 9,5

 
       

   
≈ 200,04 – 200 =  0.04. 

Находим число степеней свободы 1.k m r     У нас 6,m   число параметров  

2r   (это Bx  и 
BD ). Получаем 6 2 1 3.k       

По заданному уровню значимости =0,05  и  3k   находим по таблице 

(приложение  4)  критическое значение 2 7,8.крит 
 

Сравниваем наблюдаемое и критическое значение величины 
2
.  

У нас 2 20,04 7,8.набл крит     Следовательно, нет основания  отвергать 

проверяемую гипотезу, и мы принимаем гипотезу о нормальном распределении 

случайной величины X . 

5). Теперь мы вправе считать, что СВ X  распределена по нормальному закону, 

параметры которого ( )M X  и [ ]D X   неизвестны. В этом случае 

доверительный интервал для ( )M X  имеет вид     

( ; )B B

S S
x t x t

n n
     , где  Bx  – выборочное среднее, 2S S –  

исправленное среднее квадратическое отклонение,  t – критическая точка 

(квантиль) распределения Стьюдента (приложение 3), найденное по 

доверительной вероятности  γ = 0,95  и объёму выборки  n = 200. 

В нашем случае: 

 
5,4

21; 29,1 5,4; 1,98; 1,98 0,76.
200

B

S
x S t t

n
          

Следовательно, доверительный интервал для математического ожидания ( )M X  
равен (21-0,76; 21+0,76) = (20,24;  21,76). Это означает, что с надежностью 

(доверительной вероятностью)  = 0,95 можно утверждать, что ( )M X  

принадлежит интервалу (20,24;  21,76). 

Замечание. Критическую точку t  =1,98  из приложения 3 мы взяли для  n=120. 

Видно, что для больших n критические значения практически одинаковые 

(изменяются от 1,98 до 1,96). 

 

 [xi, xi+1) (-; 14) [14;  18) [18;  22) [22;  26) [26;  30) [30;  ) 

in  19 38 58 50 26 9 

in   19,36 38,18 57,54 49,68 25,74 9,5 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

 

Приложение 1 

Таблица значений функции 
2/2

π2

1
)( xex   

х 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

 

1,0 

1,1 

1,2 

1,3 

1,4 

1,5 

1,6 

1,7 

1,8 

1,9 

 

2,0 

2,1 

2,2 

2,3 

2,4 

2,5 

2,6 

2,7 

2,8 

2,9 

0,3989 

3970 

3910 

3814 

3683 

3521 

3332 

3123 

2897 

2661 

 

0,2420 

2179 

1942 

1714 

1497 

1295 

1109 

0940 

0790 

0656 

 

0,0540 

0440 

0355 

0283 

0224 

0175 

0136 

0104 

0079 

0060 

3989 

3965 

3902 

3802 

3668 

3503 

3312 

3101 

2874 

2637 

  

2369 

2155 

1919 

1691 

1476 

1276 

1092 

0925 

0775 

0644 

  

0529 

0431 

0347 

0277 

0219 

0171 

0132 

0101 

0077 

0058 

3989 

3961 

3894 

3790 

3652 

3485 

3292 

3079 

2850 

2613 

  

2371 

2131 

1895 

1669 

1456 

1257 

1074 

0909 

0761 

0632 

  

0519 

0422 

0339 

0270 

0213 

0167 

0129 

0099 

0075 

0056 

3988 

3956 

3885 

3778 

3637 

3467 

3271 

3056 

2827 

2589 

  

2347 

2107 

1872 

1647 

1435 

1238 

1057 

0893 

0748 

0620 

  

0508 

0413 

0332 

0264 

0208 

0163 

0126 

0096 

0073 

0055 

3986 

3951 

3876 

3765 

3621 

3448 

3251 

3034 

2803 

2565 

  

2323 

2083 

1849 

1626 

1415 

1219 

1040 

0878 

0734 

0608 

  

0498 

0404 

0325 

0258 

0203 

0158 

0122 

0093 

0071 

0053 

3984 

3945 

3867 

3752 

3605 

3429 

3230 

3011 

2780 

2541 

  

2299 

2059 

1826 

1604 

1394 

1200 

1023 

0863 

0721 

0596 

  

0488 

0396 

0317 

0252 

0198 

0154 

0119 

0091 

0069 

0051 

3982 

3939 

3857 

3739 

3589 

3410 

3209 

2989 

2756 

2516 

  

2275 

2036 

1804 

1582 

1374 

1182 

10060 

0848 

0707 

0584 

  

0478 

0387 

0310 

0246 

0194 

0151 

0116 

0088 

0067 

0050 

3980 

3932 

3847 

3726 

3572 

3391 

3187 

2966 

2732 

2492 

  

2251 

2012 

1781 

1561 

1354 

1163 

0989 

0833 

0694 

0573 

  

0468 

0379 

0303 

0241 

0189 

0147 

0113 

0086 

0065 

0048 

3977 

3925 

3836 

3712 

3555 

3372 

3166 

2943 

2709 

2468 

  

2227 

1989 

1758 

1539 

1334 

1145 

0973 

0818 

0681 

0562 

  

0459 

0371 

0297 

0235 

0184 

0143 

0110 

0084 

0063 

0047 

3973 

3918 

3825 

3697 

3538 

3352 

3144 

2920 

2685 

2444 

  

2203 

1965 

1736 

1518 

1315 

1127 

0957 

0804 

0669 

0551 

  

0449 

0363 

0290 

0229 

0180 

0139 

0107 

0081 

0061 

0046 
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Продолжение приложения 1 

х 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

3,0 

3,1 

3,2 

3,3 

3,4 

3,5 

3,6 

3,7 

3,8 

3,9 

0,0044 

0033 

0024 

0017 

0012 

0009 

0006 

0004 

0003 

0002 

0043 

0032 

0023 

0017 

0012 

0008 

0006 

0004 

0003 

0002 

0042 

0031 

0022 

0016 

0012 

0008 

0006 

0004 

0003 

0002 

0040 

0030 

0022 

0016 

0011 

0008 

0005 

0004 

0003 

0002 

0039 
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Приложение 2 

 

Таблица значений функции 
2 /2

0

1
( )

2π

x

tx e dt    

x ( )x  x ( )x  x ( )x  x ( )x  

0,00 0,0000 0,16 0,0636 0,32 0,1255 0,48 0,1844 

0,01 0,0040 0,17 0,0675 0,33 0,1293 0,49 0,1879 

0,02 0,0080 0,18 0,0714 0,34 0,1331 0,50 0,1915 

0,03 0,0120 0,19 0,0753 0,35 0,1368 0,51 0,1950 

0,04 0,0160 0,20 0,0793 0,36 0,1406 0,52 0,1985 

0,05 0,0199 0,21 0,0832 0,37 0,1443 0,53 0,2019 

0,06 0,0239 0,22 0,0871 0,38 0,1480 0,54 0,2054 

0,07 0,0279 0,23 0,0910 0,39 0,1517 0,55 0,2088 

0,08 0,0319 0,24 0,0948 0,40 0,1554 0,56 0,2123 

0,09 0,0359 0,25 0,0987 0,41 0,1591 0,57 0,2157 

0,10 0,0398 0,26 0,1026 0,42 0,1628 0,58 0,2190 

0,11 0,0438 0,27 0,1064 0,43 0,1664 0,59 0,2224 

0,12 0,0478 0,28 0,1103 0,44 0,1700 0,60 0,2257 

0,13 0,0517 0,29 0,1141 0,45 0,1736 0,61 0,2291 

0,14 0,0557 0,30 0,1179 0,46 0,1772 0,62 0,2324 

0,15 0,0596 0,31 0,1217 0,47 0,1808 0,63 0,2357 
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Продолжение приложения 2 

 
 x ( )x  x ( )x  x ( )x  x ( )x  

0,64 0,2389 0,97 0,3340 1,30 0,4032 1,63 0,4484 

0,65 0,2422 0,98 0,3365 1,31 0,4049 1,64 0,4495 

0,66 0,2454 0,99 0,3389 1,32 0,4066 1,65 0,4505 

0,67 0,2486 1,00 0,3413 1,33 0,4082 1,66 0,4515 

0,68 0,2517 1,01 0,3438 1,34 0,4099 1,67 0,4525 

0,69 0,2549 1,02 0,3461 1,35 0,4115 1,68 0,4535 

0,70 0,2580 1,03 0,3485 1,36 0,4131 1,69 0,4545 

0,71 0,2611 1,04 0,3508 1,37 0,4147 1,70 0,4554 

0,72 0,2642 1,05 0,3531 1,38 0,4162 1,71 0,4564 

0,73 0,2673 1,06 0,3554 1,39 0,4177 1,72 0,4573 

0,74 0,2703 1,07 0,3577 1,40 0,4192 1,73 0,4582 

0,75 0,2734 1,08 0,3599 1,41 0,4207 1,74 0,4591 

0,76 0,2764 1,09 0,3621 1,42 0,4222 1,75 0,4599 

0,77 0,2794 1,10 0,3643 1,43 0,4236 1,76 0,4608 

0,78 0,2823 1,11 0,3665 1,44 0,4251 1,77 0,4616 

0,79 0,2852 1,12 0,3686 1,45 0,4265 1,78 0,4625 

0,80 0,2881 1,13 0,3708 1,46 0,4279 1,79 0,4633 

0,81 0,2910 1,14 0,3729 1,47 0,4292 1,80 0,4641 

0,82 0,2939 1,15 0,3749 1,48 0,4306 1,81 0,4649 

0,83 0,2967 1,16 0,3770 1,49 0,4319 1,82 0,4656 

0,84 0,2995 1,17 0,3790 1,50 0,4332 1,83 0,4664 

0,85 0,3023 1,18 0,3810 1,51 0,4345 1,84 0,4671 

0,86 0,3051 1,19 0,3830 1,52 0,4357 1,85 0,4678 

0,87 0,3078 1,20 0,3849 1,53 0,4370 1,86 0,4686 

0,88 0,3106 1,21 0,3869 1,54 0,4382 1,87 0,4693 

0,89 0,3133 1,22 0,3883 1,55 0,4394 1,88 0,4699 

0,90 0,3159 1,23 0,3907 1,56 0,4406 1,89 0,4706 

0,91 0,3186 1,24 0,3925 1,57 0,4418 1,90 0,4713 

0,92 0,3212 1,25 0,3944 1,58 0,4429 1,91 0,4719 

0,93 0,3238 1,26 0,3962 1,59 0,4441 1,92 0,4726 

0,94 0,3264 1,27 0,3980 1,60 0,4452 1,93 0,4732 

0,95 0,3289 1,28 0,3997 1,61 0,4463 1,94 0,4738 

0,96 0,3315 1,29 0,4015 1,62 0,4474 1,95 0,4744 
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Продолжение приложения 2 

 

x ( )x  x ( )x  x ( )x  x ( )x  
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Приложение 3 

Таблица значений ),γ(γ ntt   

γ 

n 

0,95 0,99 0,999 γ 

n 

0,95 0,99 0,999 

5 2,78 4,60 8,61 20 2,093 2,861 3,883 

6 2,57 4,03 6,86 25 2,064 2,797 3,745 

7 2,45 3,71 5,96 30 2,045 2,756 3,659 

8 2,37 3,50 5,41 35 2,032 2,729 3,600 

9 2,31 3,36 5,04 40 2,023 2,708 3,558 

10 2,26 3,25 4,78 45 2,016 2,692 3,527 

11 2,23 3,17 4,59 50 2,009 2,679 3,502 

12 2,20 3,11 4,44 60 2,001 2,662 3,464 

13 2,18 3,06 4,32 70 1,996 2,649 3,439 

14 2,16 3,01 4,22 80 1,991 2,640 3,418 

15 2,15 2,98 4,14 90 1,987 2,633 3,403 

16 2,13 2,95 4,07 100 1,984 2,627 3,392 

17 2,12 2,92 4,02 120 1,980 2,617 3,374 

18 2,11 2,90 3,97 ∞ 1,960 2,576 3,291 

19 2,10 2,88 3,92     
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Приложение 4 

 

Критические точки распределения 2χ  

 

Число степеней 

свободы m 

Уровень значимости α 

0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 

1 6,6 5,0 3,8 0,0039 0,00098 0,00016 

2 9,2 7,4 6,0 0,103 0,051 0,020 

3 11,3 9,4 7,8 0,352 0,216 0,115 

4 13,3 11,1 9,5 0,711 0,484 0,297 

5 15,1 12,8 11,1 1,15 0,831 0,554 

6 16,8 14,4 12,6 1,64 1,24 0,872 

7 18,5 16,0 14,1 2,17 1,69 1,24 

8 20,1 17,5 15,5 2,73 2,18 1,65 

9 21,7 19,0 16,9 3,33 2,70 2,09 

10 23,2 20,5 18,3 3,94 3,25 2,56 

11 24,7 21,9 19,7 4,57 3,82 3,05 

12 26,2 23,3 21,0 5,23 4,40 3,57 

13 27,7 24,7 22,4 5,89 5,01 4,11 

14 29,1 26,1 23,7 6,57 5,63 4,66 

15 30,6 27,5 25,0 7,26 6,26 5,23 

16 32,0 28,8 26,3 7,96 6,91 5,81 

17 33,4 30,2 27,6 8,67 7,56 6,41 

18 34,8 31,5 28,9 9,39 8,23 7,01 

19 36,2 32,9 30,1 10,1 8,91 7,63 

20 37,6 34,2 31,4 10,9 9,59 8,26 

21 38,9 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90 

22 40,3 36,8 33,9 12,3 11,0 9,54 

23 41,6 38,1 35,2 13,1 11,7 10,2 

24 43,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9 

25 44,3 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5 

26 45,6 41,9 38,9 15,4 13,8 12,2 

27 47,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9 

28 48,3 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6 

29 49,6 45,7 42,6 17,7 16,0 14,3 

30 50,9 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0 
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