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ÈÏÄÉÍÏÍ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ, ÐÏÍÅÝ�ÅÎÎÙÈ × ËÏÎÃÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ. úÄÅÓØ ÐÏÄÒÏÂ-
ÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÎÙ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÉÐÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ. üÔÏ ÄÁ�ÅÔ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏÓÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ Ï×ÌÁÄÅÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÎÁ×ÙËÁÍÉ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ.
÷ÓÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÎÁÂÖÅÎÙ ÏÔ×ÅÔÁÍÉ.
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÕÞÅÂÎÉËÉ É ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ

Á×ÔÏÒÏ×: ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×Á é. á., ïÌÅÈÎÉË ó. î., óÁÄÏ×ÎÉÞÉÊ ÷. á., äÅÍÉÄÏ-
×ÉÞ â. ð., å×ÇÒÁÆÏ× í. á., óÏÂÏÌÅ×Á å. ó., æÁÔÅÅ×Á ç. í., ëÒÁÓÎÏ× í. ì.,
ëÒÕÞËÏ×ÉÞ ç. é., ëÁÎÔÏÒÏ×ÉÞ í. é.
ðÅÒ×ÁÑ ÇÌÁ×Á (ÔÅÏÒÉÑ ÒÑÄÏ×) ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ûÅ×ÅÌ�Å×ÏÊ ÷. î. É äÅÍÅÎÔØÅ-

×ÙÍ à. é., ÞÁÓÔØ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÒÁÚÄÅÌÕ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ûÕ-
ÒÉÎÏ×ÙÍ à. á., ×ÔÏÒÁÑ ÇÌÁ×Á (ÔÅÏpÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅpÅÍÅÎÎÏ-
ÇÏ) ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ûÅ×ÅÌ�Å×ÏÊ ÷. î., ÔÒÅÔØÑ ÇÌÁ×Á (ÏÐÅÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ)
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ öÕÌ�Å×ÏÊ ì. ä. ôÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÄÁËÃÉÑ ËÎÉÇÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÁ äÅ-
ÍÅÎÔØÅ×ÙÍ à. é.
á×ÔÏÒÙ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÚÁ×. ËÁÆÅÄÒÏÊ ×ÙÓ-

ÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ óÁÍÏÈÉÎÕ á. ÷. ÚÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.
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çìá÷á I

òÑÄÙ

§1. þÉÓÌÏ×ÙÅ ÒÑÄÙ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏ-
ÓÔÉ ÒÑÄÁ

1.1. ïÂÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ

ðÕÓÔØ a1, a2, a3, . . . , an, . . .   ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. þÉÓÌÏ×ÙÍ ÒÑÄÏÍ ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

(1)
∞
∑

n=1

an = a1 + a2 + a3 + . . .+ an + . . . ,

ÞÉÓÌÁ a1, a2, a3, . . . , an, . . . ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÌÅÎÁÍÉ ÒÑÄÁ, Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ an ËÁË
ÆÕÎËÃÉÑ ÞÉÓÌÁ n   ÏÂÝÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÒÑÄÁ. åÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ n × ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÝÅÇÏ
ÞÌÅÎÁ ÒÑÄÁ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1, 2, 3, . . . , ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ
ÞÌÅÎÏ× ÒÑÄÁ.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÐÉÓÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÐÅÒ×ÙÈ ÞÌÅÎÁ ÒÑÄÁ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÏÂÝÅÍÕ

ÞÌÅÎÕ an =
1

n(n+1)
.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÏÌÁÇÁÑ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
1, 2, 3, 4, ÐÏÌÕÞÉÍ:

a1 =
1

1 · 2 =
1

2
, a2 =

1

2 · 3 =
1

6
, a3 =

1

3 · 4 =
1

12
, a4 =

1

4 · 5 =
1

20
.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÑÄÁ:

1) 1 + 1
2
+ 1
3
+ 1
4
+ . . .

2) 1 + 1
2
+ 1
22
+ 1
23
+ 1
24
. . .

3) 2
5
+ 4
8
+ 6
11
+ 8
14
. . .

òÅÛÅÎÉÅ: 1) úÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÞÌÅÎÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ   ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÞÉ-
ÓÅÌ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ an =

1
n .

2) úÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÞÌÅÎÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ
2n−1, ÇÄÅ n = 1, 2, 3, . . . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ an =

1
2n−1

.

3) þÉÓÌÉÔÅÌÉ ÞÌÅÎÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ   Þ�ÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 2n, Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅ-
ÌÉ   ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ 3n+2.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ an =

2n
3n+2.
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óÕÍÍÁ n ÐÅÒ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÒÑÄÁ (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-Ê ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ
É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Sn, ÔÏ ÅÓÔØ

Sn = a1 + a2 + a3 + . . .+ an−1 + an.

þÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ Sn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n. éÓÈÏÄÑ ÉÚ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ, ÉÍÅÅÍ

S1 = a1,

S2 = a1 + a2,
S3 = a1 + a2 + a3,
. . . . . . . . . . . . . . .
Sn = a1 + a2 + a3 + . . .+ an.

åÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÒÑÄÁ (1)

S1, S2, S3, . . . , Sn, Sn+1, Sn+2, . . .

ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ, ÔÏ ÅÓÔØ

lim
n→∞

Sn = S,

ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍ-
ÍÏÊ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ (1). åÓÌÉ ÖÅ lim

n→∞
Sn = ∞ ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ

ÒÑÄ (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ÇÏ×ÏÒÉÔØ
Ï ÅÇÏ ÓÕÍÍÅ.
ðÒÉÍÅÒ 3. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

(2) 1 + q + q2 + q3 + . . .+ qn−1 + qn + . . . =

∞
∑

n=1

qn−1.

òÅÛÅÎÉÅ: òÑÄ (2) ÅÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ, ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ q. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÅÒ×ÙÈ n ÞÌÅÎÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓ-
ÓÉÉ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (ÐÒÉ q 6= 1)

1 + q + q2 + q3 + . . .+ qn−1 = Sn =
1− qn

1− q .

åÓÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ q ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ-
ÃÙ, ÔÏ ÅÓÔØ |q| < 1, ÔÏ lim

n→∞
qn = 0 É

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

1− qn

1− q = limn→∞

[

1

1− q −
qn

1− q

]

=
1

1− q .

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ |q| < 1 ÒÑÄ (2) ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 1
1−q .
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ðÒÉ q = 1, Sn = 1+ 1+ . . .+ 1+ 1 = n, lim
n→∞

Sn =∞; ÐÒÉ q = −1 ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 1, 0, 1, 0, 1, . . . É ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ÎÉ Ë
ËÁËÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ q = 1 É ÐÒÉ q = −1 ÒÑÄ (2) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
åÓÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ q > 1, ÔÏ lim

n→∞
qn = ∞,

ÐÏÜÔÏÍÕ lim
n→∞

Sn = ∞. òÑÄ (2) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. åÓÌÉ q < −1, ÔÏ
lim
n→∞

qn ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É lim
n→∞

Sn É, ÚÎÁÞÉÔ, ÒÑÄ (2)
ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
éÔÁË, ÐÒÉ |q| < 1 ÒÑÄ (2) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉ |q| > 1   ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ðÒÉÍÅÒ 4. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

1− 1 + 1− 1 + . . . =
∞
∑

n=1

(−1)n−1.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ S2m−1 = 1, S2m = 0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ m, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {Sn} ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÒÉ n→∞.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÑÄ

∞
∑

n=1

(−1)n−1 ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÒÑÄÏÍ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 3 ÐÒÉ q = −1.
òÑÄ

(3) Rn =
∞
∑

k=n+1

ak = an+1 + an+2 + an+3 + . . .

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-Í ÏÓÔÁÔËÏÍ ÒÑÄÁ (1) ÉÌÉ ÏÓÔÁÔËÏÍ ÐÏÓÌÅ n-ÇÏ ÞÌÅÎÁ.
òÑÄ (1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÉÌÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÏÓÔÁÔËÏÍ (3), ÐÏÜÔÏÍÕ

ÞÁÓÔÏ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ×ÏÐÒÏÓÁ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ×ÍÅÓÔÏ ÎÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÀÔ n-Ê ÏÓÔÁÔÏË.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÑÄ (1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ S, ÔÏ Rn = S−Sn,

ÔÁË ËÁË S = Sn + Rn ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n.
ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ

1

54
+
1

55
+
1

56
+ . . . =

∞
∑

n=1

1

5n+3
.

òÅÛÅÎÉÅ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ

1 +
1

5
+
1

52
+ . . . =

∞
∑

n=1

1

5n−1
.

üÔÏÔ ÒÑÄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ × ÐÒÉÍÅÒÅ 3 ÐÒÉ q = 1
5 , ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ

1
1− 15
= 5
4 . ôÁË

ËÁË ÒÑÄ
∞
∑

n=1

1
5n+3 ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

∞
∑

n=5

1
5n−1 , ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔËÏÍ
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ÐÏÓÌÅ ÞÅÔ×�ÅÒÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÒÑÄÁ
∞
∑

n=1

1
5n−1 É ÒÁ×ÅÎ

∞
∑

n=1

1

5n+3
=

∞
∑

n=5

1

5n−1
=

∞
∑

n=1

1

5n−1
−
(

1 +
1

5
+
1

52
+
1

53

)

=
5

4
− 1−

(

1
5

)4

1− 15
=
1

500
.

÷ ÐÒÉ×ÅÄ�ÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {Sn} ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÒÑÄÁ
×ÙÞÉÓÌÑÌÁÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÐÒÅÄÅÌÁ
Sn ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÌÉÓØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ É ×ÙÞÉÓÌÑÌÁÓØ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÑÄÁ. þÁÝÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅÐÒÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ {Sn} ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ
ÒÑÄÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÌÉ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ
ÂÅÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÅÇÏ ÓÕÍÍÙ.

1.2. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

åÓÌÉ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

an = a1 + a2 + a3 + . . .+ an + . . .

ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÅÇÏ ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ an ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ n→∞, ÔÏ ÅÓÔØ

(4) lim
n→∞

an = 0.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏ-
ÓÔÉ ÄÌÑ ÒÑÄÁ

1

2
+
2

3
+
3

4
+
4

5
+ . . .

òÅÛÅÎÉÅ: ïÂÝÉÊ ÞÌÅÎ an =
n

n+1. ôÁË ËÁË limn→∞
an = lim

n→∞
n

n+1 = 1, ÔÏ

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ (4) ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÄÁÎÎÙÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ðÒÉÍÅÒ 7. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ

ÄÌÑ ÒÑÄÁ

(5) 1 +
1

2
+
1

3
+
1

4
+
1

5
+ . . .+

1

n
+ . . .

òÅÛÅÎÉÅ: lim
n→∞

an = lim
n→∞

1
n = 0. úÎÁÞÉÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ

ÒÑÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ lim
n→∞

an = 0 ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ

ÒÑÄÁ
∞
∑

n=1
an. òÑÄ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ × ÐÒÉÍÅÒÅ 7,

∞
∑

n=1

1
n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-

ÓËÉÍ. üÔÏÔ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÈÏÔÑ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ
ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÒÑÄÁ:
1) 1 + 8 + 27 + 64 + 125 + . . .

2)
1

1 · 4 +
1

2 · 5 +
1

3 · 6 +
1

4 · 7 + . . .

3) 1 +
2

3
+
4

5
+
8

7
+
16

9
+ . . .

4)
2

3
+
4

5
+
6

7
+
8

9
+
10

11
+ . . .

îÁÐÉÓÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÐÅÒ×ÙÈ ÞÌÅÎÁ ÒÑÄÁ ÐÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÞÌÅÎÕ:

5) an =
3n− 2
n2 + 1

.

6) an =
1

(3 + (−1)n)n .

7) an =

(

2 + sin nπ
2

)

cosnπ

n!
.

8) an =
(−1)nn
2n2

.

9) an =
2 + (−1)n

n2
.

äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ É ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ:

10) 1 +
1

3
+
1

32
+
1

33
+ . . .

11) 1− 1
3
+
1

9
− 1
27
+ . . .

12) 1 +
1
3
√
2
+
1
3
√
4
+
1
3
√
8
+ . . .

13)
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + . . .

14)
1

1 · 4 +
1

2 · 5 +
1

3 · 6 + . . .

15)
1

1 · 2 · 3 +
1

2 · 3 · 4 +
1

3 · 4 · 5 + . . .
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16)
1

7
+
2

72
+
3

73
+
4

74
+ . . .

17)
1

9
+
2

92
+
3

93
+
4

94
+ . . .

18) 1 + 2a+ 3a2 + 4a3 + . . . , |a| < 1.

19)
∞
∑

n=1

(

√

n+ 2− 2
√

n+ 1 +
√

n
)

.

õÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏ-
ÓÔÉ:

20) 1− 1− 1 + 1 + 1 + 1− 1− 1− 1− 1 + . . .

21)
∞
∑

n=1

2n+ 3

n+ 1
.

22)
∞
∑

n=1
n2 sin

1

n2 + n+ 1
.

23)
∞
∑

n=1

(

2n2 + 1

2n2 + 3

)n2

.

24)
∞
∑

n=1

(

1 + 1n
)n2

en
.

25)
∞
∑

n=1

nn+ 1n
(

n+ 1n
)n .

26)
∞
∑

n=1

1
n
√
0, 3

.

27)
∞
∑

n=1

1
n
√
n
.

28)
∞
∑

n=1

n+ 1

3n+ 2
.

§2. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÐÒÉÚÎÁËÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÙÈ ÒÑÄÏ×

òÑÄ
∞
∑

n=1
an ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ an > 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ N; ÒÑÄ

∞
∑

n=1
an ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ an > 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ N.
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2.1. ðÅÒ×ÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ÒÑÄÁ

(1)
∞
∑

n=1

an = a1 + a2 + a3 + . . .+ an + . . .

É

(2)

∞
∑

n=1

bn = b1 + b2 + b3 + . . .+ bn + . . .

åÓÌÉ ÒÑÄÙ (1) É (2) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï an 6 bn, ÔÏ

1) åÓÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ (2), ÔÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÒÑÄ (1);
2) åÓÌÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ (1), ÔÏ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÒÑÄ (2).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉÚÎÁË ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏ× (1)
É (2), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n > n0 ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 0 6 an 6 bn.

ðÒÉÍÅÒ 1. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

1 +
1

2
+
1

32
+
1

43
+ . . .+

1

nn−1 + . . .

òÅÛÅÎÉÅ: óÒÁ×ÎÉÍ ÄÁÎÎÙÊ ÒÑÄ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ

(3) 1 +
1

2
+
1

22
+
1

23
+
1

24
+ . . .+

1

2n−1
+ . . .

òÑÄ (3) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ q = 1
2 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3 §1).

þÌÅÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÌÅÎÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ (3), ÔÁË ËÁË 1

nn−1 6
1
2n−1 ÐÒÉ n ∈ N. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ

ÐÅÒ×ÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁËÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÒÑÄ ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ðÒÉÍÅÒ 2. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

1 +
1√
2
+
1√
3
+ . . .+

1√
n
+ . . .

òÅÛÅÎÉÅ: ïÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ an =
1√
n
ÂÏÌØÛÅ ÏÂÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ bn =
1
n , ËÏÔÏÒÙÊ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. óÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ, ÄÁÎÎÙÊ ÒÑÄ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ðÒÉÍÅÒ 3. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

1 +
1

1 · 5 +
1

2 · 52 +
1

3 · 53 + . . .+
1

n · 5n + . . .
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òÅÛÅÎÉÅ: óÒÁ×ÎÉÍ ÄÁÎÎÙÊ ÒÑÄ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓ-
ÓÉÅÊ

1 +
1

5
+
1

52
+
1

53
+ . . .+

1

5n
+ . . .

ôÁË ËÁË ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á 1
n·5n <

1
5n , ÔÏ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁËÕ ÓÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

2.2. ÷ÔÏÒÏÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ

åÓÌÉ ÒÑÄÙ (1) É (2) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ É ÄÌÑ ÞÌÅÎÏ× ÒÑÄÏ×
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ

lim
n→∞

an

bn
= k 6= 0,

ÇÄÅ k   ËÏÎÅÞÎÏÅ (ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ) ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÒÑÄÙ (1) É (2) ÌÉÂÏ ÏÂÁ
ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÉ ÒÑÄÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÉÌÉ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ 4. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ

sin 1 + sin
1

2
+ sin

1

3
+ . . .+ sin

1

n
+ . . .

òÅÛÅÎÉÅ: ïÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ an = sin
1
n . ïÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÒÁÓÈÏÄÑ-

ÝÅÇÏÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ bn =
1
n. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

ôÁË ËÁË

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

sin 1n
1
n

= 1 6= 0 (ÐÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ),

ÔÏ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ðÒÉÍÅÒ 5. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÒÑÄ, ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ an =

1
n2 ,

ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÚÁÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ Ó ÏÂÝÉÍ ÞÌÅÎÏÍ bn =
1

n(2n+1)
.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

1
n2

1
n(2n+1)

= lim
n→∞

n(2n+ 1)

n2
= 2 6= 0.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÑÄ Ó ÏÂÝÉÍ ÞÌÅÎÏÍ bn =
1

n(2n+1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ðÒÉÍÅÒ 6. äÏËÁÚÁÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ Ó ÏÂÝÉÍ ÞÌÅÎÏÍ an = ln(1 +
1
n2 ),

ÚÎÁÑ, ÞÔÏ ÒÑÄ Ó ÏÂÝÉÍ ÞÌÅÎÏÍ bn =
1
n2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
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òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

ln(1 + 1
n2
)

1
n2

= lim
n→∞

n2 ln

(

1 +
1

n2

)

=

= lim
n→∞
ln

(

1 +
1

n2

)n2

= ln

[

lim
n→∞

(

1 +
1

n2

)n2
]

= ln e = 1 6= 0

(×ÔÏÒÏÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÒÑÄ ÔÁËÖÅ
ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

2.3. ðÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ äÁÌÁÍÂÅÒÁ

åÓÌÉ ÄÌÑ ÒÑÄÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ

(4)
∞
∑

n=1

an = a1 + a2 + a3 + . . .+ an + . . . , an > 0,

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ

lim
n→∞

an+1

an
= q,

ÔÏ

1) ÐÒÉ q < 1 ÒÑÄ (4) ÓÈÏÄÉÔÓÑ,
2) ÐÒÉ q > 1 ÉÌÉ q = +∞ ÒÑÄ (4) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ,
3) ÐÒÉ q = 1 Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÌÉ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (4) ÎÉÞÅÇÏ ÓËÁÚÁÔØ
ÎÅÌØÚÑ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 7. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

1

n!
.

òÅÛÅÎÉÅ:

an =
1

n!
, an+1 =

1

(n+ 1)!
.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÚÎÁË äÁÌÁÍÂÅÒÁ.

q = lim
n→∞

1

(n+ 1)!
:
1

n!
= lim

n→∞
n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞
1

n+ 1
= 0.

ôÁË ËÁË q = 0 < 1, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ äÁÌÁÍÂÅÒÁ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ðÒÉÍÅÒ 8. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

∞
∑

n=1

5n

n(n+ 1)
.
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òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÚÎÁË äÁÌÁÍÂÅÒÁ.

an =
5n

n(n+ 1)
, an+1 =

5n+1

(n+ 1)(n+ 2)
,

q = lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
5n+1n(n+ 1)

(n+ 1)(n+ 2)5n
= lim

n→∞
5n

n+ 2
= 5.

ôÁË ËÁË q = 5 > 1, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ äÁÌÁÍÂÅÒÁ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ðÒÉÍÅÒ 9. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

1 +
22

2!
+
33

3!
+ . . .+

nn

n!
+ . . .

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÚÎÁË äÁÌÁÍÂÅÒÁ.

an =
nn

n!
, an+1 =

(n+ 1)n+1

(n+ 1)!
,

q = lim
n→∞

an+1

an
=
(n+ 1)n+1n!

(n+ 1)!nn
=
(n+ 1)n(n+ 1)n!

n!(n+ 1)nn
=

= lim
n→∞

(n+ 1)n

nn
= lim

n→∞

(

n+ 1

n

)n

= lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= e.

ôÁË ËÁË q = e > 1, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ äÁÌÁÍÂÅÒÁ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

2.4. ðÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ëÏÛÉ

åÓÌÉ ÄÌÑ ÒÑÄÁ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ

(5)
∞
∑

n=1

an = a1 + a2 + a3 + . . .+ an + . . . , an > 0,

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ

lim
n→∞

n
√
an = q,

ÔÏ

1) ÐÒÉ q < 1 ÒÑÄ (5) ÓÈÏÄÉÔÓÑ,
2) ÐÒÉ q > 1 ÉÌÉ q = +∞ ÒÑÄ (5) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ,
3) ÐÒÉ q = 1 Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÌÉ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (5) ÎÉÞÅÇÏ ÓËÁÚÁÔØ
ÎÅÌØÚÑ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 10. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

1

(lnn)n
.
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òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÚÎÁË ëÏÛÉ.

an =
1

(lnn)n
,

q = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√

1

(lnn)n
= lim

n→∞
1

lnn
= 0.

ôÁË ËÁË q = 0 < 1, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ëÏÛÉ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ðÒÉÍÅÒ 11. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

∞
∑

n=1

(

3n+ 1

n− 5

)n

.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÚÎÁË ëÏÛÉ.

an =

(

3n+ 1

n− 5

)n

,

q = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√

(

3n+ 1

n− 5

)n

= lim
n→∞

3n+ 1

n− 5 = 3.

ôÁË ËÁË q = 3 > 1, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ëÏÛÉ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

2.5. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ëÏÛÉ íÁËÌÏÒÅÎÁ

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [1;+∞) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÏÊ É ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÒÑÄ

∞
∑

n=1

an = a1 + a2 + a3 + . . .+ an + . . . ÇÄÅ an = f(n),

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÉÌÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ
+∞
∫

1

f(x) dx.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ
ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÅ 1.
ðÒÉÍÅÒ 12. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

1

2
+
1

5
+
1

10
+
1

17
+ . . .+

1

1 + n2
+ . . .

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ëÏÛÉ íÁËÌÏ-
ÒÅÎÁ. þÔÏÂÙ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ
ÒÑÄÁ ÚÁÍÅÎÉÔØ n ÎÁ x. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f(x) = 1

1+x2 . ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ f(x)
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ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [1;+∞) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ É ÕÂÙ×ÁÀ-
ÝÅÊ, ÔÏ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÚÎÁËÏÍ ëÏÛÉ íÁËÌÏÒÅ-
ÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

+∞
∫

1

dx

1 + x2
= lim

b→+∞
[arctgx]b1 =

π

2
− π

4
=
π

4
.

ôÁË ËÁË ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ëÏÛÉ íÁËÌÏ-
ÒÅÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÒÑÄ.
ðÒÉÍÅÒ 13. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

∞
∑

n=1

1

n(n+ 3)
.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ëÏÛÉ íÁËÌÏ-
ÒÅÎÁ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) = 1

x(x+3) . äÁÌÅÅ,

+∞
∫

1

dx

x(x+ 3)
= lim

b→+∞

b
∫

1

dx

x(x+ 3)
= lim

b→+∞

1

3

b
∫

1

(

1

x
− 1

x+ 3

)

dx =

=
1

3
lim

b→+∞
[lnx− ln(x+ 3)]b1 =

1

3
lim

b→+∞

[

ln
x

x+ 3

]b

1

=

=
1

3
lim

b→+∞

[

ln
b

b+ 3
− ln 1

4

]

=
1

3
ln 4 = ln

3
√
4.

ôÁË ËÁË ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ëÏÛÉ íÁËÌÏ-
ÒÅÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÒÑÄ.
ðÒÉÍÅÒ 14. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

∞
∑

n=2

1

n lnn
.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ëÏÛÉ íÁËÌÏ-
ÒÅÎÁ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) = 1

x lnx . éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

+∞
∫

2

dx

x lnx
= lim

b→+∞

b
∫

2

d lnx

lnx
= lim

b→+∞
[ln lnx]b2 = lim

b→+∞
[ln ln b− ln ln 2] = +∞.

ôÁË ËÁË ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ëÏÛÉ íÁËÌÏ-

ÒÅÎÁ ÒÑÄ
∞
∑

n=2

1
n lnn ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
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ðÒÉÍÅÒ 15. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ äÉÒÉÈÌÅ
∞
∑

n=1

1

np
,

ÇÄÅ p   ÌÀÂÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
òÅÛÅÎÉÅ: ïÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÒÑÄÁ an =

1
np . åÓÌÉ p 6 0, ÔÏ ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÒÑÄÁ

an ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ n →∞. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ-
ÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ, ÒÑÄ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÈÏ-
ÄÉÔØÓÑ. äÌÑ p > 0 ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÚÎÁË ëÏÛÉ íÁËÌÏÒÅÎÁ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ
f(x) = 1

xp . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ.

1) ðÕÓÔØ p = 1. ôÏÇÄÁ ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÒÑÄÁ an =
1
n , ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ. éÍÅÅÍ

+∞
∫

1

dx

x
= lim

b→+∞

b
∫

1

dx

x
= lim

b→+∞
[lnx]b1 = lim

b→+∞
(ln b− ln 1) = +∞.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁËÕ ëÏÛÉ íÁËÌÏÒÅÎÁ ÇÁÒ-
ÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

2) ðÕÓÔØ p > 1. ôÏÇÄÁ

+∞
∫

1

dx

xp
= lim

b→+∞

b
∫

1

dx

xp
= lim

b→+∞

b
∫

1

x−pdx = lim
b→+∞

[

x−p+1

−p+ 1

]b

1

=

=
1

1− p limb→+∞

[

1

xp−1

]b

1

=
1

1− p limb→+∞

[

1

bp−1
− 1
]

=
1

p− 1 .

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁËÕ ëÏÛÉ íÁËÌÏÒÅÎÁ ÒÑÄ
äÉÒÉÈÌÅ ÐÒÉ p > 1 ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

3) åÓÌÉ p < 1, ÔÏ lim
b→+∞

1
bp−1 = +∞ É ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ äÉÒÉÈÌÅ
∞
∑

n=1

1
np ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ p > 1 É ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ

p 6 1.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÑÄÙ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÄÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÄÒÕ-

ÇÉÍÉ ÒÑÄÁÍÉ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ×ÏÐÒÏÓÁ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

∞
∑

n=1

qn

{

q < 1 ÓÈÏÄÉÔÓÑ (q > 0),
q > 1 ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ

(ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3 §1),
∞
∑

n=1

1
np

{

p 6 1 ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ,
p > 1 ÓÈÏÄÉÔÓÑ

(ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 15).
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ðÒÉÍÅÒ 16. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

n2

en
.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ en ÐÒÉ n→∞ ÒÁÓÔ�ÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ÌÀ-
ÂÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ N0(s)
(ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ s), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > N0(s) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï e

n > ns.

ïÔÓÀÄÁ, ÄÌÑ ÞÌÅÎÏ× ÒÑÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ n2

en <
n2

ns =
1

ns−2 ÐÒÉ ÌÀ-

ÂÏÍ n > N0(s).äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

1
ns−2 ÓÈÏÄÉÌÓÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ

ÕÓÌÏ×ÉÑ s − 2 > 1, ÔÏ ÅÓÔØ s > 3. ðÏÌÏÖÉÍ s = 5 É ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
n2

en <
1
n3 . ôÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÒÉÚÎÁËÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ

∞
∑

n=1

n2

en

ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

1
n3
.

ðÒÉÍÅÒ 17. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

lnn

n3/2
.

òÅÛÅÎÉÅ: ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ lnx ÐÒÉ x → +∞ ÒÁÓÔ�ÅÔ ÍÅÄ-
ÌÅÎÎÅÅ, ÞÅÍ ÌÀÂÁÑ ÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ xs (s > 0). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÇÏ s > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ N0(s), ÞÔÏ lnn < ns ÐÒÉ n > N0(s). ïÔÓÀÄÁ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï lnn

n3/2
< ns

n3/2
. ðÏÌÏÖÉÍ s = 1

3
, ÔÏÇÄÁ lnn

n3/2
< 1

n7/6
. òÑÄ

∞
∑

n=1

1
n7/6
ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ, × ÓÉÌÕ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÒÉÚÎÁËÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ É

ÒÑÄ
∞
∑

n=1

lnn
n3/2

.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÚÎÁËÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ:

29)
∞
∑

n=1

n

(n+ 2)2n
.

30)
∞
∑

n=1

1
√

n(n+ 2)
.

31)
∞
∑

n=1

1
√

(n+ 2)(n2 + 1)
.

32)
∞
∑

n=1

n2 + 3n+ 2

3n4 + n3 + 2n+ 1
.
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33)
∞
∑

n=1

1

1 + 3n
.

34)
∞
∑

n=1

1

(1 + 2n)3
.

35)
∞
∑

n=1

n2

2n2
.

36)
∞
∑

n=2

1

lnn
.

37)
∞
∑

n=2

1

(lnn)lnn
.

38)
∞
∑

n=1

ln
n4 + 3n3

n4 + 1
.

39)
∞
∑

n=1

(

√

n−
√

n− 1
)

.

40)
∞
∑

n=1

1

n

(

√

n+ 1−
√

n− 1
)

.

41)
∞
∑

n=1
n arcsin

1

n3
.

42)
∞
∑

n=1

(

√

n+ 1−
√

n+ 2
)

ln
3n+ 1

3n− 1.
éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÚÎÁË äÁÌÁÍÂÅÒÁ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ:

43)
∞
∑

n=1

2n− 1
2n

.

44)
∞
∑

n=1

1

(2n+ 1)!
.

45)
∞
∑

n=1

n!

7n
.

46)
∞
∑

n=1

n(n+ 1)

3n
.

47)
∞
∑

n=1

3n

2n(2n+ 1)
.

48)
∞
∑

n=1

n2

3n
.

49)
∞
∑

n=1

1

(5n− 4)(4n− 1) .

50)
∞
∑

n=1

n!

nn
.

51)
∞
∑

n=1

3nn!

nn
.
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éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÚÎÁË ëÏÛÉ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ:

52)
∞
∑

n=1

(

n+ 1

2n+ 5

)n

.

53)
∞
∑

n=1

(5− (−1)n)n
n · 4n .

54)
∞
∑

n=1

(

ln
2n+ 1

n+ 5

)n

.

55)
∞
∑

n=1

(

sin
1

n

)n

.

56)
∞
∑

n=1

(

cos
3

n

)n3

.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÚÎÁË, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ:

57)
∞
∑

n=2

1

n · ln2 n
.

58)
∞
∑

n=2

1

n · lnn · ln lnn.

59)
∞
∑

n=1

e−
√

n

√
n
.

60)
∞
∑

n=1

1

(2n− 1)2n.

61)
∞
∑

n=1

1√
3n− 2

.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÉÚÎÁËÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÚÎÁËÏ-
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ×:

62)
∞
∑

n=1

1
3
√
n
sin
1

n2
.

63)
∞
∑

n=1

√
n

(n+ 1)2
.

64)
∞
∑

n=1

1

n− sinn.

65)
∞
∑

n=1
ne−n.

66)
∞
∑

n=1

√
n+ 1

n3 + 5
.

67)
∞
∑

n=2

lnn

n5
.

68)
∞
∑

n=1

2n− 1
(n+ 1)2

.
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69)
∞
∑

n=1
ln
n5 + 1

n5
.

70)
∞
∑

n=1

arctgn

10n − n.

71)
∞
∑

n=1

(

31/n − 1
)

sin
π

n
.

72)
∞
∑

n=1

1

n!
.

73)
∞
∑

n=1

3n+ 1

n!
.

74)
∞
∑

n=1
ln

n+ 1

2n+ 5
.

75)
∞
∑

n=2

7
√
n

(

ln cos
1

n

)2

.

76)
∞
∑

n=1

arcsin 1n
√

n+ 1−
√

n
.

77)
∞
∑

n=1
n10e−

√
n.

78)
∞
∑

n=1
n2e−

3
√

n.

79)
∞
∑

n=2

lnn

en
.

80)
∞
∑

n=2

lnn

n!
.

81)
∞
∑

n=3

√
n+ 2−

√
n− 2

3
√
n2

.

82)
∞
∑

n=1

(

a
1
n − 2 + a− 1n

)

, a > 0, a 6= 1.

83)
∞
∑

n=1

(

√

n+ 1−
√

n
)α

arctg
1

n
.

84)
∞
∑

n=1

cos 1
n

5n
.

85)
∞
∑

n=1

(

n+ 5

3n− 1

)n

.

86)
∞
∑

n=1

1√
n
arccos

1

n
.

87)
∞
∑

n=4

(

n− 3
n+ 1

)n

.
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88)
∞
∑

n=1

(

2n+ 1

n+ 3

)
1
n

.

89)
∞
∑

n=1

2 · 5 · 8 · . . . · (3n− 1)
2 · 7 · 12 · . . . · (5n− 3).

90)
∞
∑

n=1

n
(

3 + 1n
)n .

91)
∞
∑

n=1

(

√

n+ 1− 4
√

n2 + n+ 3
)

.

92)
∞
∑

n=1

1
n
√

ln(n+ 1)
.

93)
∞
∑

n=1

(2n− 1)!!
3n · n! .

94)
∞
∑

n=1

1
n
√
n
.

95)
∞
∑

n=1

n2

2n
.

96)
∞
∑

n=1

log2n

(

1 +
1

n

)

.

97)
∞
∑

n=2

(

n1/n3 − 1
)

.

98)
∞
∑

n=1
n sin

π

3n
.

99)
∞
∑

n=2

√
n ln

n+ 1

n− 1 .

100)
∞
∑

n=1

(

cos
1√
n

)n2

.

101)
∞
∑

n=2

1

n− lnn.

102)
∞
∑

n=1

(

arcsin
1

n

)n

.

103)
∞
∑

n=2

2√
n
ln
n
√
n+ 1

n
√
n− 1 .

104)
∞
∑

n=1

(

cos
7

n

)n

.

105)
∞
∑

n=1

(

ln
1

nα
− ln sin 1

nα

)

.
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106)
∞
∑

n=1

(

ln
2n+ 3

n+ 1

)n

.

107)
∞
∑

n=2

1

n lnα n
.

108)
∞
∑

n=2

lnn

nα
.

109)
∞
∑

n=1

e−α2n, α 6= 0.

110)
∞
∑

n=1

[

n
(

31/n − 1
)]

.

111)
∞
∑

n=2

(

ln cos 1n
ln cos 3

n

)n

.

112)
∞
∑

n=2

1

n · lnn · ln2 lnn
.

113)
∞
∑

n=1

(n!)3

[(2n+ 1)!]3/2
.

§3. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ

3.1. úÎÁËÏÞÅÒÅÄÕÀÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ. ðÒÉÚÎÁË ìÅÊÂÎÉÃÁ

åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÞÌÅÎÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ, ÔÁË É ÏÔÒÉ-
ÃÁÔÅÌØÎÙÅ (ÐÒÉÞ�ÅÍ É ÔÅÈ É ÄÒÕÇÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÔÏ ÔÁËÏÊ ÒÑÄ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÞÅÒÅÄÕ-
ÀÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÒÑÄÏÍ ÓÔÏÑÝÉÅ ÞÌÅÎÁ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ
ÚÎÁËÉ. úÎÁËÏÞÅÒÅÄÕÀÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

∞
∑

n=1

(−1)n−1an = a1 − a2 + a3 − a4 + . . .+ (−1)n−1an + . . .

ÉÌÉ ÔÁË:

∞
∑

n=1

(−1)nan = −a1 + a2 − a3 + a4 − . . .+ (−1)nan + . . . ,

ÇÄÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ an (n = 1, 2, 3, . . .) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.
äÌÑ ÚÎÁËÏÞÅÒÅÄÕÀÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏ× ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏ-

ÓÔÉ ìÅÊÂÎÉÃÁ.
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úÎÁËÏÞÅÒÅÄÕÀÝÉÊÓÑ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

(−1)n−1an = a1 − a2 + a3 − a4 + . . .+ (−1)n−1an + . . . , an > 0

ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ

1) an > an+1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n,
2) lim

n→∞
an = 0.

ðÒÉÍÅÒ 1. äÏËÁÚÁÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ

1− 1
2
+
1

3
− 1
4
+ . . .+ (−1)n−11

n
+ . . .

üÔÏÔ ÒÑÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ.
òÅÛÅÎÉÅ: äÁÎÎÙÊ ÒÑÄ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÒÉÚÎÁËÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ.

þÌÅÎÙ ÒÑÄÁ ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ, ÔÁË ËÁË

1 >
1

2
>
1

3
>
1

4
> . . . É lim

n→∞
an = lim

n→∞
1

n
= 0.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÚÎÁËÏÞÅÒÅÄÕÀÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ,

ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÓÔÒÅÍÉÌÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ÷ ÐÒÉÚÎÁËÅ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÏÂÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÒÑÄÁ ÓÔÒÅÍÉÌÁÓØ Ë ÎÕÌÀ ÍÏ-
ÎÏÔÏÎÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ 2. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÉÌÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ
1√
2− 1

− 1√
2 + 1

+
1√
3− 1

− 1√
3 + 1

+ . . .+
1√
n− 1

− 1√
n+ 1

+ . . .

òÅÛÅÎÉÅ: òÑÄ ÚÎÁËÏÞÅÒÅÄÕÀÝÉÊÓÑ, ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÓÔÒÅÍÉÔ-
ÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ n→∞, ÎÏ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ ÕÂÙ×ÁÀÔ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÏ (ÎÁÒÕÛÅÎÏ ÏÄÎÏ
ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÐÒÉÚÎÁËÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ).

1√
2− 1

>
1√
2 + 1

, Á
1√
2 + 1

<
1√
3− 1

É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

íÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÞÌÅÎÁ − 1√
n+1
Ë ÞÌÅÎÕ 1√

n+1−1.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ.

óÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÉÚ 2n ÅÇÏ ÞÌÅÎÏ×.

S2n =
n+1
∑

k=2

(

1√
k − 1

− 1√
k + 1

)

=
n+1
∑

k=2

2

k − 1 = 2
n
∑

k=1

1

k
.

lim
n→∞

S2n = 2 lim
n→∞

n
∑

k=1

1

k
= +∞,
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ÔÁË ËÁË ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ
∞
∑

k=1

1
k ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÁË ËÁË limn→∞

S2n = +∞, ÔÏ ÐÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÁÎÎÙÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÚÎÁËÏÞÅÒÅÄÕÀÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉÚÎÁË ìÅÊÂÎÉÃÁ. úÎÁËÏÞÅÒÅÄÕÀÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØ-
ÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ËÏÇÄÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë
ÎÕÌÀ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ 3. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÉÌÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ

1− 1
23
+
1

34
− 1
43
+
1

54
− . . .+ 1

(2n− 1)4 −
1

(2n)3
+ . . .

òÅÛÅÎÉÅ: ïÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ n → ∞,
ÈÏÔÑ É ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÏ:

1 >
1

23
>
1

34
, Á

1

34
<
1

43
É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (É ÐÒÉÔÏÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÓÍ. ÐÕÎËÔ 3.2), ÔÁË ËÁË
ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ

1 +
1

23
+
1

34
+
1

43
+
1

54
+ . . . ,

ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏ-

ÓÑ ÒÑÄÁ
∞
∑

n=1

1
n3 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 15 §2).

3.2. áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ É ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏ×

ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÒÑÄ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ

(1) a1 + a2 + a3 + . . .+ an + . . .

óÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÏ×ÙÊ ÒÑÄ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÞÌÅÎÏ× ÒÑÄÁ (1)

(2) |a1|+ |a2|+ |a3|+ . . .+ |an|+ . . .
òÑÄ (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ, ÓÏÓÔÁ-

×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÅÇÏ ÞÌÅÎÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ (2).
òÑÄ (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÎÏ ÒÑÄ, ÓÏÓÔÁ-

×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÅÇÏ ÞÌÅÎÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÑÄ (2), ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ (2), ÔÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÒÑÄ (1).
ðÒÉÍÅÒ 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ

1− 1
2
+
1

3
− 1
4
+ . . .+ (−1)n−11

n
+ . . .

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ.
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òÅÛÅÎÉÅ: åÓÌÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÒÑÄ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÞÌÅÎÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ
ÒÑÄÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. éÓÈÏÄÎÙÊ ÒÑÄ
ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÁÎÎÙÊ ÒÑÄ
ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ

1− 1
2
+
1

22
− 1
23
+
1

24
− . . .

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.
òÅÛÅÎÉÅ: äÁÎÎÙÊ ÚÎÁËÏÞÅÒÅÄÕÀÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ìÅÊÂ-

ÎÉÃÁ. åÓÌÉ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÒÑÄ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÅÇÏ ÞÌÅÎÏ×, ÔÏ ÐÏÌÕ-
ÞÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÁÎÎÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÒÑÄ (1) Ó ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂ-

ÓÏÌÀÔÎÏ. åÓÌÉ × ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔ-
ÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÂÕÄÕÔ ÏÂÁ ÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ. åÓÌÉ ÖÅ
ÒÑÄ (1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ, ÔÏ ÒÑÄÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ
ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÅÇÏ ÞÌÅÎÏ×, ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ ÒÑÄÁÍÉ.
ðÒÉÍÅÒ 6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ

1− 1
3
+
1

2
− 1
9
+
1

4
− 1
27
+
1

8
− . . .

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.
òÅÛÅÎÉÅ: ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ

1 +
1

2
+
1

4
+
1

8
+ . . . ,

ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ

−1
3
− 1
9
− 1
27
− 1
81
− . . . ,

ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ −12. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÁÎÎÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ
É ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 2− 12 = 3

2 .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÑÄ
∞
∑

n=0
qn, ËÏ-

ÔÏÒÙÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ |q| < 1, ÐÒÉÞ�ÅÍ
∞
∑

n=0
qn = 1

1−q (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3 §1).
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úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÉÚÎÁË ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ:

114)
∞
∑

n=1

(−1)n−1
2n− 1 .

115)
∞
∑

n=1

(−1)n−1
(3n+ 5)2

.

116)
∞
∑

n=1

(−1)n−1
n!

.

117)
∞
∑

n=1

(−1)n√n
n+ 20

.

118)
∞
∑

n=2

(−1)n lnn
n

.

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÒÑÄ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ É ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ:

119)
∞
∑

n=1

(−1)n+1
nα

.

120)
∞
∑

n=2

(−1)n
lnn

.

121)
∞
∑

n=1

(−1)n+1 3√n
n+ 2

.

122)
∞
∑

n=2

(−1)n(n− 1)
8
√
n(n+ 1)

.

123)
∞
∑

n=1
(−1)n+1 tg 1

n 3
√
n
.

124)
∞
∑

n=0

(−1)n
(

3n+ 1

4n+ 5

)n

.

125)
∞
∑

n=1

(−1)n+1
n
√
n

.

126)
∞
∑

n=1
(−1)n+1n10e−n.

127)
∞
∑

n=1

(−1)n+1 2n
3n+ 2

.

128)
∞
∑

n=1

(−1)n+1
1000n+ 1

.

129)
∞
∑

n=2

(−1)n lnn
n

.

130)
∞
∑

n=2

(−1)n
n ln3 n

.
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131)
∞
∑

n=1

(−1)n+1
2n− arctgn.

132)
∞
∑

n=1
(−1)n+1(n− 1)

2

n2 + 1
.

133)
∞
∑

n=1
(−1)n+1 arctgn√

n2 + 1
.

134)
∞
∑

n=2
(−1)n lnn

n
√
n
.

§4. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ

4.1. ïÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ

u1(x), u2(x), u3(x), . . . , un(x), . . . ,

ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.
æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ×Ù-

ÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

(1) u1(x) + u2(x) + u3(x) + . . .+ un(x) + . . . =
∞
∑

n=1

un(x).

æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ (1) ÐÒÉ ÏÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x ÍÏÖÅÔ ÏËÁ-
ÚÁÔØÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÍ ÒÑÄÏÍ, Á ÐÒÉ ÄÒÕÇÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ
x   ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÍ ÒÑÄÏÍ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ (1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ
ÐÒÉ x = x0, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ x0.
ïÂÌÁÓÔØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

(2)
∞
∑

n=0

5nxn.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÏ×ÅÒÉÍ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÉÚÎÁËÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ
ÒÑÄÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÊÄ�ÅÍ lim

n→∞
5nxn. ÷ ÓÌÕÞÁÅ 5|x| > 1 lim

n→∞
5nxn 6= 0, ÚÎÁÞÉÔ

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ |x| > 1
5 ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
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ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ |x| < 1
5
. éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÒÑÄ (2) ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ. äÌÑ

ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÒÑÄÁ (2):
∞
∑

n=0

5n|x|n. ÷ÏÓÐÏÌØ-
ÚÕÅÍÓÑ ÐÒÉÚÎÁËÏÍ ëÏÛÉ

lim
n→∞

n
√

5n|x|n = lim
n→∞
5|x| = 5|x|.

åÓÌÉ |x| < 1
5 , ÔÏ 5|x| < 1 É ÒÑÄ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

ÒÑÄÁ (2) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÒÑÄ (2) ÐÒÉ |x| < 1
5 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.

éÔÁË, ÒÑÄ (2)

{

ÐÒÉ |x| < 1
5 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ,

ÐÒÉ |x| > 1
5 ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (2): |x| < 1
5
.

ðÒÉÍÅÒ 2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

(3)
∞
∑

n=2

2n

n(x+ 1)n
, x 6= −1.

òÅÛÅÎÉÅ: éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÒÑÄ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ
ÒÑÄ

(4)

∞
∑

n=2

2n

n
· 1

|x+ 1|n , x 6= −1.

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÉÚÎÁËÏÍ ëÏÛÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

lim
n→∞

n

√

2n

n
· 1

|x+ 1|n =
2

|x+ 1| ,

ÐÏÜÔÏÍÕ

ÐÒÉ 2
|x+1| < 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ x < −3, x > 1 ÒÑÄ (4) ÓÈÏÄÉÔÓÑ,

ÐÒÉ 2
|x+1| > 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ −3 < x < 1, x 6= −1 ÒÑÄ (4) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ x < −3, x > 1 ÒÑÄ (3) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, Á ÐÒÉ
−3 < x < 1, x 6= −1 ÒÑÄ (3) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ôÅÐÅÒØ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (3) ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ,

ÔÏ ÅÓÔØ × ÔÏÞËÁÈ x = −3 É x = 1. ðÕÓÔØ x = −3, ÔÏÇÄÁ ÒÑÄ (3) ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ
× ×ÉÄÅ

∞
∑

n=2

(−1)n
n . ðÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1 §3).

ðÕÓÔØ x = 1, ÔÏÇÄÁ ÒÑÄ (3) ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ
∞
∑

n=2

1
n . ðÏÌÕÞÉÌÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-

ÓËÉÊ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
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éÔÁË, ÒÑÄ (3)







ÐÒÉ x < −3, x > 1 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ,
ÐÒÉ x = −3 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ,
ÐÒÉ −3 < x 6 1 ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ (3) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ x 6 −3 É ÐÒÉ x > 1.

4.2. óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ. òÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ

åÓÌÉ ÞÌÅÎÙ un(x) ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (1) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉ-
ÑÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x, ÔÏ ÒÑÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄ ×ÉÄÁ

(5)

∞
∑

n=0

an(x− x0)n =

= a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + . . .+ an(x− x0)n + . . . ,
ÇÄÅ x0   ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á a0, a1, a2, a3, . . .   ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ x0 = 0, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ

(6)
∞
∑

n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n + . . .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ (5) É (6) ×ÓÅÇÄÁ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÐÒÉ x = x0 ÉÌÉ x = 0
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ëÁÖÄÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ (5) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÓÈÏ-
ÄÉÍÏÓÔÉ {x : |x− x0| < R} . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (5) ÉÌÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
Ó ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÎÅÍÕ ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ
ÏÂÅÉÈ ËÏÎÃÅ×ÙÈ ÔÏÞÅË.
þÉÓÌÏ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. åÓÌÉ ÒÁÄÉ-

ÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R = 0, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÉ x = x0. åÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R = +∞, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏ-
ÓÔÉ ÒÑÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
x ∈ (−∞; +∞). åÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ R > 0, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (x0 − R;x0 + R), ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏ, Ó ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÎÅÍÕ ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ ÏÂÅÉÈ ËÏÎÃÅ×ÙÈ ÔÏÞÅË.
òÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÏÛÉ áÄÁÍÁÒÁ

(7)
1

R
= lim

n→∞
n
√

|an| (ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).

òÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎ ÔÁËÖÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(8) R = lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an

an+1

∣

∣

∣

∣

(ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).
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ðÒÉ R 6= 0 ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (5) × ÔÏÞËÁÈ x = x0 − R É x = x0 + R

ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ. áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (5) ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÏÎÃÏ×
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÌÅÞ�ÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ É ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ
ËÏÎÃÅ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ.
ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ

∞
∑

n=1

3nxn

n2
.

òÅÛÅÎÉÅ: ôÁË ËÁË an =
3n

n2 , ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (7).

1

R
= lim

n→∞
n

√

3n

n2
= 3 =⇒ R =

1

3
.

äÌÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ

ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ × ÔÏÞËÁÈ x = −1
3
É x = 1

3
. ðÕÓÔØ x = −1

3
, ÔÏÇÄÁ 3

n

n2
·
(

−1
3

)n
= (−1)n

n2
,

É ÒÑÄ
∞
∑

n=1

(−1)n
n2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ôÅÐÅÒØ ÐÕÓÔØ x =

1
3, ÔÏÇÄÁ

3n

n2 ·
(

1
3

)n
= 1

n2 , É ÒÑÄ
∞
∑

n=1

1
n2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 15 §2).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
ÏÔÒÅÚÏË

[

−13; 13
]

.

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

(9) x+
x2

2
+
x3

3
+ . . .+

xn

n
+
xn+1

n+ 1
+ . . .

òÅÛÅÎÉÅ: õ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ an =
1
n . ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (8). òÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉ-

ÍÏÓÔÉ

R = lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an

an+1

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

n+ 1

n
= 1.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−1; 1). ôÅÐÅÒØ ÉÓÓÌÅ-
ÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÁÈ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ x = −1
É ÐÒÉ x = 1. åÓÌÉ x = −1, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÑÄ

−1 + 1
2
− 1
3
+ . . .+ (−1)n 1

n
+ . . . ,

ËÏÔÏÒÙÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÐÒÉÚÎÁËÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. åÓÌÉ x = 1, ÔÏ ÉÚ (9) ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÌÁÓÔØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË

[−1; 1).
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ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ
∞
∑

n=1

xn

n!
.

òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ

an =
1

n!
, an+1 =

1

(n+ 1)!
.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (8). òÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ

R = lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an

an+1

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

(n+ 1)!

n!
= lim

n→∞
(n+ 1) = +∞.

ôÁË ËÁË R = +∞, ÔÏ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x.

4.3. äÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ

÷ÎÕÔÒÉ ÏÂÝÅÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ |x− x0| < R ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×

∞
∑

n=0

an(x− x0)n,
∞
∑

n=0

bn(x− x0)n

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

Á) ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×

∞
∑

n=0

an(x− x0)n +
∞
∑

n=0

bn(x− x0)n =
∞
∑

n=0

(an + bn)(x− x0)n,

Â) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×

∞
∑

n=0

an(x− x0)n ·
∞
∑

n=0

bn(x− x0)n =
∞
∑

n=0

cn(x− x0)n,

ÇÄÅ cn =

n
∑

k=0

akbn−k = a0bn + a1bn−1 + . . .+ anb0,

×) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ
[ ∞
∑

n=0

an(x− x0)n
]′

=
d

dx

∞
∑

n=0

an(x− x0)n =
∞
∑

n=0

(n+ 1)an+1(x− x0)n,
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Ç) ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ
∫

[ ∞
∑

n=0

an(x− x0)n
]

dx =

∞
∑

n=0

an

n+ 1
(x− x0)n+1 + C, ÇÄÅ C   ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÒÉÍÅÒ 6. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

(10) ln(1− x3) = −x3 − x6

2
− x9

3
− . . .− x3n

n
− . . . ÐÒÉ |x| < 1

É

(11) ln(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− . . .− xn

n
− . . . ÐÒÉ |x| < 1.

îÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x0 = 0 ÆÕÎËÃÉÉ
f(x) = ln(1 + x+ x2) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−1; 1).
òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) × ×ÉÄÅ

f(x) = ln(1 + x+ x2) = ln
1− x3
1− x = ln(1− x

3)− ln(1− x).

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× É ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ (10) É (11), ÐÏÌÕÞÉÍ

ln(1 + x+ x2) =

= −x− x2

2
−
(

1 +
1

3

)

x3 − x4

4
− x5

5
−
(

1

2
+
1

6

)

x6 − x7

7
− . . . , |x| < 1.

ðÒÉÍÅÒ 7. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = arctgx × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ 0 ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−1; 1), ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

(12)
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + . . .+ (−1)n−1x2n−2 + . . . , |x| < 1.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÏÓËÏÌØËÕ

arctgx =

x
∫

0

dt

1 + t2
,

ÔÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12) É Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ï ÐÏÞÌÅÎÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÔÅ-
ÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×, ÐÏÌÕÞÉÍ

arctgx =

x
∫

0

(1− t2 + t4 − t6 + . . .+ (−1)n−1t2n−2 + . . .) dt =

= x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . .+ (−1)n−1 x

2n−1

2n− 1 + . . . , |x| < 1.
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ðÒÉÍÅÒ 8. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ

f(x) =
1

(1− x)2

× ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ 0 ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−1; 1), ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

1

1− x = 1 + x+ x
2 + x3 + . . .+ xn + . . .

òÅÛÅÎÉÅ: ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ

1

(1− x)2 =
(

1

1− x

)′
= (1 + x+ x2 + x3 + . . .+ xn + . . .)′ =

= 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ nxn−1 + . . .

ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÅ
ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ x, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ
ÕÓÌÏ×ÉÀ −1 < x < 1.
ðÒÉÍÅÒ 9. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ

1 + 3x2 + 5x4 + 7x6 + . . . =

∞
∑

n=0

(2n+ 1)x2n ÐÒÉ |x| < 1.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÒÁÚ-
ÌÏÖÅÎÉÅ

∞
∑

n=0

xn =
1

1− x ÐÒÉ |x| < 1 (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÎÁ Ó. 28),

ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

1

1− xp
=

∞
∑

n=0

xpn, |x| < 1

ÉÌÉ × ×ÉÄÅ

1

1 + xp
=

1

1− (−xp)
=

∞
∑

n=0

(−xp)n =
∞
∑

n=0

(−1)nxpn, |x| < 1,

Á ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÓÔÅ-
ÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ

(13)

∞
∑

n=0

x2n+1 = x+ x3 + x5 + x7 + . . . = x ·
(

1 + x2 + x4 + x6 + . . .
)

=

= x ·
∞
∑

n=0

x2n = x · 1

1− x2 =
x

1− x2 ÐÒÉ |x| < 1.

ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ÒÑÄ

(14)

( ∞
∑

n=0

x2n+1

)′

=
∞
∑

n=0

(

x2n+1
)′
=

∞
∑

n=0

(2n+ 1)x2n.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÑ (14) É (13), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ

∞
∑

n=0

(2n+ 1)x2n =

( ∞
∑

n=0

x2n+1

)′

=

(

x

1− x2
)′
=

=
1− x2 − x(−2x)
(1− x2)2 =

1 + x2

(1− x2)2 ÐÒÉ |x| < 1.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ:

135)
∞
∑

n=0

(−1)n
xn

.

136)
∞
∑

n=1

1

x2n + 1
.

137)
∞
∑

n=1

n

3nx − 1 .

138)
∞
∑

n=1

(

x(x+ n)

n

)n

.

139)
∞
∑

n=1

xn

1 + x2n
.

140)
∞
∑

n=1

n

n2 + 1

(

1 + 2x

1 + 3x

)n

.

141)
∞
∑

n=1

1

n 5
√
n

(

1 + 2x

4 + x

)n

.

142)
∞
∑

n=2
(−1)n n− 1

5
√
n(n+ 1)

(

x

3x− 1

)n

.
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143)
∞
∑

n=1

(−1)n+1
np

(

2 + 3x

3 + x

)n

.

144)
∞
∑

n=2

(−1)n
3
√
n− lnn

(

1 + x

3 + 2x

)n

.

145)
∞
∑

n=1

1

ln(1 + n)

(

1− x
1 + x

)n

.

146)
∞
∑

n=1

xn

1− xn
.

147)
∞
∑

n=2

nlnx.

148)
∞
∑

n=1

cosnx

n3
.

149)
∞
∑

n=0
tg

x

an
.

150)
∞
∑

n=0
xn sin

x

an
, a > 1.

151)
∞
∑

n=0

cosnx

anx
, a > 1.

152)
∞
∑

n=2

1

n lnn

(

x+ 5

x+ 3

)n

.

153)
∞
∑

n=0

1

2n

(

2x+ 1

x+ 5

)n

.

îÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ:

154)
∞
∑

n=0

xn.

155)
∞
∑

n=0
5nxn.

156)
∞
∑

n=0
(ax)n, a 6= 0.

157)
∞
∑

n=0
(n+ 1)2xn.

158)
∞
∑

n=1

xn

lnn
.

159)
∞
∑

n=2

xn

√
n− lnn.

160)
∞
∑

n=0

(x− 1)n
2n+ 1

.

161)
∞
∑

n=1
n!xn.
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162)
∞
∑

n=1

xn

n!
.

163)
∞
∑

n=1

n5xn

n+ 2
.

164)
∞
∑

n=0

xn

(
√
n+ 1)n

.

165)
∞
∑

n=1

(2n)!!xn

n!
.

166)
∞
∑

n=1

xn

nn
.

167)
∞
∑

n=1

(x− 5)n
n+ 5

.

168)
∞
∑

n=1

xn

n · 10n .

169)
∞
∑

n=1
e−nxn.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÏÞÌÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÎÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ
ÒÑÄÁ:

170) x+
x2

2
+
x3

3
+
x4

4
+ . . .

171) x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . .

172) x+
x3

3
+
x5

5
+
x7

7
+ . . .

173)
x2

2
+
x4

4
+
x6

6
+
x8

8
+ . . .

174)
x2

2
− x4

4
+
x6

6
− x8

8
+ . . .

175) x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . .

176) 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + . . .

177) 1− 3x2 + 5x4 − 7x6 + . . .
178) 1− 2x+ 3x2 − 4x3 + . . .
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§5. òÑÄÙ ôÅÊÌÏÒÁ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ
ÒÑÄ

5.1. òÑÄÙ ôÅÊÌÏÒÁ

òÑÄ ×ÉÄÁ
∞
∑

n=0

an(x− x0)n =
∞
∑

n=0

fn(x0)

n!
(x− x0)n, an =

fn(x0)

n!

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ x0.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ (ÓÍ. §4), ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ

∞
∑

n=0

fn(x0)

n!
(x− x0)n,

ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ R, × ÉÎÔÅÒ-
×ÁÌÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (x0 − R;x0 + R) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ

S(x) =
∞
∑

n=0

fn(x0)

n!
(x− x0)n.

æÕÎËÃÉÉ f(x) É S(x) ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (x0−R;x0+R).
ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉ× ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ f (n)(x0), ÎÁÐÉÓÁÔØ 3 ÏÔÌÉÞ-

ÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÞÌÅÎÁ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ x0.

f(x) = 2
√

x, x0 = 4, n = 3.

òÅÛÅÎÉÅ:

f(4) = 4,

f ′(4) = ln 2
2 x
− 122

√
x
∣

∣

∣

x=4
= ln 2,

f ′′(4) = ln 2
4
· 2

√

x

x

(

ln 2− x− 12
)∣

∣

∣

x=4
= ln 2

4

(

ln 2− 1
2

)

.

ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ:

4 + ln 2 · (x− 4) + ln 2
16
· (2 ln 2− 1) · (x− 4)2 + . . .

5.2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ

÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÞÌÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏ-
ÇÏ ÒÑÄÁ ×ÎÕÔÒÉ ÅÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÓÍ. ÐÕÎËÔ 4.3), Á ÔÁËÖÅ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÅÌÁÀÔ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÎÅÚÁÍÅÎÉÍÙ-
ÍÉ ËÁË × ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ, ÔÁË É × ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
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×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ
ÏÂÌÁÓÔÉ ÅÇÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.
âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (x0 − R;x0 + R) ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, ÓÈÏÄÑ-
ÝÉÊÓÑ Ë f(x) ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÔÏ ÅÓÔØ

f(x) =

∞
∑

n=0

an(x− x0)n, x ∈ (x0 −R;x0 + R).

÷ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ Ï ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

1) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (x0−R;x0+
R) × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ
f(x) × ÔÏÞËÅ x0.

2) äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÁÓØ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ×
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÌÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏ×.

3) äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ × ÒÑÄ ôÅÊÌÏ-
ÒÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (x0 − R;x0 + R), ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ
ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ × ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ × ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÜÔÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ

Rn(f, x, x0) =
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)n+1, 0 < θ < 1

ÓÔÒÅÍÉÌÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ n→∞ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ.
óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ.

Á) îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ.
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁÈÏÄÑ f (n)(x0), ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÒÑÄ

∞
∑

n=0

fn(x0)

n!
(x− x0)n,

ÎÁÈÏÄÑÔ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ É ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÀÔ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(x) =
∞
∑

n=0

fn(x0)

n!
(x− x0)n.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = ex × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ×
ÔÏÞËÅ x0 = 0.
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òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ, ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) :

f ′(x) = ex, f ′′(x) = ex, . . . , f (n)(x) = ex, . . .

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÁÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É Å�Å ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÐÒÉ x = 0.

f(0) = e0 = 1, f ′(0) = e0 = 1, . . . , f (n)(0) = e0 = 1, . . .

CÏÓÔÁ×ÉÍ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ.

(1) 1 +
1

1!
x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 + . . .+

1

n!
xn + . . .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÒÁÄÉÕÓÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R ÜÔÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÉÍÅÅÍ

R = lim
n→∞

(n+ 1)!

n!
= lim

n→∞
n+ 1 = +∞,

ÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x.
÷ÙÑÓÎÉÍ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË-

ÃÉÉ ex. ôÁË ËÁË

f (n+1)(x) = ex,

ÔÏ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ × ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

Rn(e
x, x, 0) =

eθx

(n+ 1)!
xn+1 <

ex

(n+ 1)!
xn+1

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ θ, 0 < θ < 1.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ x ∈ (−∞; +∞)

lim
n→∞

Rn(e
x, x, 0) = lim

n→∞
ex

(n+ 1)!
xn+1 = 0.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÑÄ (1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ex ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ (−∞; +∞).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . ,

ÇÄÅ −∞ < x < +∞.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÎÅÐÏ-

ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Å�Å ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ f (n)(x0), n = 1, 2, 3, . . . ÐÏÚ×Ï-
ÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÔÏÌØËÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ× ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÊÔÉ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ f (n)(x0) ÂÙ×ÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅ
ÇÏ×ÏÒÑ ÕÖÅ ÏÂ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f(x).

Â) éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÔÁÂÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ.
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äÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ×
ÔÏÞËÅ x0 = 0 ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÕËÁÚÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ.

ex =
∞
∑

n=0

xn

n! = 1 + x+
x2

2! +
x3

3! + . . .+
xn

n! + . . . , |x| <∞,

sinx =
∞
∑

n=0
(−1)n x2n+1

(2n+1)! = x− x3

3! +
x5

5! − . . .+ (−1)n x2n+1

(2n+1)! + . . . ,

|x| <∞,
cosx =

∞
∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+ x4

4!
− . . .+ (−1)n x2n

(2n)!
+ . . . , |x| <∞,

shx =
∞
∑

n=0

x2n+1

(2n+1)! = x+
x3

3! +
x5

5! + . . .+
x2n+1

(2n+1)! + . . . , |x| <∞,

chx =
∞
∑

n=0

x2n

(2n)! = 1 +
x2

2! +
x4

4! + . . .+
x2n

(2n)! + . . . , |x| <∞,

ln(1 + x) =
∞
∑

n=1

(−1)n−1xn

n
= x− x2

2
+ x3

3
− . . .+ (−1)n−1xn

n
+ . . . ,

−1 < x 6 1,

ln(1− x) = −
∞
∑

n=1

xn

n = −
(

x+ x2

2 +
x3

3 + . . .+
xn

n + . . .
)

, −1 6 x < 1,

(1 + x)m = 1 +
∞
∑

n=1

m(m−1)(m−2)...(m−n+1)
n! xn = 1 +mx+ m(m−1)

2! x2+

+m(m−1)(m−2)
3! x3 + . . .+ m(m−1)(m−2)...(m−n+1)

n! xn + . . . ,
m ∈ R, |x| < 1.

ðÒÉ×ÅÄ�ÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.
1
1+x = 1− x+ x2 − x3 + . . .+ (−1)nxn + . . . , |x| < 1,
1
1−x = 1 + x+ x2 + x3 + . . .+ xn + . . . , |x| < 1,
1√
1+x

= 1− 1
2
x+ 1·3

2·4x
2 − . . .+ (−1)n (2n−1)!!

(2n)!!
xn + . . . , |x| < 1,

1√
1−x

= 1 + 12x+
1·3
2·4x

2 + . . .+ (2n−1)!!(2n)!! x
n + . . . , |x| < 1,

√
1 + x = 1 + 12x− 1

2·4x
2 + . . .+ (−1)n (2n−1)!!(2n+2)!!x

n+1 + . . . , |x| < 1,√
1− x = 1− 12x− 1

2·4x
2 − . . .− (2n−1)!!(2n+2)!!x

n+1 − . . . , |x| < 1.
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

n! = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 3 · 2 · 1,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 7! = 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1.
ä×ÏÊÎÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÁÌ ÞÉÓÌÁ n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

n!! = n · (n− 2) · (n− 4) · . . . ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 7!! = 7 · 5 · 3 · 1, 10!! = 10 · 8 · 6 · 4 · 2.
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÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

(2n− 1)!! = (2n− 1) · (2n− 3) · . . . · 7 · 5 · 3 · 1,
(2n)!! = (2n) · (2n− 2) · . . . · 8 · 6 · 4 · 2.

ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = e1−2x
3

× ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
× ÔÏÞËÅ x0 = 0.
òÅÛÅÎÉÅ: ðÏÓËÏÌØËÕ e1−2x

3

= e ·e−2x3, ÔÏ, ÐÏÌÁÇÁÑ −2x3 = y É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ
ÔÁÂÌÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ey, ÉÍÅÅÍ ÒÑÄ

e1−2x
3

= e · e−2x3 = e · ey = e ·
(

1 + y +
y2

2!
+ . . .+

yn

n!
+ . . .

)

=

= e ·
(

1 + (−2x3) + (−2x
3)2

2!
+ . . .+

(−2x3)n
n!

+ . . .

)

=

= e− 2ex3 + 2
2e

2!
x6 + . . .+ (−1)n2

ne

n!
x3n + . . .

ôÁË ËÁË ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ ÆÕÎËÃÉÉ ey ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ y, ÔÏ É ÒÁÚ-
ÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ |x| <∞.
ðÒÉÍÅÒ 4. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = 1

1+4x2 × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
× ÔÏÞËÅ x0 = 0.
òÅÛÅÎÉÅ: ðÏÌÁÇÁÑ 4x2 = y É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÁÂÌÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ

ÆÕÎËÃÉÉ 1
1+y , ÉÍÅÅÍ ÒÑÄ

1

1 + 4x2
= 1− 4x2 + (4x2)2 − (4x2)3 + . . .+ (−1)n(4x2)n + . . . =

= 1− 4x2 + 16x4 − 64x6 + . . .+ (−1)n4nx2n + . . .
üÔÏÔ ÒÑÄ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ x ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |y| < 1, ÔÏ ÅÓÔØ
|4x2| < 1, É ÚÎÁÞÉÔ ÄÌÑ x ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ −12 < x < 1

2 .

×) éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÒÑÄÏ×.
÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ-

ÞÉÔØ, ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÔÁÂÌÉÞÎÙÅ ÉÌÉ ÒÁÎÅÅ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.
ðÒÉÍÅÒ 5. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = 1

x2−2x−3 × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x0 = 0.
òÅÛÅÎÉÅ:

f(x) =
1

x2 − 2x− 3 =
1

4

(

1

x− 3 −
1

x+ 1

)

= − 1
12
· 1
1− x

3

− 1
4
· 1
1 + x

.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ 1
1+y É

1
1−y , ÉÍÅÅÍ

1

1− x
3

= 1 +
x

3
+
(x

3

)2

+ . . .+
(x

3

)n

+ . . . ,
∣

∣

∣

x

3

∣

∣

∣
< 1
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É
1

1 + x
= 1− x+ x2 − . . .+ (−1)nxn + . . . , |x| < 1,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(2) f(x) = − 1
12

(

1 +
x

3
+
(x

3

)2

+ . . .+
(x

3

)n

+ . . .

)

−

− 1
4
(1− x+ x2 − . . .+ (−1)nxn + . . .) =

= −1
3
+
2

9
x− 7
27
x2 + . . .+

(

(−1)n+1
4

− 1
12
·
(

1

3

)n)

xn + . . .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒ×ÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ 1
1−x

3
ÐÒÉ |x| < 3, Á ×ÔÏÒÏÊ   Ë

ÆÕÎËÃÉÉ 1
1+x ÐÒÉ |x| < 1, ÔÏ ÒÑÄ (2) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ 1

x2−2x−3 ÐÒÉ
|x| < 1.
ðÒÉÍÅÒ 6. òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = ln(1 + x+ x2) ×

ÔÏÞËÅ x0 = 0.
òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÄÁÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ × ×ÉÄÅ

ln(1− x+ x2) = ln 1 + x
3

1 + x
= ln(1 + x3)− ln(1 + x).

ôÅÐÅÒØ ÒÁÚÌÏÖÉÍ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ln(1+x3) É ln(1+x).

ln(1 + x3) = x3 − x6

2
+ x9

3
− . . .+ (−1)n−1x3n

n
+ . . . , |x3| < 1, |x| < 1,

ln(1 + x) = x− x2

2 +
x3

3 − . . .+ (−1)n−1x
n

n + . . . , |x| < 1.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

ln(1− x+ x2) =

= x− x2

2
+

(

1 +
1

3

)

x3 − x4

4
+
x5

5
−
(

1

2
+
1

6

)

x6 +
x7

7
− . . . , |x| < 1.

äÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x0 6= 0
ÞÁÓÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÅÔÏÄ: ××ÏÄÉÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ t = x−x0
É ÉÝÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ∗(t) = f(t+x0) × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ
t (Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ t0 = 0)

f ∗(t) =
∞
∑

n=0

ant
n, |t| < R,

ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

f(x) =

∞
∑

n=0

an(x− x0)n, |x− x0| < R.
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ðÒÉÍÅÒ 7. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = 1
x
× ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ×

ÔÏÞËÅ x0 = −3.
òÅÛÅÎÉÅ: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ t = x+ 3, ÔÏÇÄÁ x = t− 3, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

f(x) = f ∗(t) =
1

t− 3 = −
1

3
· 1
1− t

3

.

ðÏÌÁÇÁÅÍ t
3
= y É, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÁÂÌÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ 1

1−y
, ÉÍÅÅÍ

ÒÑÄ

f ∗(t) = −1
3

(

1 +
t

3
+

(

t

3

)2

+ . . .+

(

t

3

)n

+ . . .

)

,

|y| < 1,
∣

∣

∣

∣

t

3

∣

∣

∣

∣

< 1, −3 < t < 3.

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

1

x
= −1
3
− (x+ 3)

32
− (x+ 3)

2

33
− . . .− (x+ 3)

n

3n+1
− . . . ,

− 3 < x+ 3 < 3, −6 < x < 0.

Ç) ðÏÞÌÅÎÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÑÄÏ×.
ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

f(x) = f(x0) +

x
∫

x0

ϕ(t) dt,

ÇÄÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

ϕ(t) =

∞
∑

n=0

an(t− x0)n

×ÎÕÔÒÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ |t− x0| < R ÉÚ×ÅÓÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(x) = f(x0) +

∞
∑

n=0

an(x− x0)n+1
n+ 1

, |x− x0| < R.

ðÒÉÍÅÒ 8. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ

f(x) =

x
∫

0

ϕ(t) dt, ϕ(t) =

{

ln(1+t)
t , t 6= 0,
1, t = 0

× ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x0 = 0 ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ |x| < 1.
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òÅÛÅÎÉÅ: òÁÚÌÁÇÁÑ ÆÕÎËÃÉÀ ln(1+t)
t × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ

t0 = 0 É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÑÄ, ÉÍÅÅÍ

f(x) =

x
∫

0

ln(1 + t)

t
dt =

x
∫

0

1

t

(

t− t2

2
+ . . .+ (−1)n−1t

n

n
+ . . .

)

dt =

=

x
∫

0

(

1− t

2
+ . . .+ (−1)n−1t

n−1

n
+ . . .

)

dt, −1 < t 6 1, t 6= 0.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

f(x) = x− x2

4
+
x3

9
+ . . .+ (−1)n−1x

n

n2
+ . . .

üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É × ÔÏÞËÅ x = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ |x| < 1, ÓÍ. ÔÁËÖÅ
ÐÒÉÍÅÒ 7 §4.
Ä) ðÏÞÌÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÑÄÏ×.
ðÕÓÔØ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. åÓÌÉ

ÕÄÁÓÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g(x), ÞÔÏ f(x) = g′(x), ÔÏ, ÒÁÚÌÏÖÉ× ÆÕÎË-
ÃÉÀ g(x) × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ É ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×Á× ÅÇÏ ÐÏÞÌÅÎÎÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ ÆÕÎËÃÉÉ f(x). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ
ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÇÄÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ
g(x).
ðÒÉÍÅÒ 9. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = 1

(1+x)2 × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
× ÔÏÞËÅ x0 = 0.
òÅÛÅÎÉÅ: ðÏÓËÏÌØËÕ 1

(1+x)2 = −
(

1
1+x

)′
, ÔÏ ÉÍÅÅÍ

1

(1 + x)2
= −

(

1

1 + x

)′
= −(1− x+ x2 − x3 + . . .+ (−1)nxn + . . .)′ =

= 1− 2x+ 3x2 − . . .+ (−1)n−1nxn−1 + . . .

ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÅ
ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ −1 < x < 1, ÓÍ. ÔÁËÖÅ
ÐÒÉÍÅÒÙ 8 É 9 §4.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÐÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x0 = 0 É
ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ:

179) shx =
ex − e−x

2
.
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180) chx =
ex + e−x

2
.

181) ax, a > 0, a 6= 1.
182) x2e−2x.
183) sinx2.
184) sin2 x.
185) cos2 x.
186) sin3 x.

187)
1

1− x2 .

188)
1

1 + x4
.

189)
1

1 + 2x
.

190)
3

4− x.

191)
1

3 + 2x
.

192)
1

2 + 3x2
.

193)
5x− 1

x2 − 5x+ 6.

194)
2x+ 3

x2 − 4x+ 3.

195)
x− 7

6− x− x2 .
196) ln(1− x2).

197) ln 5

√

1 + x

1− x.

198) ln
1 + 3x

1− 3x.
199) ln(1 + 5x).
200) ln(5 + 2x).
201) ln(1 + 2x2).

202) ln
2x+ 1

3x+ 1
.

203) ln(x2 − 5x+ 4).
204) ln(x2 − 10x+ 9).
205) ln(6 + x− x2).
206) ln(1− x+ x2).
207) ln(1 + x+ x2).
208)

√
1 + x2.
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209) 5
√
1 + x.

210) 3
√
27 + x.

211)
1√
4− x2

.

212)
1√
9 + x2

.

213) x arcsinx.

214) x2 arctgx.

215) arctg
x

2
.

216) arcsin 3x.

217) ln
(

3x+
√
1 + 9x2

)

.

218)

x
∫

0

sin t

t
dt.

219)

x
∫

0

arctg t

t
dt.

220)

x
∫

0

et − 1
t

dt.

îÁÐÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x0 É ÎÁÊÔÉ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ:

221) x3 − x, x0 = −1.
222) ex, x0 = −2.
223)

1

x
, x0 = −3.

224)
√
x, x0 = 4.

225) 3
√
x, x0 = −1.

226)
1

2− x− x2 , x0 = −3.

227)
1

x2 + 3x+ 2
, x0 = −4.

228) lnx, x0 = 1.

229) sin 3x, x0 = −
π

3
.

230) sin
πx

4
, x0 = 2.

231) sin
πx

3
, x0 = 1.
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§6. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×

6.1. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÒÑÄÏ× Ë ÐÒÉÂÌÉÖ�ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ

òÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ (ÓÍ. §5) ÍÏÖ-
ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÉÂÌÉÖ�ÅÎÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
ðÕÓÔØ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ f(x0) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ×

ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ

(1) f(x) =
∞
∑

n=0

anx
n, |x| < R, x0 ∈ (−R;R).

ôÏÇÄÁ

f(x0) = a0 + a1x0 + a2x
2
0 + . . .+ anx

n
0 + . . .

úÁÍÅÎÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x0) ÓÕÍÍÏÊ n ÞÌÅÎÏ× ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ

Sn = a0 + a1x0 + a2x
2
0 + . . .+ an−1x

n−1
0 ,

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉÂÌÉÖ�ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x0), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÛÉÂËÁ ÒÁ×ÎÁ

(2) |rn(x)| = |anx
n
0 + an+1x

n+1
0 + . . . |.

÷ ÓÉÌÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (1) × ÔÏÞËÅ x = x0, ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n

ÜÔÁ ÏÛÉÂËÁ ÓÔÁÎÅÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ É Sn ÄÁ�ÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x0) Ó ÌÀÂÏÊ
ÎÁÐÅÒ�ÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f(x0) Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ
ÎÁÄÏ ÕÍÅÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÏÃÅÎËÕ ÏÓÔÁÔËÁ (2), ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÂÒÁÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ× × Sn.

ïÃÅÎËÁ ÏÓÔÁÔËÁ ÒÑÄÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÁ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÐÒÉÚÎÁËÕ
ìÅÊÂÎÉÃÁ (ÓÍ. ÐÕÎËÔ 3.1). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÔÁÔÏË ÉÍÅÅÔ ÚÎÁË Ó×ÏÅÇÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÞÌÅÎÁ É ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÇÏ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ rn ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

ÓÕÍÍÙ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÞÌÅÎÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × rn. äÌÑ ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÓÔÁÒÁÀÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÌÅÇËÏ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÊ ÒÑÄ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×, ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÉ ÂÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ
ÞÌÅÎÏ× ÏÓÔÁÔËÁ, É ÏÃÅÎÉ×ÁÀÔ ÏÓÔÁÔÏË ÓÕÍÍÏÊ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10−4 ÚÎÁÞÅÎÉÅ cos 18◦.
òÅÛÅÎÉÅ:

cos 18◦ = cos
π

10
=

∞
∑

n=0

(−1)n
(2n)!

· π
2n

102n
.

ôÁË ËÁË ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÐÒÉÚÎÁËÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÔÏ ÅÇÏ ÏÓÔÁÔÏË rn ÎÅ
ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÉÚ ÞÌÅÎÏ× × rn. îÁÊÄ�ÅÍ n ÉÚ
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ÕÓÌÏ×ÉÑ

|rn| < 10−4, ÔÏ ÅÓÔØ
π2n

(2n)! · 102n < 10
−4.

ðÒÉ n = 1 ÉÍÅÅÍ

π2

2! · 102 =
π2

200
>
32

200
> 10−4.

ðÒÉ n = 2

π4

4! · 104 =
1

104
· π · π · π

2

2 · 3 · 4 > 10−4.

ðÒÉ n = 3

π6

6! · 106 =
1

104
· π6

6! · 102 =
1

104
· π6

26 · 32 · 53 =
1

104
· π
24
· π
2

62
· π
3

53
< 10−4.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÔÒÉ ÞÌÅ-
ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. éÍÅÅÍ

cos 18◦ = 1− π2

2! · 102 +
π4

4! · 104 ≈ 0, 951.

ðÒÉÍÅÒ 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10−4 ÚÎÁÞÅÎÉÅ 4
√
630.

òÅÛÅÎÉÅ:

4
√

630 = 4
√

625 + 5 = 4
√

625(1 + 0, 008) = 5 4
√

1 + 0, 008 = 5(1 + 0, 008)
1
4 .

éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ ÆÕÎËÃÉÉ (1+x)m. ðÏÌÁÇÁÑ x = 0, 008 É m = 1
4 ,

ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

(1 + 0, 008)
1
4 = 1 +

1

4
· 0, 008− 3

16 · 2!(0, 008)
2+

3 · 7
64 · 3!(0, 008)

3− . . . =
= 1 + 0, 002− 0, 000006 + 0, 000000028− . . .

üÔÏÔ ÒÑÄ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÐÒÉÚÎÁËÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÏÓÔÁÔÏË ÎÅ ÐÒÅ-
×ÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÉÚ ÞÌÅÎÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÏÓÔÁÔÏË.
÷ ÓÌÕÞÁÅ n = 3 |r3| 6 5 ·6 ·10−6 = 3 ·10−5 < 10−4. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
×ÚÑÔØ Ä×Á ÞÌÅÎÁ ÒÑÄÁ

4
√

630 = 5 4
√

1 + 0, 008 = 5(1 + 0, 002) = 5, 01.

ðÒÉÍÅÒ 3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10−3 ÉÎÔÅÇÒÁÌ
1
2
∫

0

dx
3
√
1 + x2

.
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òÅÛÅÎÉÅ:
1
2
∫

0

dx
3
√
1 + x2

=

1
2
∫

0

(1 + x2)−
1
3 dx.

òÁÚÌÏÖÉÍ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ×ÉÄÁ (1 + x)m × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ (×
ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ m = −13) É ÚÁÍÅÎÉÍ x ÎÁ x2.

(1 + x2)−
1
3 = 1− 1

3
x2 +

2

9
x4 − 14

81
x6 + . . .

ôÁË ËÁË ÏÔÒÅÚÏË ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ
[

0; 12
]

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (−1; 1), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏÞÌÅÎÎÏ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ
ÐÒÅÄÅÌÁÈ

1
2
∫

0

dx
3
√
1 + x2

=

1
2
∫

0

(

1− 1
3
x2 +

2

9
x4 − 14

81
x6 + . . .

)

dx =

=

[

x− x3

9
+
2x5

45
− 14x

7

567
+ . . .

]
1
2

0

=
1

2
− 1
72
+
1

720
− 7

36288
+ . . .

÷ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÚÎÁËÏÞÅÒÅÄÕÀÝÅÍÓÑ ÒÑÄÅ ÞÅÔ×�ÅÒÔÙÊ ÞÌÅÎ ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÍÕ
ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÍÅÎØÛÅ 0, 001. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÏÂÅÓÐÅ-
ÞÅÎÁ, ÅÓÌÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÞÌÅÎÁ ÒÑÄÁ.

1
2
∫

0

dx
3
√
1 + x2

≈ 1
2
− 1
72
+
1

720
=
39

80
= 0, 4875.

ôÁË ËÁË ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÉÍÅÅÔ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ
ÐÒÉÂÌÉÖ�ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ Ó ÉÚÂÙÔËÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔ×ÅÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ
0, 001 ÒÁ×ÅÎ 0, 487.
ðÒÉÍÅÒ 4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ln 2 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10−4.
òÅÛÅÎÉÅ: ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ

ln(1 + x) = x− x2

2 +
x3

3 − . . .+ (−1)n−1x
n

n + . . . , −1 < x 6 1,

ln(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− . . .− xn

n
− . . . , −1 6 x < 1

ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

ln
1 + x

1− x = ln(1 + x)− ln(1− x) =

= 2x+
2

3
x3 +

2

5
x5 + . . .+

2

2m+ 1
x2m+1 + . . . , |x| < 1.
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ðÏÌÁÇÁÑ x = 1
3
, ÉÍÅÅÍ

ln
1 + 13
1− 13

= ln 2 = 2 ·
(

1

3
+
1

44 · 3 +
1

35 · 5 +
1

37 · 7 + . . .
)

.

úÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ÞÌÅÎÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

r5 = 2 ·
(

1

39 · 9 +
1

311 · 11 + . . .
)

=
2

39 · 9 ·
(

1 +
1

32 · 11 +
1

34 · 13 + . . .
)

<

<
2

39 · 9 ·
(

1 +
1

32
+
1

34
+ . . .

)

=
2

39 · 9 ·
1

1− 19
< 10−4.

ðÏÜÔÏÍÕ

ln 2 ≈ 2
3

(

1 +
1

27
+
1

405
+
1

5103

)

≈ 0, 6931.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÐÙÔËÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ln 2 ÐÕÔ�ÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ x = 1 × ÒÑÄ ôÅÊ-
ÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ln(1+x) ÐÒÉ×ÅÄ�ÅÔ Ë ÏÞÅÎØ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ, ÔÁË
ËÁË ÄÌÑ ÎÕÖÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉÄ�ÅÔÓÑ ×ÚÑÔØ 1000 ÞÌÅÎÏ× ÒÑÄÁ.

6.2. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÊ

ðÕÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÅÛÉÔØ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ-
×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ y′ = f(x, y) ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ y = y0 ÐÒÉ
x = x0, ÔÏ ÅÓÔØ y(x0) = y0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ y(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÁÎ-
ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ. òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y(x) ÉÝÅÍ ×
×ÉÄÅ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x = x0.

(3) y(x) = y(x0) +
y′(x0)

1!
(x− x0) +

y′′(x0)

2!
(x− x0)2+

+
y′′′(x0)

3!
(x− x0)3 + . . .+

y(n)(x0)

n!
(x− x0)n + . . .

ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (3), ÔÏ ÅÓÔØ y(x0), ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏ-
ÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ. úÎÁÞÅÎÉÅ y′(x0) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ
ÕÓÌÏ×ÉÅ × ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. úÎÁÞÅÎÉÅ y ′′(x0) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ,
ÅÓÌÉ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Á ÚÁ-
ÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ y(x0) É y

′(x0) ÐÒÉ x = x0. ðÏÓÔÕÐÁÑ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÚÁÄÁÎÎÏ-
ÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ
ÎÁÈÏÄÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ y′′′(x0), yIV (x0) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.
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ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
y′ = 2xy − x cosx, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ y(0) = 1.
òÅÛÅÎÉÅ: ôÁË ËÁË ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ x0 = 0, ÔÏ ÉÓËÏÍÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y(x)

ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË

(4) y(x) = y(0) +
y′(0)

1!
x+

y′′(0)

2!
x2 +

y′′′(0)

3!
x3 + . . .

ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ y(0) = 1 ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ. úÎÁÞÅÎÉÅ y′(0) ÎÁÈÏÄÉÍ, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ
× ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

y′(0) = 2 · 0 · 1− 0 · cos 0 = 0.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÄÁÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÎÁ-
ÈÏÄÉÍ y′′(x), y′′′(x), yIV (x) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, Á ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÙÈ ÐÒÉ x = 0 :

y′′(x) = 2y + 2xy′ − cosx+ x sinx, y′′(0) = 1,
y′′′(x) = 2y′ + 2y′ + 2xy′′ + sinx+ sinx+ x cosx =

= 4y′ + 2xy′′ + 2 sinx+ x cosx, y′′′(0) = 0,
yIV (x) = 4y′′ + 2y′′ + 2xy′′′ + 2 cosx+ cosx− x sinx, yIV (0) = 9.

ðÏÄÓÔÁ×É× ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÐÒÉ x = 0 × ÒÑÄ (4), ÐÏÌÕÞÉÍ
ÐÅÒ×ÙÅ ÞÌÅÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

y(x) = 1 +
0

1!
x+
1

2!
x2 +

0

3!
x3 +

9

4!
x4 + . . . = 1 +

1

2
x2 +

3

8
x4 + . . .

ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÐÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÞÌÅÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÞÁÓÔ-
ÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ y(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y ′′ = xy′−y+ex, ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ y(0) = 1, y′(0) = 0.
òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (4).

éÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ y(0) É y′(0). ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×
ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÓÌÉÍ y′′(0).

y′′(0) = 0 · 0− 1 + e0 = 0.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

y′′′(x) = y′ + xy′′ − y′ + ex = xy′′ + ex,

yIV (x) = y′′ + xy′′′ + ex.

ôÅÐÅÒØ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÐÒÉ x = 0.

y′′′(0) = 1, yIV (0) = 1.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

y(x) = 1 +
0

1!
x+
0

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4 + . . . = 1 +

1

6
x3 +

1

24
x4 + . . .
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ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10−3:
232) 3

√
10.

233)
√
e.

234) 3
√
30.

235) sin 18◦.

236) arcsin
1

3
.

237)

1/2
∫

0

sinx

x
dx.

238)

1
∫

0

e−x2dx.

239)

3/2
∫

0

x6 sinx dx.

240)

3
∫

2

arctg
1

x
dx.

241)

1/2
∫

0

√
xexdx.

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10−4:
242) ln 3.
243) ln 6.

244) ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
√
2 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10−5, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÅÇÏ ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ

Á)
√
2 = 1, 4

√

1 +
0, 04

1, 96
,

Â)
√
2 = 1, 4

(

1− 1
50

)− 12
,

×)
√
2 = 1, 41

(

1− 119
2000

)− 12
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É ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÏÂß�ÅÍ ÐÒÏ×ÅÄ�ÅÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.
245)∗ äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÉÂÌÉÖ�ÅÎÎÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

√
a2 + b, b > 0 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

√
a2 + b = a

(

1 +
b

2a2

)

ÏÛÉÂËÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

ÞÉÓÌÁ
b2

8a3
.

246)∗ äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÉÂÌÉÖ�ÅÎÎÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ
3
√
a3 + b, ab > 0 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ 3

√
a3 + b = a

(

1 +
b

3a3

)

ÏÛÉÂËÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

ÞÉÓÌÁ
b2

9a5
.

247)∗ ïÃÅÎÉÔØ ÏÛÉÂËÕ ÐÒÉ ÐÒÉÂÌÉÖ�ÅÎÎÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÅ-

ÎÉÑ n
√
an + b, a > 0, b > 0 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ n

√
an + b = a+

b

nan−1 .

îÁÊÔÉ n ÐÅÒ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ
∞
∑

n=0
an(x−x0)n ÒÅÛÅÎÉÑ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ:
248) y′ = y2 − x, x0 = 0, y(0) = 1, n = 5.
249) y′ = x2 − y2, x0 = 0, y(0) = 1, n = 5.
250) y′ = x3 + y2, x0 = 0, y(0) = 1, n = 5.

251) y′ = x+
1

y
, x0 = 0, y(0) = 1, n = 4.

252) y′ = 2x+ cos y, x0 = 0, y(0) = 0, n = 4.
253) 2y′ − (x+ y)y − ex = 0, x0 = 0, y(0) = 2, n = 4.

îÁÊÔÉ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ
x = 0 × ×ÉÄÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ:
254) xy′′ + y′ + xy = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.
255) xy′′ + y′ − xy = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.
256) xy′′ − xy′ − y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.
257) x2y′′ + xy′ + x2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.
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§7. òÑÄÙ æÕÒØÅ

òÑÄÏÍ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−l; l) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄ ×ÉÄÁ

(1) f(x) ∼ a0

2
+
∞
∑

n=1

(

an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx

l

)

,

ÇÄÅ

an =
1

l

l
∫

−l

f(x) cos
nπx

l
dx, (n = 0, 1, 2, 3, . . .),(2)

bn =
1

l

l
∫

−l

f(x) sin
nπx

l
dx, (n = 1, 2, 3, . . .).(3)

úÎÁË ∼ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ l = π, ÔÏ ÅÓÔØ f(x) ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−π; π), ÒÑÄ

æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

(4) f(x) ∼ a0

2
+

∞
∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ,

ÇÄÅ

an =
1

π

π
∫

−π

f(x) cosnx dx, (n = 0, 1, 2, 3, . . .),(5)

bn =
1

π

π
∫

−π

f(x) sinnx dx, (n = 1, 2, 3, . . .).(6)

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) Þ�ÅÔÎÁÑ ÎÁ (−l; l), ÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
bn ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÁË ËÁË × ÆÏÒÍÕÌÅ (3) ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒ�ÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÞ�ÅÔÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ ÐÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ. ÷ ÆÏÒÍÕÌÅ (2) × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒ�ÅÔÓÑ ÏÔ Þ�ÅÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-
ÎÏ ÎÕÌÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁ×ÅÎ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÏÔ
ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (0; l).
éÔÁË, × ÓÌÕÞÁÅ Þ�ÅÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−l; l) ÉÍÅÅÍ

(7) f(x) ∼ a0

2
+

∞
∑

n=1

an cos
nπx

l
,
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ÇÄÅ

(8) an =
2

l

l
∫

0

f(x) cos
nπx

l
dx, (n = 0, 1, 2, 3, . . .).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞ�ÅÔÎÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−l; l),
ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(9) f(x) ∼
∞
∑

n=1

bn sin
nπx

l
,

ÇÄÅ

(10) bn =
2

l

l
∫

0

f(x) sin
nπx

l
dx, (n = 1, 2, 3, . . .).

ôÏÞËÁ x0 ∈ (−l; l) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÏÐÒÅ-
ÄÅÌ�ÅÎÎÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−l; l), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÅÄÅÌÙ

(11) lim
x→x0+

f(x) = f(x0 + 0), lim
x→x0−

f(x) = f(x0 − 0)

É

(12) f(x0) =
1

2
(f(x0 + 0) + f(x0 − 0)) .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Å�Å ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ
ÔÏÞËÁÍÉ.
æÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−l; l), ÅÓÌÉ
1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ (−l; l) ËÏÎÅÞÎÏ, É ËÁ-
ÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x0 ∈M ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ,

2) ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (−l; l) ÚÁ
ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË M1 (M ⊂M1),

3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ∈M1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ

lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0 + 0)
h

, lim
h→0+

f(x0 − 0)− f(x0 − h)
h

.

þÔÏÂÙ ÒÑÄ æÕÒØÅ (1) ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−l; l) ÓÈÏÄÉÌÓÑ Ë ÆÕÎË-
ÃÉÉ f(x), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁ (−l; l) ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌ�ÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.
åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−l; l), ÔÏ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ∈ (−l; l) ÒÑÄ æÕÒØÅ (1) ÆÕÎËÃÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ x0
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ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x0).

f(x0) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

(

an cos
nπx0

l
+ bn sin

nπx0

l

)

.

-

6

0 x

y

3

−2

−π
π

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ æÕÒØÅ
ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−π; π).

f(x) =

{

−2, ÅÓÌÉ −π < x < 0,
3, ÅÓÌÉ 0 6 x < π.

òÅÛÅÎÉÅ: úÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ×
ÒÑÄ æÕÒØÅ, ÔÁË ËÁË ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−π; π) ÆÕÎË-
ÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÒÁÚÒÙ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ
(ÐÒÉ x = 0), Á ×Ï ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÜÔÏÇÏ ÉÎ-
ÔÅÒ×ÁÌÁ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÐÒÁ-
×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(x) =
a0

2
+
∞
∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) .

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a0, ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (5) ÐÒÉ n = 0.

a0 =
1

π

π
∫

−π

f(x) dx =
1

π





0
∫

−π

−2 dx+
π
∫

0

3 dx



 =

=
1

π

(

[−2x]0−π + [3x]
π
0

)

=
1

π
(−2π + 3π) = 1.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ an (n = 1, 2, 3, . . .) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5).

an =
1

π





0
∫

−π

−2 cosnx dx+
π
∫

0

3 cosnx dx



 =

=
1

π

(

[−2 sinnx
n

]0

−π

+

[

3 sinnx

n

]π

0

)

= 0.
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ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ bn.

bn =
1

π





0
∫

−π

−2 sinnx dx+
π
∫

0

3 sinnx dx



 =

=
1

π

(

[

2 cosnx

n

]0

−π

+

[−3 cosnx
n

]π

0

)

=
1

nπ
(2− 2 cos(−nπ)− 3 cosnπ + 3) =

=
5

nπ
(1− cosnπ) = 5

nπ
2 sin2

nπ

2
=

{

10
nπ ÐÒÉ n ÎÅÞ�ÅÔÎÏÍ,
0 ÐÒÉ n Þ�ÅÔÎÏÍ.

ðÏÄÓÔÁ×É× ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ an É bn × ÆÏÒÍÕÌÕ (4), ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ æÕÒØÅ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ
(−π; π)

f(x) =
1

2
+
10

π

(

sinx+
1

3
sin 3x+

1

5
sin 5x+

1

7
sin 7x+ . . .

)

.

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x, ÉÓËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÕ

ÒÁÚÒÙ×Á x = 0, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÒÁ×ÎÁ
−2 + 3
2

=
1

2
, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁ×ÎÁ

ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ
ÔÏÞËÉ ÒÁÚÒÙ×Á.

-

6

0 x

y

−2 2
�

�
�

�
�
�

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ æÕÒØÅ ÆÕÎË-
ÃÉÀ f(x) ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−2; 2), ÇÄÅ

f(x) =

{

0, ÅÓÌÉ −2 < x < 0,
x, ÅÓÌÉ 0 6 x < 2.

òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×
æÕÒØÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) É (3), ÐÏÄÓÔÁ×É×
× ÎÉÈ l = 2 É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ
ÚÁÄÁÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÙÒÁÖÅ-
ÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÏÊ x.

a0 =
1

2





0
∫

−2

0 dx+

2
∫

0

x dx



 =
1

2

[

x2

2

]2

0

= 1,
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an =
1

2





0
∫

−2

0 cos
nπx

2
dx+

2
∫

0

x cos
nπx

2
dx



 =
1

2

[

x
sin nπx

2
nπ
2

+
cos nπx

2
n2π2

4

]2

0

=

=
2

n2π2
(cosnπ − 1) =

{

− 4
n2π2 ÐÒÉ n ÎÅÞ�ÅÔÎÏÍ,
0 ÐÒÉ n Þ�ÅÔÎÏÍ,

bn =
1

2





0
∫

−2

0 sin
nπx

2
dx+

2
∫

0

x sin
nπx

2
dx



 =
1

2

[

−xcos
nπx
2

nπ
2

+
sin nπx

2
n2π2

4

]2

0

=

= − 2
nπ
cosnπ =

{ 2
nπ ÐÒÉ n ÎÅÞ�ÅÔÎÏÍ,

− 2nπ ÐÒÉ n Þ�ÅÔÎÏÍ.

ðÏÄÓÔÁ×É× ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÆÏÒÍÕÌÕ (1), ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚ-
ÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x).

f(x) =
1

2
− 4
π2

(

cos
πx

2
+
1

32
cos
3πx

2
+
1

52
cos
5πx

2
+ . . .

)

+

+
2

π

(

sin
πx

2
− 1
2
sin
2πx

2
+
1

3
sin
3πx

2
− 1
4
sin
4πx

2
+ . . .

)

.

-

6

0 x

y

@
@

@
@

@
@

�
�

�
�

�
�

−1 1

ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ æÕÒØÅ ÆÕÎË-
ÃÉÀ f(x) = |x| ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−1; 1).
òÅÛÅÎÉÅ: üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Þ�ÅÔÎÏÊ.

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× æÕÒØÅ ÐÏÌÁÇÁ-
ÅÍ l = 1 × ÆÏÒÍÕÌÅ (8).

a0 =
2

1

1
∫

0

x dx = 2

∣

∣

∣

∣

x2

2

∣

∣

∣

∣

1

0

= 1,

an = 2

1
∫

0

x cos(nπx) dx = 2

[

x sin(nπx)

nπ
+
cos(nπx)

n2π2

]1

0

=

=
2

n2π2
(cosnπ − 1) =

{

− 4
n2π2 ÐÒÉ n ÎÅÞ�ÅÔÎÏÍ,
0 ÐÒÉ n Þ�ÅÔÎÏÍ.

ðÏÄÓÔÁ×É× ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÆÏÒÍÕÌÕ (7), ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚ-
ÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÒÑÄ æÕÒØÅ.

|x| = 1
2
− 4
π2

(

cos πx+
cos 3πx

32
+
cos 5πx

52
+ . . .

)

.
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ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ (−1; 1).

-

6

0 x

y

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
��

−π
π

ðÒÉÍÅÒ 4. òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ æÕÒØÅ ÆÕÎË-
ÃÉÀ f(x) = x ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−π; π).
òÅÛÅÎÉÅ: ôÁË ËÁË ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔ-

ÓÑ ÎÅÞ�ÅÔÎÏÊ, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ an = 0. ðÏÌÁÇÁÑ
l = π × ÆÏÒÍÕÌÅ (6), ÎÁÈÏÄÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ bn.

bn =
2

π

π
∫

0

x sinnx dx =

=
2

π

[

−x cosnx
n

+
sinnx

n2

]π

0

=

= −2
n
cosnπ =

{ 2
n ÐÒÉ n ÎÅÞ�ÅÔÎÏÍ,

− 2n ÐÒÉ n Þ�ÅÔÎÏÍ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ æÕÒØÅ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

x = 2

(

sinx− 1
2
sin 2x+

1

3
sin 3x− 1

4
sin 4x+ . . .

)

.

æÕÎËÃÉÀ f(x), ÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÕÀ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; l) É ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ × Î�ÅÍ
ÐÒÉ×ÅÄ�ÅÎÎÙÍÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (ÓÍ. Ó. 58), ÍÏÖÎÏ × ÜÔÏÍ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7), ÔÁË É ÆÏÒÍÕÌÏÊ (9).
ðÒÉÍÅÒ 5. òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ ÐÏ ËÏÓÉÎÕÓÁÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = π

4 − x
2 ÎÁ

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; π).
òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× æÕÒØÅ × ÒÑÄÅ (7) ÐÒÉÍÅÎÉÍ

ÆÏÒÍÕÌÕ (8).

a0 =
2

π

π
∫

0

(π

4
− x

2

)

dx =
2

π

[

π

4
x− x2

4

]π

0

= 0,

an =
2

π

π
∫

0

(π

4
− x

2

)

cosnx dx =
1

2π

π
∫

0

(π − 2x) cosnx dx =

=
1

2π

[

(π − 2x)sinnx
n
− 2 cosnx

n2

]π

0

=
1− cosnπ

n2π
=

=
2 sin2 nπ

2

n2π
=

{

2
n2π ÐÒÉ n ÎÅÞ�ÅÔÎÏÍ,
0 ÐÒÉ n Þ�ÅÔÎÏÍ.
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óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

π

4
− x

2
=
2

π

(

cosx+
cos 3x

32
+
cos 5x

52
+ . . .

)

.

ðÒÉÍÅÒ 6. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = x ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 1) × ÒÑÄ ÐÏ
ÓÉÎÕÓÁÍ.
òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× æÕÒØÅ × ÒÑÄÅ (9) ÐÒÉÍÅÎÉÍ

ÆÏÒÍÕÌÕ (10).

bn = 2

1
∫

0

x sin(nπx) dx = 2

[

−x · cos(nπx)
nπ

+
sin(nπx)

n2π2

]1

0

=

= −2 cosnπ
nπ

=

{ 2
nπ

ÐÒÉ n ÎÅÞ�ÅÔÎÏÍ,

− 2nπ ÐÒÉ n Þ�ÅÔÎÏÍ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

x =
2

π

(

sin πx− 1
2
sin 2πx+

1

3
sin 3πx− 1

4
sin 4πx+ . . .

)

.

÷ ÓÉÌÕ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÑÄ æÕ-
ÒØÅ (1), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ÎÁ (−l; l), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ × ËÁÖÄÏÍ
ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ⊃ (−l; l) ÆÕÎËÃÉÀ f ∗(x), ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ 2l ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏ-
ÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) Ó ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (−l; l) ÎÁ ×ÓÀ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÚÁ
ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ (2m + 1)l, m ∈ Z. úÎÁÞÅÎÉÑ f ∗((2m+ 1)l), m ∈ Z

×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ. åÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(l − 0) É f(−l + 0)
(ÓÍ. (11)), ÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÐÏÌÁÇÁÀÔ

f ∗((2m+ 1)l) =
1

2
(f(l − 0) + f(−l + 0)) , m ∈ Z.

ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ∗(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (12) × ÔÏÞËÅ x = l, ÔÏ
ÒÑÄ (1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ x = (2m+ 1)l, m ∈ Z Ë ÆÕÎËÃÉÉ f ∗((2m+ 1)l).

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ
ÏÔÒÅÚËÅ:

258) f(x) = x sinx ÎÁ [−π; π].
259) f(x) = x cosx ÎÁ [−π; π].
260) f(x) =

{

bx, −π < x 6 0,
ax, 0 < x < π

ÎÁ [−π; π].
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261) f(x) =







x, 0 < x 6
π

2
,

π − x, π

2
< x < π

ÎÁ [0; π].

262) f(x) =

{

1, −π < x 6 0,
1− x, 0 < x < π

ÎÁ [−π; π].

263) f(x) =

{

x, −1 6 x < 0,
x+ 1, 0 6 x 6 1

ÎÁ [−1; 1].
264) f(x) = x2 ÎÁ [−π; π].
265) f(x) = x2 ÎÁ [0; 2π].
266) f(x) = x2 ÎÁ [0; π].

267) f(x) =

{

x2, 0 < x < π,

−x2, −π < x < 0
ÎÁ [−π; π].

268) f(x) =

{

0, −π < x < 0,
x2, 0 < x < π

ÎÁ [−π; π].

269) f(x) =

{

1, |x| < 2,
0, 2 6 x 6 π

ÎÁ [−π; π].

270) f(x) =

{

1, 0 < x < 2,
0, 2 6 x 6 2π

ÎÁ [0; 2π].

271) f(x) = sign(sinx) ÎÁ [−π; π].
272) f(x) =

{

0, −π 6 x 6 0,
sinx, 0 < x 6 π

ÎÁ [−π; π].

273) f(x) =







0,
π

2
6 |x| 6 π,

cosx, |x| < π

2

ÎÁ [−π; π].

274) f(x) = sin5 x ÎÁ [−π; π].
275) f(x) = cos4 x ÎÁ [−π; π].
276) f(x) = arcsin(cosx) ÎÁ [−10π; 10π].
277) f(x) = arcsin(sinx) ÎÁ [6π; 20π].
278) f(x) = chx ÎÁ [−π; π].
279) f(x) = shx ÎÁ [−π; π].
280) f(x) = sinx ÎÁ

[

−π
2
;
π

2

]

.

281) f(x) = cosx ÎÁ
[

−π
2
;
π

2

]

.

282) f(x) = cosx ÎÁ [0; π].

283) f(x) =

{

−1, −c < x 6 0,
1, 0 < x < c

ÎÁ [−c; c].

284) f(x) =

{

0, −c < x 6 0,
1, 0 < x < c

ÎÁ [−c; c].
285) f(x) = x ÎÁ [−c; c].



§7. òÑÄÙ æÕÒØÅ 65

286) f(x) =

{

x, 0 < x 6 c,

0, −c < x 6 0
ÎÁ [−c; c].

287) f(x) = |x| ÎÁ [−c; c].
288) f(x) = x2 ÎÁ [−1; 1].
289) f(x) = x2 ÎÁ [0; 2].
290) f(x) = c2 − x2 ÎÁ [−c; c].
291) f(x) = eax, a 6= 0, ÎÁ [0; 2].

òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) × ÒÑÄ æÕÒØÅ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÐÏ ËÏÓÉÎÕÓÁÍ:
292) f(x) = sinx ÎÁ [0; π].
293) f(x) = x cosx ÎÁ [0; π].
294) f(x) = e2x ÎÁ [0; π].
295) f(x) = sin 2x ÎÁ [0; π].

òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) × ÒÑÄ æÕÒØÅ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÐÏ ÓÉÎÕÓÁÍ:
296) f(x) = cosx ÎÁ [0; π].
297) f(x) = x sinx ÎÁ [0; π].
298) f(x) = eax ÎÁ [0; π].
299) f(x) = sin ax, a   ÎÅ ÃÅÌÏÅ, ÎÁ [0; π].
300) f(x) = sh ax ÎÁ [0; π].



çìá÷á II

ôÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ

§1. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÄ ÎÉÍÉ

1.1. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ (× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ
×ÉÄÁ

z = x+ iy,

ÇÄÅ i   ÓÉÍ×ÏÌ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÍÎÉÍÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, x É y   ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. x = Re z   ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ z,
y = Im z   ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ z.
ðÕÓÔØ z1 = x1 + iy1 É z2 = x2 + iy2.
1. ä×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁ z1 É z2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ

z1 = z2, ÅÓÌÉ x1 = x2 É y1 = y2.

2. óÕÍÍÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 É z2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

z3 = z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2).

3. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 É z2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ

z3 = z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1).
õÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×Õ-
ÞÌÅÎÏ×.
éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

i2 = ii = (0 + 1i)(0 + 1i) = −1.
ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �z = x − iy ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖ�ÅÎÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ

ÞÉÓÌÕ z = x+ iy.
4. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z1 ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z2, ÅÓÌÉ

z2 6= 0, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ, Ô.Å.

z =
z1

z2
, ÅÓÌÉ z1 = zz2.

66
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éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

z1

z2
= z =

x1x2 + y1y2
x22 + y

2
2

+ i
x2y1 − x1y2
x22 + y

2
2

.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÕÄÏÂÎÅÅ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ:

z1

z2
=
z1�z2
z2�z2

.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ z1 = −2 + 3i É z2 = 4 + 5i. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ

z1 + z2, z1 − z2, z1z2,
z1

z2
.

òÅÛÅÎÉÅ:

z1 + z2 = (−2 + 4) + i(3 + 5) = 2 + 8i,
z1 − z2 = (−2− 4) + i(3− 5) = −6− 2i,

z1z2 = (−2 + 3i)(4 + 5i) = −8 + 12i− 10i− 15 = −23 + 2i,
z1

z2
=
−2 + 3i
4 + 5i

=
(−2 + 3i)(4− 5i)
(4 + 5i)(4− 5i) =

7 + 22i

41
=
7

41
+ i
22

41
.

ðÒÉÍÅÒ 2. äÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï z + �z = 2Re z.
òÅÛÅÎÉÅ: ðÕÓÔØ z = x+ iy, ÔÏÇÄÁ

Re z = x, �z = x− iy.

ðÏÜÔÏÍÕ

z + �z = x+ iy + x− iy = 2x = 2Re z.

1.2. ëÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ

ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = x + iy ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ XOY ÔÏÞËÏÊ M
Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x, y) ÌÉÂÏ ×ÅËÔÏÒÏÍ, ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ
O(0, 0), Á ËÏÎÅÃ × ÔÏÞËÅ M(x, y).
ðÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-

×ÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ.
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: z1 = 3i, z2 = −4i, z3 = 5, z4 = 1 + 2i, z5 =
−2 + 3i, z6 = −1− i, z7 = 2− 4i.
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òÅÛÅÎÉÅ:

ïÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÒÏÉÚ×Ï-
ÄÉÔØ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÞÉÓÅÌ
z1 É z2 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |z1− z2| ÒÁ×ÅÎ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z1 É z2, Á
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ |z − z0| = R ÚÁÄÁ�ÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z0.
ðÒÉÍÅÒ 4. äÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ

ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ:

1) | Im z| < 1, 0 < Re z < 1;
2) |z − 1− 2i| < 2;
3) 1 < |z + 2 + i| < 3;
4) |z − i| > 1.

òÅÛÅÎÉÅ:

1) ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ −i, 1 − i, 1 + i, i (ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÅ
×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ);
2) ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÏÍ 2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z = 1+2i (ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÅ ×ËÌÀÞÁ-

ÅÔÓÑ);
3) ËÏÌØÃÏ ÍÅÖÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÒÁÄÉÕÓÏ× 1 É 3 Ó ÏÂÝÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ

z = −2− i (ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ);
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4) ×ÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÁÌ�ÅÎ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ
z = i ×ÍÅÓÔÅ Ó ÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ.

1.3. ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

äÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = x+ iy É ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |z|:

|z| =
√

x2 + y2 =
√
z�z.

õÇÏÌ ϕ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÓÉ OX É ×ÅËÔÏÒÏÍ z ÎÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ z É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ϕ = Arg z. ïÎ ÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎ ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ,
Á Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ËÒÁÔÎÏÇÏ 2π. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎ-
ÔÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ −π < ϕ 6 π, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ arg z:

Arg z = arg z + 2πk, k ∈ Z.

äÌÑ z = 0 ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.
çÌÁ×ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

arg z =























arctg y
x , ÅÓÌÉ x > 0,

arctg y
x + π, ÅÓÌÉ x < 0, y > 0,

arctg y
x
− π, ÅÓÌÉ x < 0, y < 0,

π
2
, ÅÓÌÉ x = 0, y > 0,
−π
2 , ÅÓÌÉ x = 0, y < 0.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ÔÒÉ-
ÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ:

z = |z|(cos(Arg z) + i sin(Arg z)).

ðÒÉÍÅÒ 5. úÁÐÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ z = −8− i8
√
3 × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ.

òÅÛÅÎÉÅ:

|z| =
√

x2 + y2 =

√

(−8)2 + (−8
√
3)2 = 16.

ôÁË ËÁË

x = −8 < 0, y = −8
√
3 < 0,

ÔÏ

arg z = arctg
y

x
− π = arctg

√
3− π = −2

3
π.
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ðÏÜÔÏÍÕ

z = |z|(cos(Arg z) + i sin(Arg z)) =

= 16(cos(−2
3
π + 2πk) + i sin(−2

3
π + 2πk)), k ∈ Z.

ïÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÎÁÇÌÑÄÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ
ÓÍÙÓÌ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ:

z1z2 = |z1||z2|(cos(Arg z1 + Arg z2) + i sin(Arg z1 + Arg z2))

É
z1

z2
=
|z1|
|z2|
(cos(Arg z1 −Arg z2) + i sin(Arg z1 − Arg z2)).

éÚ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ

zn = |z|n(cos(nArg z) + i sin(nArg z)).

ïÐÅÒÁÃÉÑ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑ-
ÅÔÓÑ ËÁË ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÏÐÅÒÁÃÉÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎØ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ÞÉÓÌÁ w É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ n

√
w = z,

ÅÓÌÉ zn = w. ëÏÒÅÎØ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÞÉÓÌÁ w(w 6= 0) ÉÍÅÅÔ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

z = n
√
w = n

√

|w|
(

cos

(

argw + 2πk

n

)

+ i sin

(

argw + 2πk

n

))

,

k = 0, 1, 2, . . . , n− 1,

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ n
√

|w| ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.
ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 4

√

−8− i8
√
3.

òÅÛÅÎÉÅ: ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉ-
ÓÌÁ −8− i8

√
3, ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ × ÐÒÉÍÅÒÅ 5:

4

√

−8− i8
√
3 = 4

√

16

(

cos

(

−2
3
π + 2πk

)

+ i sin

(

−2
3
π + 2πk

))

=

= 2






cos







−2
3
π + 2πk

4






+ i sin







−2
3
π + 2πk

4












(k = 0, 1, 2, 3).

ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ k = 0, 1, 2, 3. âÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:
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z1 = 2
(

cos
(

−π
6

)

+ i sin
(

−π
6

))

=
√
3− i,

z2 = 2
(

cos
(π

3

)

+ i sin
(π

3

))

= 1 + i
√
3,

z3 = 2

(

cos

(

5π

6

)

+ i sin

(

5π

6

))

= −
√
3 + i,

z4 = 2

(

cos

(

4π

3

)

+ i sin

(

4π

3

))

= −1− i
√
3.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ:
1) a) z = 3; b) z = −2; c) z = −2i; d) z = 3i; e) z = 2 + i; f) z =

−2 + 3i g) z = −3− 4i; k) z = 3− 2i.
îÁÊÔÉ z1 + z2; z1 − z2; z1z2;

z1

z2
:

2) z1 = 3− 2i, z2 = 1 + i.
3) z1 = 17− i, z2 = 2− i.
4) z1 = 5− 3i, z2 = 7 + 2i.
5) z1 = 4− 5i, z2 = 1− 3i.

÷ÙÐÏÌÎÉÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ:
6) (2 + 3i)(3− 2i) + (2− 3i)(3 + 2i).
7) (5− 2i)2.
8) (1 + 2i)2 − (1− 2i)2.
9) (3 + i)3.

10)
3 + i

6− 5i.

11)
3− i
4 + 5i

.

12)
2 + 3i

2 + i
.

13)
(1 + i)(3 + i)

3− i − (1− i)(3− i)
3 + i

.

14)
(1 + 2i)2 − (1− i)3
(3 + 2i)3 − (2 + i)2 .

îÁÊÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:

15)
1

1− i.
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16)

(

1− i
1 + i

)3

.

17)

(

1

2
− i
√
3

2

)3

.

18)

(

i5 + 2

i19 + 1

)2

.

îÁÊÔÉ ÍÏÄÕÌÉ É ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:
19) i.
20) −3.
21) 1 + i123.
22) 3i.
23) 1 + i.

24)
√
3− i.

25) −1− i
√
3.

26) 1− i
√
3.

27) −i
√
2.

28) 3 + 4i.
29) −3− 4i.

30) −1
2
+ i

√
3

2
.

31)
1− i
1 + i

.

32) − cos π
7
+ i sin

π

7
.

33) (−4 + 3i)3.
34) (1 + i)8(1− i

√
3)−6.

35) 1 + cos
π

7
+ i sin

π

7
.

äÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:
36) z + �z = 2Re z.
37) z − �z = 2i Im z.
38) Re z =

z + �z

2
.

39) Im z =
z − �z
2i

.

40) (�z) = z.
41) z1 + z2 = �z1 + �z2.
42) z1 − z2 = �z1 − �z2.
43) z1z2 = �z1 �z2.
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44)

(

z1

z2

)

=
�z1
�z2
.

45) |�z| = |z|.
46) �zz = |z|2.

äÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ×ÁÍ:
47) Re z > 0.
48) Im z 6 1.
49) |Re z| < 1.
50) | Im z| < 1, 0 < Re z < 1.
51) |z| 6 1.
52) |z − i| > 1.
53) 0 < |z + i| < 2.
54) 1 < |z − 1| < 3.
55) 0 < arg z <

π

4
.

56) |π − arg z| < π

4
.

õËÁÚÁÔØ, ËÁËÉÅ ÌÉÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:
57) Im z2 = 2.
58) Re �z2 = 1.

59) Im
1

z
=
1

2
.

60) Re
1

z
= 1.

61) z2 + �z2 = 1.
62) |z| = Re z + 1.

îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÅÊ:
63) 3
√
1.

64) 3
√
i.

65) 4
√
−i.

66) 4
√
−4.

67) 6
√
−27.

68) 3
√
2− 2i.

69)
√
1 + i.

70)
√
3− 4i.

71)
√
−3− 4i.

72)
√

2 + i2
√
3.

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ:
73) (1 + i)8(1− i

√
3)6.



74 çÌÁ×Á II. ôÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ

74) (1− i)7(1 + i
√
3)3.

75)

(

1− i
1 + i

)8

.

76)

(√
3 + i

1− i

)20

.

îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

77) z2 = i.

78) z2 = 3− 4i.
79) z3 = −1.
80) z6 = 64.

81) z7 + 1 = 0.

82) z8 = 1 + i.

83) z2 − 2z + 2 = 0.
84) z3 + 6z2 + 12z + 10− 2i = 0.
85) z2 − (2 + 3i)z + 6i = 0.
86) z2 + (3− 4i)z − 12i = 0.
87) z6 + 4z3 + 8 = 0.

§2. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÒÑÄÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

2.1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

ðÕÓÔØ {zn} ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
þÉÓÌÏ A = a + ib ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {zn} É ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

A = lim
n→∞

zn,

ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ N(ε) > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > N(ε)
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |zn − A| < ε.

ðÕÓÔØ

zn = xn + iyn, ξn = ηn + iζn, A = a+ ib, B = c+ id.

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:

1) lim
n→∞

zn = A⇐⇒ lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b;

2) ÐÕÓÔØ zn 6= 0 É lim
n→∞

zn = A, ÔÏÇÄÁ

Á) lim
n→∞
|zn| = |A|,
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Â) ÅÓÌÉ A 6= 0, ÔÏ lim
n→∞
Arg zn = ArgA, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÔÁË:

ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Arg zn, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌ, ÒÁ×-
ÎÙÊ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ArgA;

3) lim
n→∞

zn = A 6=∞, lim
n→∞

ξn = B 6=∞
Á) lim

n→∞
zn + ξn = A+ B,

Â) lim
n→∞

znξn = AB;

4) ÐÕÓÔØ lim
n→∞

zn = A 6=∞, lim
n→∞

ξn = B 6= 0, ÔÏÇÄÁ lim
n→∞

zn

ξn
=
A

B
.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ zn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë ∞, ÐÉÛÕÔ

lim
n→∞

zn =∞,

ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ N(M) > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n >

N(M) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |zn| > M .
óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:

1) lim
n→∞

zn =∞⇐⇒ lim
n→∞
|zn| = +∞.

2) lim
n→∞

zn =∞⇐⇒ lim
n→∞

1

zn
= 0.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ lim
n→∞
( n
√
z − 1)n , ÅÓÌÉ

n
√
z = n
√
r

(

cos
ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)

,

ÇÄÅ k ÃÅÌÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
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òÅÛÅÎÉÅ: ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÒÅÄÅÌÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÞÉÓÌÁ
( n
√
z − 1)n:

lim
n→∞
Re( n
√
z − 1)n = lim

n→∞

(

n
√
r cos

ϕ+ 2πk

n
− 1
)

n =

= lim
n→∞

(

n
√
r cos

ϕ+ 2πk

n
− cos ϕ+ 2πk

n
+ cos

ϕ+ 2πk

n
− 1
)

n =

= lim
n→∞







n
√
r − 1
1

n

cos
ϕ+ 2πk

n
− 1− cos

ϕ+2πk
n

1

n






=

= lim
n→∞

n
√
r − 1
1

n

· lim
n→∞
cos

ϕ+ 2πk

n
− lim

n→∞

1− cos ϕ+2πk
n

1

n

=

= lim
n→∞

e
ln r
n − 1
1
n

= ln r.

úÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÐÒÉ α→ 0)

sinα ∼ α, 1− cosα ∼ α2

2
, eα − 1 ∼ α.

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÅÌ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉ

lim
n→∞
Im( n
√
z − 1)n = lim

n→∞
n

(

n
√
r sin

ϕ+ 2πk

n

)

= lim
n→∞

sin ϕ+2πk
n
1
n

= ϕ+ 2πk.

éÔÁË,
lim
n→∞
( n
√
z − 1)n = ln r + i(ϕ+ 2πk).

2.2. òÑÄÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

âÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÒÑÄ
∞
∑

n=1
zn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ

ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ {Sn}

Sn =

n
∑

k=1

zn, S = lim
n→∞

Sn.

üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ
∞
∑

n=1

zn = S.
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óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:

1. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ. åÓÌÉ ÒÑÄ
∞
∑

n=1
zn ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ

lim
n→∞

zn = 0.

2. òÑÄ
∞
∑

n=1
zn, ÇÄÅ zn = xn + iyn ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÒÑÄÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ É
ÍÎÉÍÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ:

∞
∑

n=1

xn,

∞
∑

n=1

yn.

ðÒÉÍÅÒ 2. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

(

1+i
1−i

)n
.

òÅÛÅÎÉÅ: äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉ-
ÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ×. äÌÑ ÞÅÇÏ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ lim

n→∞
zn 6= 0.

∣

∣

∣

∣

(

1 + i

1− i

)n∣
∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1 + i

1− i

∣

∣

∣

∣

n

.

îÁÊÄ�ÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

1 + i

1− i =
(1 + i)2

2
=
2i

2
= i,

ÐÏÜÔÏÍÕ
∣

∣

∣

∣

1 + i

1− i

∣

∣

∣

∣

n

= |i|n = 1,
ÏÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

lim
n→∞

(

1 + i

1− i

)n

= 1 6= 0.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄ

∞
∑

n=1

(

1 + i

1− i

)n

ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ðÒÉÍÅÒ 3. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

∞
∑

n=1

(−1)n(1 + i+ ni)
n(n+ 1)

.

òÅÛÅÎÉÅ: óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÏÄÎÏ-
×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ É ÍÎÉÍÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ
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ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ Ä×Á ÒÑÄÁ
∞
∑

n=1

(−1)n
n(n+ 1)

É
∞
∑

n=1

(−1)n
n

.

ïÂÁ ÒÑÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÐÒÉÚÎÁËÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

(−1)n(1+i+ni)
n(n+1) .

ðÒÉÍÅÒ 4. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

1

n3/4 + i
.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

1

n3/4 + i
=

n3/4 − i
(n3/4 + i)(n3/4 − i) =

n3/4 − i
n3/2 + 1

.

óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÈÏ-
ÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ É ÍÎÉÍÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÏÔÄÅÌØÎÏ Ä×Á ÒÑÄÁ

∞
∑

n=1

n3/4

n3/2 + 1
É

∞
∑

n=1

1

n3/2 + 1
.

ôÁË ËÁË 32 > 1, ÔÏ ÒÑÄ ∞
∑

n=1

1

n3/2 + 1

ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ

∞
∑

n=1

n3/4

n3/2 + 1

É ÓÒÁ×ÎÉÍ ÅÇÏ Ó ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ
∞
∑

n=1

1

n3/4
.

ôÁË ËÁË

lim
n→∞

n3/4

n3/2 + 1
n3/4 = 1,

ÔÏ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁËÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÑÄÙ
∞
∑

n=1

n3/4

n3/2 + 1
É

∞
∑

n=1

1

n3/4

ÓÈÏÄÑÔÓÑ É ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.
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òÑÄ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÒÑÄ
∞
∑

n=1

1
n3/4+i

.

2.3. áÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ

òÑÄ
∞
∑

n=1

zn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

|zn|.
áÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÒÑÄÏ× ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ-

×ÁÔØÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÐÒÉÚÎÁËÁÍÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×, × ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÚÎÁËÁÍÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÐÒÉÚÎÁËÏÍ äÁÌÁÍÂÅÒÁ É ÐÒÉÚÎÁËÏÍ ëÏÛÉ.
ðÒÉÍÅÒ 5. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ

∞
∑

n=1

(in)n

3nn!
.

òÅÛÅÎÉÅ: éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÒÑÄ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, Ô.Å. ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ
ÒÑÄ

∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

(in)n

3nn!

∣

∣

∣

∣

.

ôÁË ËÁË
∣

∣

∣

∣

(in)n

3nn!

∣

∣

∣

∣

=
|(in)n|
3nn!

=
|in|n
3nn!

=
nn

3nn!
,

ÔÏ
∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

(in)n

3nn!

∣

∣

∣

∣

=
∞
∑

n=1

nn

3nn!
.

ðÕÓÔØ an =
nn

3nn!
. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÑÄÁ ×ÏÓÐÏÌØ-

ÚÕÅÍÓÑ ÐÒÉÚÎÁËÏÍ äÁÌÁÍÂÅÒÁ

lim
n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

(n+ 1)n+1

3(n+ 1)(n+ 1)!

3nn!

nn
=

= lim
n→∞

1

3

(n+ 1)n

nn
= lim

n→∞

(1 + 1n)
n

3
=
e

3
< 1.

ïÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

(in)n

3nn!

∣

∣

∣

∣

, Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÒÑÄ

∞
∑

n=1

(in)n

3nn!
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ.
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ðÒÉÍÅÒ 6. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

(−1)n+1(1 + i+ ni)
n(n+ 1)

.

òÅÛÅÎÉÅ: éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

(−1)n+1(1 + i+ ni)
n(n+ 1)

∣

∣

∣

∣

=

∞
∑

n=1

(1 + (n+ 1)2)
1
2

n(n+ 1)
.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÅÒ×ÙÍ ÐÒÉ-
ÚÎÁËÏÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ

1

n
=

n+ 1

n(n+ 1)
<
(1 + (n+ 1)2)

1
2

n(n+ 1)
.

ôÁË ËÁË ÒÑÄ
∞
∑

n=1

1
n ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÒÑÄ

∞
∑

n=1

(1 + (n+ 1)2)
1
2

n(n+ 1)
.

éÚ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÑÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

(−1)n+1(1+i+ni)
n(n+1)

ÁÂÓÏ-

ÌÀÔÎÏ ÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 3, ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ:

88) lim
n→∞

(

n+ 1

n
+ i

n− 1
n

)

= 1 + i.

89) lim
n→∞

(

1 + ni

1− ni

)

= −1.

90) lim
n→∞

(

1 + i

2

)n

= 0.

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÅÄÅÌÙ:

91) lim
n→∞

(

n

2n+ 1
+ i

n

n+ 1

)

.

92) lim
n→∞

(n+ i)2

2n2i
.

93) lim
n→∞
cos

(

π

3
+
1

n

)

+ i sin

(

π

3
− 1
n

)

.

94) lim
n→∞

zn

1 + z2n
, |z| < 1.
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95) lim
n→∞

zn

1 + z2n
, |z| > 1.

÷ÙÑÓÎÉÔØ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ z ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ:
96) lim

n→∞
zn.

97) lim
n→∞

zn

n
.

98) lim
n→∞

nzn.

99) lim
n→∞

zn

1 + zn
.

äÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

100) lim
n→∞

(

1 +
z

n

)n

= ex(cos y + i sin y), ÇÄÅ z = x + iy. õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÊÔÉ

ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÏÄÕÌÅÊ É ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.
äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ:

101) lim
n→∞

zn =∞ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lim
n→∞

1

zn
= 0.

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÑÄÏ×:

102)
∞
∑

n=1

in+ 1

n+ 2i

(

n

n+ 1

)n2

.

103)
∞
∑

n=1

(

2i

n

)n

.

104)
∞
∑

n=1

(1 + i)n

(n+ i)2
.

105)
∞
∑

n=1

in

n
.

106)
∞
∑

n=1

(2n− 1)!
(n!)2

· (1 + i)n

8n + (1 + i)n
.

107)
∞
∑

n=1

n!

nn
(1− i)n.

108)
∞
∑

n=2

1

(n+ i) ln2 n
.

109)
∞
∑

n=1

1√
n+ i

.

110)
∞
∑

n=2

in

lnn
.

111)
∞
∑

n=1

(1 + 2i)n

2nn
.

112)
∞
∑

n=1

(1 + i)nn

2n
.
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113)
∞
∑

n=1

(

n− 1
7n+ 3

)n

· (3 + 4i)n.

114)
∞
∑

n=1

cos in

2n
.

115)
∞
∑

n=1

n sin in

3n
.

116)
∞
∑

n=1

ei2n

n
√
n
.

117)
∞
∑

n=1

sh i
√
n

sin in
.

118)
∞
∑

n=1

ln(−1)
sh in

.

119)
∞
∑

n=1

(2 + in)n

2n
.

äÏËÁÚÁÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÑÄÏ×:

120)
∞
∑

n=1
n3zn, |z| < 1.

121)
∞
∑

n=1

n!

nn
zn, |z| < e.

122)
∞
∑

n=1

(2n− 1)!
(n!)2

· zn

1 + zn
, |z| 6 1

4
.

123)
∞
∑

n=2

1

(n+ 4i) ln2 n
.

§3. æÕÎËÃÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ

åÓÌÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ z = x + iy ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏ × ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÄÎÏ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ w = u + iv, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ,
ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å E ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ (ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ)
ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ w = f(z).
æÕÎËÃÉÀ f(z) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÐÁÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ u(x, y) É v(x, y).

u(x, y) = Re f(x+ iy), v(x, y) = Im f(x+ iy).

÷×ÅÄ�ÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.

3.1. ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ

w = ez
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ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

ez = e(x+iy) = ex(cos y + i sin y).

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ

eiy = cos y + i sin y.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï üÊÌÅÒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = r(cosϕ+ i sinϕ) × ×ÉÄÅ:

z = reiϕ.

æÕÎËÃÉÑ w = ez ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÎÁ ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÏÇÏ.
õËÁÖÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

1) ez1ez2 = ez1+z2;
2) ez 6= 0, ÔÁË ËÁË |ez| = ex > 0;
3) ez ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ T = 2πi , Ô.Å. ez+2πi = ez.

ðÒÉÍÅÒ 1. úÁÐÉÓÁÔØ × ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÞÉÓÌÏ z =
√
3 + i.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÏ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ

|z| =
√
3 + 1 = 2, arg z = arctg

1√
3
=
π

6

É

z = 2
(

cos
(π

6
+ 2πk

)

+ i sin
(π

6
+ 2πk

))

= 2ei(π6+2πk).

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÍÏÄÕÌØ É ÇÌÁ×ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ z = e3+5i.
òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÏ z × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ

z = e3+5i = e3(cos 5 + i sin 5).

ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

|z| = e3, arg z = 5.
ðÒÉÍÅÒ 3. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ez − i = 0.
òÅÛÅÎÉÅ: úÁÐÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ i × ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ

i =
(

cos
(π

2
+ 2πk

)

+ i sin
(π

2
+ 2πk

))

= ei(π2+2πk).

ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ez − i = 0 × ×ÉÄÅ

ez = ei(π2+2πk), ÐÏÜÔÏÍÕ z = i(
π

2
+ 2πk), k ∈ Z.
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3.2. ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

w = Ln z,

ÇÄÅ z 6= 0, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
z = ew, ÐÒÉÞ�ÅÍ

Ln z = ln |z| + iArg z = ln |z| + i arg z + i2kπ, k ∈ Z.

üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ. å�Å ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉ k = 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÇÌÁ×ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÇÌÁ×ÎÏÊ ×ÅÔ×ØÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ln |z|,
Ô.Å.

ln z = ln |z| + i arg z É Ln z = ln z + i2kπ, k ∈ Z.

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

1) Ln(z1z2) = Ln z1 + Ln z2,

2) Ln
z1

z2
= Ln z1 − Ln z2.

ðÒÉÍÅÒ 4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ Ln(5 + 3i).
òÅÛÅÎÉÅ: îÁÊÄ�ÅÍ ÍÏÄÕÌØ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÞÉÓÌÁ z = 5 + 3i.

|z| =
√
25 + 9 =

√
34, arg z = arctg

3

5
.

éÚ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Ln z ÉÍÅÅÍ:

Ln(5 + 3i) = ln
√
34 + i

(

arctg
3

5
+ 2πk

)

, k ∈ Z.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ln z − Ln z 6= 0.
òÅÛÅÎÉÅ:

Ln z − Ln z = Ln z
z
= Ln 1.

îÁÊÄ�ÅÍ ÍÏÄÕÌØ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ z = 1, Á ÉÍÅÎÎÏ:

|z| = 1, Arg z = 2kπ, k ∈ Z,

ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Ln z − Ln z = ln 1 + i2kπ = i2kπ, k ∈ Z.
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3.3. ïÂÝÁÑ ÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ïÂÝÁÑ ÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

w = za,

ÇÄÅ a = α + iβ -ÌÀÂÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

za = eaLn z.

üÔÏ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÌÁ×ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÏ za = ea ln z.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ

ÐÏÄÌÅÖÉÔ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, Á ÔÁËÖÅ
ÐÒÁ×ÉÌÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÐÒÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ × ÓÔÅÐÅÎØ. ôÁË

za1za2 = ea1 Ln zea2 Ln z = ea1 Ln z+a2 Ln z 6= e(a1+a2) Ln z = za1+a2

É

(za1)a2 = (ea1 Ln z)a2 = ea2(a1(Ln z+i2kπ)) 6= ea2a1 Ln z.

ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÏÂÒÁÚ ÌÉÎÉÉ Á) x = 1, Â) |z| = 2, ×) arg z = π
6 ÐÒÉ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ w = z2.
òÅÛÅÎÉÅ: Á) äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁÐÉÛÅÍ w × ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ-

ÔÁÈ:

w = z2 = (x+ iy)2 = x2 − y2 + i2xy, Rew = u = x2 − y2, Imw = v = 2xy.
ðÕÓÔØ x = 1. ôÏÇÄÁ u = 1 − y2 É v = 2y. éÓËÌÀÞÁÑ y ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ,
ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ u = 1− v2

4 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÒÁÚ ÐÒÑÍÏÊ x = 1 ÅÓÔØ ÐÁÒÁÂÏÌÁ

u = 1− v2

4 .
Â) ðÕÓÔØ |z| = 2. ôÏÇÄÁ |w| = |z|2 = 4 É Argw = 2Arg z. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÅ×ÏÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z| = 2, −π
2 < arg z 6

π
2 ÓÌÕÖÉÔ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |w| = 4, −π < argw 6 π.
ïÂÒÁÚÏÍ ÐÒÁ×ÏÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z| = 2, −π < arg z 6 −π

2 ,
π
2 < arg z 6 π

ÓÌÕÖÉÔ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |w| = 4, −π < argw 6 π.
ðÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z| = 2 ÓÌÕÖÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ|w| = 4,

ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÁ.
×) ðÕÓÔØ arg z = π

6 . ôÏÇÄÁ Argw = 2arg z + 2πk =
π
3 + 2πk .

ðÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ |z| ÏÔ 0 ÄÏ +∞, |w| ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ +∞ É ÌÕÞ arg z = π
6

ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÌÕÞ arg z = π
3 .

3.4. ïÂÝÁÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

ïÂÝÁÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

w = az,
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ÇÄÅ a = α + iβ 6= 0 -ÌÀÂÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ
az = ez Ln a.

üÔÏ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÌÁ×ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÏ az = ez ln a.
ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ (1− i

√
3)i.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ (1− i
√
3)i ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ × ×ÉÄÅ

(1− i
√
3)i = eiLn(1−i

√
3).

îÁÊÄ�ÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
Ln(1− i

√
3).

äÌÑ ÞÅÇÏ ÎÁÊÄ�ÅÍ ÍÏÄÕÌØ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 1− i
√
3, ÐÏÌÕÞÉÍ:

|1− i
√
3| = 2, arg(1− i

√
3) = arctg

−
√
3

1
= −π
3
,

ÏÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ

Ln(1− i
√
3) = ln 2 + i(−π

3
+ 2πk).

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÁÊÄ�ÅÍ:

(1− i
√
3)i = eiLn(1−i

√
3) = ei(ln 2+i(−π

3+2πk)) =

= e
π
3−2πkei ln 2 = e

π
3−2πk(cos ln 2 + i sin ln 2), k ∈ Z.

3.5. ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ sin z É cos z ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÅÒÅÚ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ üÊÌÅÒÁ

sin z =
eiz − e−iz

2i
É cos z =

eiz + e−iz

2
.

õËÁÖÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

1) ðÒÉ z = x, sin z É cos z ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑ-
ÍÉ sinx É cosx ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x.

2) ÷ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.
3) sin z É cos z ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÐÅÒÉÏÄÏÍ 2π.
4) sin z-ÎÅÞ�ÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, cos z-Þ�ÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.
5) íÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏ ÍÏ-
ÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÎÕÓ sh z É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ËÏ-
ÓÉÎÕÓ ch z ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

sh z =
ez − e−z

2
É ch z =

ez + e−z

2
.



§3. æÕÎËÃÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ 87

ó×ÑÚØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

sh z = −i sin iz, ch z = cos iz,
sin z = −i sh iz, cos z = ch iz.

ðÒÉÍÅÒ 8. îÁÊÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
cos(1 + i).
òÅÛÅÎÉÅ:

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2,
ÔÏÇÄÁ

cos(1 + i) = cos 1 cos i− sin 1 sin i.
úÁÐÉÛÅÍ cos i É sin i ÞÅÒÅÚ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

cos i = ch 1 É sin i = i sh 1.

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

cos(1 + i) = cos 1 ch 1− i sin 1 sh 1.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

Re cos(1 + i) = cos 1 ch 1, Im cos(1 + i) = − sin 1 sh 1.
ðÒÉÍÅÒ 9. äÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï sin 2z = 2 sin z cos z.
òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ üÊ-

ÌÅÒÁ

sin 2z =
ei2z − e−i2z

2i
=
(eiz − e−iz)(eiz + e−iz)

2i
=

= 2
(eiz − e−iz)

2i

(eiz + e−iz)

2i
= 2 sin z cos z.

úÄÅÓØ ÂÙÌÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

z21 − z22 = (z1 − z2)(z1 + z2).
ðÒÉÍÅÒ 10. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÆÕÎËÃÉÑ sh z.
òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ sh z ÞÅÒÅÚ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ:

sh z =
ez − e−z

2
= 0.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

ez − e−z = 0, ez = e−z, e2z = 1.
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ðÏÌÏÖÉÍ
z = x+ iy É e2z = e2x+i2y = e2x(cos 2y + i sin 2y).

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÏ 1 × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ

1 = cos 2πk + i sin 2πk, k ∈ Z,

ÐÏÜÔÏÍÕ e2x = 1, 2y = 2πk ÉÌÉ x = 0, y = πk, k ∈ Z. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ,
ÞÔÏ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÆÕÎËÃÉÑ sh z, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ
× ×ÉÄÅ z = iπk, k ∈ Z.

3.6. ïÂÒÁÔÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

æÕÎËÃÉÉ w = Arcsin z, w = Arccos z, w = Arctg z, w = Arcctg z ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ-
ÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ z = sinw, z =
cosw, z = tgw, z = ctgw ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ÓÅ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍÉ
É ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ:

Arcsin z = −iLn(iz +
√

1− z2),
Arccos z = −iLn(z +

√

z2 − 1),

Arctg z = − i
2
Ln
1 + iz

1− iz ,

Arcctg z = − i
2
Ln

z + i

z − i.

ðÒÉÍÅÒ 11. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ sin z = 5.
òÅÛÅÎÉÅ: åÓÌÉ sin z = 5, ÔÏ z = Arcsin 5. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

z = Arcsin 5 = −iLn(i5 +
√

1− 52) = −iLn(i5 +
√
−24).

ðÏÌÕÞÉÍ Ä×Å ÓÅÒÉÉ ËÏÒÎÅÊ

z = −iLn(i5 + i2
√
6) É z = −iLn(i5− i2

√
6).

ôÁË ËÁË
|(5 + 2

√
6)i| = 5 + 2

√
6, |(5− 2

√
6)i| = 5− 2

√
6

É
arg(5 + 2

√
6)i = arg(5− 2

√
6)i =

π

2
,

ÐÏÌÕÞÉÍ

Ln(5 + 2
√
6)i = ln(5 + 2

√
6) + i(

π

2
+ 2kπ)

É
Ln(5− 2

√
6)i = ln(5− 2

√
6) + i(

π

2
+ 2kπ).
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óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

z =
π

2
+ 2kπ − i ln(5 + 2

√
6),

z =
π

2
+ 2kπ − i ln(5− 2

√
6), k ∈ Z.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

úÁÐÉÓÁÔØ × ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÞÉÓÌÁ:

124) 1) z = −1, 2) z = i, 3) z = 1− i, 4) z =
√
3− i.

îÁÊÔÉ ÍÏÄÕÌÉ É ÇÌÁ×ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:

125) 1) e3+2i, 2) e1−3i, 3) e2+5i, 4) e3−7i, 5) eiϕ, |ϕ| < π, 6) e−iϕ, |ϕ| < π.

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ez × ÔÏÞËÁÈ:

126) 1) z = 2πi, 2) z = πi, 3) z =
πi

2
, 4) z = −πi

2
, 5) z =

πi

4
.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ:

127) |ez| = eRe z.

128) ez+2πi = ez.

äÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

129) cos(−z) = cos z.
130) sin(−z) = − sin z.
131) ch(−z) = ch z.
132) sh(−z) = − sh z.
133) cos2 z + sin2 z = 1.

134) ch2 z − sh2 z = 1.
135) sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2.

136) cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2.
137) ch(z1 + z2) = ch z1 ch z2 + sh z1 sh z2.

ðÕÓÔØ z = x+ iy. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ:

138) Re sin z = sinx ch y, Im sin z = cosx sh y.

139) Re cos z = cosx ch y, Im cos z = − sinx sh y.
140) Re sh z = shx cos y, Im sh z = chx sin y.

141) Re ch z = chx cos y, Im ch z = sh x sin y.
îÁÊÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÉÓÅÌ:

142) 1) z = cos(2 + i), 2) z = sin 2i, 3) z = sh(−2 + i), 4) z = ch i, 5) z =
tg(2− i).
îÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ:

143) 1) ez, 2) cos z, 3) sin z.
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îÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÞÉÓÔÏ
ÍÎÉÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ:

144) 1) ez, 2) sin z, 3) ch z.

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ:

145) 1) Ln e, 2) Ln(−1), 3) Ln i, 4) Ln(3−4i), 5) Ln(−4+3i) 6) Ln 1 + i
√
3

2
,

7) Ln
1− i

√
3

2
.

îÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ:

146) 1) i
√
2, 2) ii, 3)

(

1− i√
2

)1+i

, 4)

(√
3 + i

2

)1+i

, 5) (3− 4i)1+i, 6) (1−

i
√
3)i.

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ:

147) 1) Arcsin

(

1

2

)

, 2) Arccos

(

1

2

)

, 3) Arccos(2), 4) Arcsin i, 5) Arctg(1+

2i).

îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

148) ln(z + i) = 0.

149) ln(i− z) = 1.
150) e−z + 1 = 0.

151) ez + i = 0.

152) sin z =
4i

3
.

153) sin z =
5

3
.

154) cos z =
3i

4
.

155) cos z =
3 + i

4
.

156) tg z =
5i

3
.

157) ctg z = −3i
5
.

îÁÊÔÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÉÎÉÊ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ w = z2, w = u+ iv:

158) 1) u = 3, 2) v = 5.

îÁÊÔÉ ÏÂÒÁÚÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÉÎÉÊ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ w =
1

z
:

159) 1) x = 3, 2) y = 5, 3) |z| = R, 4) y = x, 5) (x−2)2+y2 = 1, 6) arg z =
α, 7) |z − 1| = 1.
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§4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

4.1. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ

æÕÎËÃÉÑ f(z), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ

lim
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

= f ′(z0),

ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) × ÔÏÞËÅ z0.
óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:
ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) É g(z) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ, Á C ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏ-

ÑÎÎÁÑ, ÔÏÇÄÁ

1) C ′ = 0.
2) (Cf(z))′ = Cf ′(z).
3) (f(z) + g(z))′ = f ′(z) + g′(z).
4) (f(z)g(z))′ = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z).

5)

(

f(z)

g(z)

)′
=
f ′(z)g(z)− f(z)g′(z)

g2(z)
, g(z) 6= 0.

6) ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ w = f(z) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ z0, Á ÆÕÎËÃÉÑ ξ = ϕ(w), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(z), ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ w0, w0 = f(z0),
ÔÏ ÓÌÏÖÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ξ = ϕ(f(z)) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ z0 É
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

(ϕ(f(z0)))
′ = ϕ′(w0)f

′(z0).

7) ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ w = f(z) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ z0 É f

′(z0) 6= 0, Á ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë f(z) ÆÕÎËÃÉÑ z =
ϕ(w) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ
w0, w0 = f(z0) É ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

ϕ′(w0) =
1

f ′(z0)
.
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ôÁÂÌÉÃÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ

1.(zn)′ = nzn−1. 2.(ez)′ = ez.

3.(sin z)′ = cos z. 4.(cos z)′ = − sin z.
5.(tg z)′ = 1

cos2 z . 6.(ctg z)′ = − 1
sin2 z

.

7.(sh z)′ = ch z. 8.(ch z)′ = sh z.
9.(th z)′ = 1

ch2 z
. 10.(cth z)′ = − 1

sh2 z
.

11.(Arcsin z)′ = 1√
1−z2

. 12.(Arccos z)′ = − 1√
1−z2

.

13.(Arctg z)′ = 1
1+z2 . 14.(Arcctg z)′ = − 1

1+z2 .

15.(Ln z)′ = 1
z .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-
ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ÷ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ (11) (15) ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÕÀ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ×ÅÔ×É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ×ÙÄÅ-
ÌÅÎÎÏÊ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÇÄÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) =
ez + 1

ez − 1 É ÎÁÊÔÉ
Å�Å ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.
òÅÛÅÎÉÅ: æÕÎËÃÉÑ f(z) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ×ÅÚÄÅ ËÒÏÍÅ ÔÏÞÅË, ÇÄÅ

ez − 1 = 0, ez = 1.

ðÏÌÏÖÉÍ

z = x+ iy, ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y).

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÏ 1 × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ

1 = cos 2πk + i sin 2πk, k ∈ Z,

ÐÏÜÔÏÍÕ ex = 1, y = 2πk ÉÌÉ x = 0, y = 2πk, k ∈ Z. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ
z = i2πk, k ∈ Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ×ÓÀÄÕ ËÒÏÍÅ
ÔÏÞÅË z = i2πk, k ∈ Z.
ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÌÕÞÉÍ

f ′(z) =
(ez + 1)′(ez − 1)− (ez + 1)(ez − 1)′

(ez − 1)2 =

=
ez(ez − 1)− ez(ez + 1)

(ez − 1)2 =
−2ez

(ez − 1)2 .

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ
×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.
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4.2. õÓÌÏ×ÉÑ ëÏÛÉ òÉÍÁÎÁ

ðÕÓÔØ z = x+ iy É ÆÕÎËÃÉÑ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z0 = x0+ iy0. æÕÎËÃÉÑ f(z) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ z0
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

1) u(x, y) É v(x, y) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×
ÔÏÞËÅ (x0, y0);

2) ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÏÛÉ òÉÍÁÎÁ

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

ðÒÉÍÅÒ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) = z2 Im z ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ
ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ z = 0.
òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÏ×ÅÒÉÍ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ ëÏÛÉ òÉÍÁÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = z2 Im z = (x2 − y2)y + 2ixy2,

ÐÏÌÕÞÉÍ

∂u

∂x
= 2xy,

∂u

∂y
= x2 − 3y2,

∂v

∂x
= 2y2,

∂v

∂y
= 4xy.

ïÔËÕÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÏÛÉ òÉÍÁÎÁ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞ-
ËÅ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ z = 0. ôÁË ËÁË ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÏÛÉ òÉÍÁÎÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÎÅ-
ÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍ f ′(0) ÐÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

f ′(0) = lim
–z→0

f(–z)− f(0)
–z

= lim
–z→0
(–z)(–y) = 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ z = 0.
éÎÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÀ f(z) = u+ iv ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÈ r É ϕ, ÇÄÅ z = r(cosϕ + i sinϕ). úÁÐÉÛÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÏÛÉ òÉÍÁÎÁ ×
ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

∂u

∂r
=
1

r

∂v

∂ϕ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂ϕ
.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÏÛÉ òÉÍÁÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) = zn.
òÅÛÅÎÉÅ: úÁÐÉÛÅÍ f(z) = u+ iv × ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

zn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ), u(r, ϕ) = rn cosnϕ, v(r, ϕ) = rn sinnϕ
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É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ

∂u

∂r
= nrn−1 cosnϕ,

∂u

∂ϕ
= −nrn sinnϕ,

∂v

∂r
= nrn−1 sinnϕ,

∂v

∂ϕ
= nrn cosnϕ.

õÓÌÏ×ÉÑ ëÏÛÉ òÉÍÁÎÁ × ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ.

4.3. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÍÏÄÕÌÑ É ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ

ðÕÓÔØ w = f(z) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ z0 É f
′(z0) 6= 0. ðÕÓÔØ C ËÒÉ-

×ÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ z0. þÅÒÅÚ • ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÂÒÁÚ ËÒÉ×ÏÊ C ÐÒÉ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ w = f(z), ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ w0 = f(z0).

ðÕÓÔØ ϕ ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËÒÉ×ÏÊ C × ÔÏÞËÅ z0 É ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ z, Á θ ÕÇÏÌ,
ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËÒÉ×ÏÊ • × ÔÏÞËÅ w0 = f(z0) Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ w (ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ × ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÞÔÏ É ËÒÉ×ÙÅ). óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

θ = ϕ+ arg f ′(z0).

ðÕÓÔØ z ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÉ×ÏÊ C. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

–z = z − z0, –w = w − w0.
ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ C × ÔÏÞËÅ z0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅ-
ÄÅÌ

lim
–z→0

|–w|
|–z| .

íÏÄÕÌØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ |f ′(z0)| ÒÁ×ÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ
ËÒÉ×ÏÊ C × ÔÏÞËÅ z0.
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ðÒÉÍÅÒ 4. õËÁÚÁÔØ, ËÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ, Á ËÁËÁÑ ÒÁÓÔÑ-
ÇÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ w = z2 + z.
òÅÛÅÎÉÅ: îÁÊÄ�ÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ w′ = 2z + 1 =

2x+ 1 + i2y É ×ÙÞÉÓÌÉÍ Å�Å ÍÏÄÕÌØ

|w′| =
√

(2x+ 1)2 + 4y2.

ôÁË ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÔÑÖÅ-
ÎÉÑ, ÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ, ÇÄÅ |w′| < 1, ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ, Á ÏÂÌÁÓÔØ, ÇÄÅ |w′| > 1, ÒÁÓÔÑÇÉ×Á-
ÅÔÓÑ.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (2x + 1)2 + 4y2 = 1 ÄÅÌÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ z ÎÁ

Ä×Å ÞÁÓÔÉ. ÷ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ Å�Å ÞÁÓÔØ (2x + 1)2 + 4y2 < 1 ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ w
ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ, Á ×ÎÅÛÎÑÑ ÞÁÓÔØ (2x+ 1)2 + 4y2 > 1 ÒÁÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ.

4.4. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

æÕÎËÃÉÑ w = f(z) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÔÏÞËÅ z0, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ É × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Å�Å ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.
éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÔÏÞËÅ z0, ÂÕÄÅÔ

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z0. ðÏÜÔÏÍÕ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÏ.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË G ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ, ÅÓÌÉ:

1) ÏÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ, Ô.Å. ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÜÔÏÍÕ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ;

2) ÏÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, Ô.Å. ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÏÊ ÔÏÞÅË, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÜÔÏÍÕ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÜÔÉ
ÔÏÞËÉ.

ôÏÞËÁ z0 ÎÁÚÙ×ÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G, ÅÓÌÉ × ÌÀÂÏÊ Å�Å ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÔÏÞËÉ ËÁË ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ, ÔÁË É ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÏÂÌÁ-
ÓÔÉ G. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÂÌÁÓÔÉ G ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÁÎÉÃÕ ÏÂÌÁ-
ÓÔÉ.
ïÂÌÁÓÔØ G ×ÍÅÓÔÅ Ó Å�Å ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ É ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �G.
æÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ G , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-

ÓËÁÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.
æÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ �G , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-

ÓËÁÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D ( �G ⊂ D).
æÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ γ , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-

ÓËÁÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÜÔÕ ËÒÉ×ÕÀ.
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æÕÎËÃÉÑ f(z) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ

ϕ(z) = f

(

1

z

)

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÔÏÞËÅ z = 0.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) = z Re z
1) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÔÏÞËÅ z = 0;
2) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ × ÔÏÞËÅ z = 0.

òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ

f(z) = u+ iv = z Re z = (x+ iy)x = x2 + ixy, u = x2, v = xy.

îÁÊÄ�ÅÍ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ

∂u

∂x
= 2x,

∂u

∂y
= 0,

∂v

∂x
= y,

∂v

∂y
= x.

ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÏÛÉ òÉÍÁÎÁ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ z = 0. ðÏÜÔÏÍÕ, ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÔÏÞËÅ z = 0.
÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f ′(0). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

f ′(0) = lim
–z→0

f(–z)− f(0)
–z

= lim
–z→0

–z–x

–z
= 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ z = 0, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ.
ðÒÉÍÅÒ 6. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) = z2 + 3ez ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ×

ÏÂÌÁÓÔÉ G = {z : |z| < 1}.
òÅÛÅÎÉÅ: éÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÕÍÍÙ É ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ (z2)′ = 2z, (3ez)′ = 3ez, ÎÁÊÄÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ
(f(z))′ = (z2+3ez)′ = 2z+3ez. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z, |z| < 1
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉf(z) = z2+3ez, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ G.
ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ × ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ

f(z) = u + iv ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ Å�Å ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ u(x, y) = x2 − y2 + 2x,
ÅÓÌÉ f(i) = −1 + 2i.
òÅÛÅÎÉÅ: éÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ëÏÛÉ òÉÍÁÎÁ ÉÍÅÅÍ:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
= 2x+ 2.

ðÏÜÔÏÍÕ

v(x, y) =

∫

(2x+ 2)dy = (2x+ 2)y + c(x).
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ðÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ x, ÔÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÌÏÓØ ÐÏ y. îÁÊÄ�ÅÍ c(x), ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ×ÔÏÒÏÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ
ëÏÛÉ òÉÍÁÎÁ:

∂u

∂y
= −2y, ∂v

∂x
= 2y + c′(x).

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

2y + c′(x) = 2y, c′(x) = 0, c(x) = c0, v(x, y) = (2x+ 2)y + c0

É

f(z) = x2 − y2 + 2x+ i(2xy + 2y + c0).
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ c0 ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ f(i) = −1 + 2i, ÐÏÌÕÞÉÍ:

−1 + i(2 + c0) = 2i− 1, c0 = 0.
éÔÁË,

f(z) = x2 − y2 + 2x+ i(2xy + 2y) = (x2 − y2 + i2xy) + 2(x+ iy) = z2 + z.
ïÔ×ÅÔ: f(z) = z2 + z.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ z = x+ iy. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÆÕÎËÃÉÉ:
160) 1) Re z, 2) x2y2, 3) |z|2, 4) x2 + iy2, 5) z Re z, 6) 2xy − i(x2 − y2).

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ:
161) (sh z)′ = ch z.
162) (ch z)′ = sh z.
163) (sin z)′ = cos z.
164) (cos z)′ = − sin z.
165) (Ln z)′ =

1

z
.

îÁÊÔÉ, ÇÄÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, É ÎÁÊÔÉ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÙÅ:
166) ech z.

167) sin(2ez).
168) sin z ch z − i cos z sh z.
169) ze−z.

170)
ez

z
.

171)
z cos z

1 + z2
.

172) tg z.
173) ctg z.
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174)
ez + 1

ez − 1.

175)
1

tg z + ctg z
.

176) (ez − e−z)2.

177)
cos z

cos z − sin z .
ðÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ ëÏÛÉ òÉÍÁÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ:

178) 1) zn, 2) ez, 3) cos z, 4) Ln z.

îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉ-
ÎÉÃÅ:

179) 1) w = z2 − 2z, 2) w = 1
z
, 3) w = z3, 4) w =

1 + iz

1− iz .
îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÕÇÏÌ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ:

180) 1) w = iz2, 2) w =
1 + iz

1− iz , 3) w = −z
3, 4) w = z2 − 2z, 5) w = i

z
.

ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ, Á ËÁËÁÑ ÒÁÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ:

181) 1) w = z2, 2) w = ez, 3) w = ln(z − 1).
ðÕÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ C -ÌÕÞ arg(z − z0) = ϕ, ×ÙÈÏÄÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ z0. îÁÊÔÉ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ É ÕÇÏÌ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ × ÔÏÞËÅ z0 ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÌÕÞÁ
ÐÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ:

182) 1) w = z2, z0 = 1, 2) w = w = �z
2, z0 = i, 3) w = ie

2z, z0 = 0, 4) w =

2z + i�z, z0 = 0, 5) w =
1− iz
1 + iz

, z0 = −i.
îÁÊÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z0, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÅÅ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ u(x, y) ÉÌÉ ÍÎÉÍÁÑ v(x, y) ÞÁÓÔØ É ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(z0):

183) u =
x

x2 + y2
, f(π) =

1

π
.

184) v = arctg
y

x
, f(1) = 0.

185) u = 3x2 − 4xy − 3y2, f(i) = −3− 2i.

186) v = 2y(5x− 3), f
(

1

5

)

= −1.

187) v = sin y ch(x+ 1), f
(

−1 + π

2
i
)

= i.

188) u =
2y

(x+ 1)2 + y2
, f(i) = i.

÷ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÌÉ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ
ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

189) 1)u(x, y) = ey/x, 2)v(x, y) = e−x sin 2y.
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§5. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏÇÏ

5.1. éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á

ðÕÓÔØ f(z) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ G ÆÕÎËÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ z. •   ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ,ÌÅÖÁÝÁÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ
G, Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ a É ËÏÎÃÏÍ × ÔÏÞËÅ b. òÁÚÏÂØ�ÅÍ ÄÕÇÕ ab ÌÉÎÉÉ • ÎÁ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÄÕÇ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÞÅË a = z0, z1, ..., zn = b,
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÌÉÎÉÉ •.
óÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÕÍÍÕ

n−1
∑

k=1

f(ξk)–zk, ÇÄÅ –zk = zk+1 − zk.

ôÏÞËÁ ξk ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÄÕÇÅ •, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ zk, zk+1. ðÒÅÄÅÌ
ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÐÒÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (ÅÓÌÉ
ÏÎ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) ÐÏ
ËÒÉ×ÏÊ • É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

∫

•

f(z)dz.

ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ:

1)
∫

•+
f(z)dz = −

∫

•−
f(z)dz, ÇÄÅ •+, •− ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÐÕÔØ,

ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÊ × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ.
2)
∫

•

Cf(z)dz = C
∫

•

f(z)dz, - ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.

3)
∫

•

f(z)dz =
∫

•1

f(z)dz+
∫

•2

f(z)dz+ ...+
∫

•n

f(z)dz, ÅÓÌÉ ÐÕÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ-

×ÁÎÉÑ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ÔÏÞËÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ
ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ •1, •2, ..., •n.

4)
∫

•

f1(z) + f2(z)dz =
∫

•

f1(z)dz +
∫

•

f2(z)dz.

ðÕÓÔØ

z = x+ iy, f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÀ ÏÂÙÞÎÙÈ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ:

∫

•

f(z)dz =

∫

•

u(x, y)dx− v(x, y)dy + i
∫

•

v(x, y)dx+ u(x, y)dy.
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üÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÌÅÇËÏ ÚÁÐÏÍÎÉÔØ, ÅÓÌÉ ÎÁÐÉÓÁÔØ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ:
∫

•

f(z)dz =

∫

•

(u+ iv)(dx+ idy).

ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫

•

(2z + �z + i)dz,

ÇÄÅ •   ÄÕÇÁ ÐÁÒÁÂÏÌÙ y = x2, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ z = 0 É z = 1 + i.
òÅÛÅÎÉÅ:
∫

•

(2z + �z + i)dz =

∫

•

3xdx− (y + 1)dy + i
∫

•

(y + 1)dx+ 3xdy =

=

1
∫

0

(3x− 2(x2 + 1)x)dx+ i
1
∫

0

(x2 + 1 + 6x2)dx =

=

1
∫

0

(x−2x3)dx+ i
1
∫

0

(7x2+1)dx =

[(

x2

2
− x4

2

)]1

0

+ i

[(

7

3
x3 + x

)]1

0

=
10

3
i.

þÁÓÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. ðÕÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÉ-
ÎÉÉ • ÚÁÄÁÎÏ × ×ÉÄÅ

z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [a, b],
ÇÄÅ x(t), y(t) Ä×Å ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ t ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Ä×ÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t (ÚÁ ÉÓ-
ËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, t = a É t = b) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. éÍÅÅÍ

∫

•

f(z)dz =

b
∫

a

f(z(t))z′(t)dt =

=

b
∫

a

u(x(t), y(t))x′(t)dt− v(x(t), y(t))y′(t)dt+

+ i

b
∫

a

v(x(t), y(t))x′(t)dt+ u(x(t), y(t))y′(t)dt.
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ðÒÉÍÅÒ 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫

•

1

(
√
z)1

dz,

ÇÄÅ •   ÐÒÁ×ÁÑ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z| = 2, Re z > 0, ÐÒÏÂÅÇÁÅÍÁÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ
z = −2i ÄÏ ÔÏÞËÉ z = 2i. þÅÒÅÚ (√z)1 ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ
×ÅÔ×ÅÊ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

√
z.

òÅÛÅÎÉÅ: úÁÐÉÛÅÍ ÄÕÇÕ • × ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ ËÁË z = 2eit, −π
2 6

t 6
π
2 . ðÏÌÕÞÉÍ

∫

•

1

(
√
z)1

dz =

−π
2

∫

−π
2

2ieitdt√
2ei t

2

=
√
2

−π
2

∫

−π
2

iei t
2dt =

=
[

2
√
2ei t

2

]
π
2

−π
2

= 2
√
2
(

eiπ
4 − e−iπ

4

)

= 4
√
2i sin

π

4
= 4i.

5.2. æÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ

ðÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) × ÏÂÌÁÓÔÉ G ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ×ÓÑËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ
F (z), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ×ÓÀÄÕ × ÏÂÌÁÓÔÉ G ÕÓÌÏ×ÉÀ

F ′(z) = f(z).

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÒÉ×ÙÈ (ÍÙ ÎÅ ÄÁ�ÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ (ÓÍ.
ÒÉÓÕÎÏË)),

ÇÄÅ ÇÒÁÎÉÃÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒ�ÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÒÉ×ÙÈ •0,•1,•2.
åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ G ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É Å�Å ÇÒÁÎÉÃÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ

ËÒÉ×ÏÊ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ.
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ðÕÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØG ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ É ËÒÉ×ÁÑ • ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉG. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ
f(z) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ G.
óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ

∫

•

f(z)dz =

B
∫

A

f(z)dz = F (B)− F (A),

ÇÄÅ A É B ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅÃ ÐÕÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ, F (z) ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÄÌÑ
ÆÕÎËÃÉÉ f(z).
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ îØÀÔÏÎÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∫

•

(z − 1)dz,

ÇÄÅ ËÒÉ×ÁÑ • ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÉ A = 2+i, B = −2−i, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.

òÅÛÅÎÉÅ: æÕÎËÃÉÑ f(z) = z − 1 ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ×Ï ×ÓÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ îØÀÔÏÎÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ

∫

•

(z − 1)dz =
−2−i
∫

2+i

(z − 1)dz =
[

z2

2
− z
]−2−i

2+i

=

=
(−2− i)2
2

− (−2− i)− (2 + i)
2

2
+ (2 + i) = 4 + 2i.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ îØÀÔÏÎÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫

•

1

z
dz,
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ÇÄÅ ËÒÉ×ÁÑ • ÞÅÔ×ÅÒÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ A = 1, B = i, ËÁË
ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.

òÅÛÅÎÉÅ: æÕÎËÃÉÑ f(z) = 1
z
ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G .

ïÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F (z) = ln z = ln |z|+i arg z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ
ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) = 1

z . ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏÌÕÞÉÍ

∫

•

1

z
dz =

i
∫

1

1

z
dz = ln(i)− ln(1) = iπ

2
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ • ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÉ A = 1, B = i, ËÁË ÐÏËÁ-
ÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÕ îØÀÔÏÎÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ

ÎÅÌØÚÑ. æÕÎËÃÉÑ f(z) = 1
z ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÔÏÞËÅ z = 0, ÐÏÜÔÏ-

ÍÕ ÏÂÌÁÓÔØ G, ÇÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(z), ÎÅ ÍÏÖÅÔ
ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÔÏÞËÕ z = 0. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ËÒÉ×ÕÀ •, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ z = 0, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ. üÔÏ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ îØÀÔÏÎÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ:
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190)
1
∫

0

(1 + it)2dt.

191)

1
∫

0

1

1 + it
dt.

192)

1
∫

0

1 + it

1− itdt.

193)
π
∫

0

e−itdt.

194)
π
∫

−π

ei3tdt.

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ
∫

•

Re zdz,
∫

•

Im zdz, ÇÄÅ:

195) •   ÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒ ÔÏÞËÉ 2 + i.
196) •   ×ÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z| = 1 (ÎÁÞÁÌÏ ÐÕÔÉ × ÔÏÞËÅ z = 1).
197) •   ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z − 2| = 3, ÐÒÏÈÏÄÉÍÁÑ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ
∫

•

|z|dz, ÇÄÅ:

198) •   ÏÔÒÅÚÏË z = (2− i)t, 0 6 t 6 1.
199) •   ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z| = 5, ÐÒÏÈÏÄÉÍÁÑ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.
200) •   ÌÅ×ÁÑ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z| = 1 (ÎÁÞÁÌÏ ÐÕÔÉ × ÔÏÞËÅ z = i).

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ:
201)

∫

•

|z|�zdz, ÇÄÅ •   ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÏÎÔÕÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕ-
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z| = 1 É ÏÔÒÅÚËÁ −1 6 Re z 6 1, Im z = 0.
202)

∫

•

e�zdz, ÇÄÅ •   ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ z1 = 0, z2 = 1+i.

203)

∫

•

1

z − idz, ÇÄÅ •   ÌÉÎÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÐÒÁ×ÏÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z−

i| = 1 É ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÉ z1 = 2i, z2 = 3i.
204)

∫

•

Re(sin z) cos zdz, ÇÄÅ •   | Im z| 6 1, Re z = π

4
, z =

π

4
− i   ÎÁÞÁÌÏ

ÐÕÔÉ.
îÁÊÔÉ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ:
205) 1) eaz, 2) ch az, 3) sh az, 4) cos az, 5) sin az, 6) zeaz, 7) z2 ch az,

8) z cos az.
ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ îØÀÔÏÎÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ:

206)
−1−i
∫

1+i

(z2 − z + 1)dz.
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207)
i
∫

0

(z − i)e−zdz.

208)

i
∫

0

ln z

z
dz, ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ ÔÏÞËÉ z1 = 1, z2 = i.

209)
1+i
∫

0

sin z cos zdz.

§6. ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ

éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ. åÓÌÉ G ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ É f(z) ÁÎÁ-
ÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ × G, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ
•, ÌÅÖÁÝÅÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ G

∫

•

f(z)dz = 0.

ôÅÏÒÅÍÕ ëÏÛÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ É ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÍÎÏÇÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.
ðÕÓÔØ f(z) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÍÎÏÇÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D. ðÕÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ
ÏÂÌÁÓÔØ �G ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ D. çÒÁÎÉÃÁ G ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÙÈ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ •0, •1, ..., •n, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÁÓÔÉ G (Ô.Å. ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ÏÂÌÁÓÔØ G
ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ÓÌÅ×Á). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ • ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ËÏÎÔÕÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÏÎÔÕ-
ÒÏ× •0, •1, ..., •n. ðÒÉ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∫

•

f(z)dz =

∫

•0

f(z)dz +

∫

•1

f(z)dz + ...+

∫

•n

f(z)dz = 0.

éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ. ðÕÓÔØ f(z) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ
D É ÏÂÌÁÓÔØ G Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ •, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÕÓÏÞÎÏ-
ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÁÓÔÉ G,
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ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × D. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z0 ∈ G ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ
ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ:

∫

•

f(z)

z − z0
dz = 2πif(z0)

É
∫

•

f(z)

(z − z0)n+1
dz =

2πi

n!
f (n)(z0),

ÇÄÅ f (n) - ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏÒÑÄËÁ n ÆÕÎËÃÉÉ f(z).

ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫

•

1

z2 + 1
dz, ÇÄÅ ËÒÉ×ÁÑ •

1)• : |z − 1| = 1
2
; 2)• : |z − i| = 1

2
; 3)• : |z + i| = 1

2
; 4)• : |z| = 2.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÄÅÓØ É ÄÁÌØÛÅ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÐÏÌÁÇÁÅÍ,
ÞÔÏ ËÏÎÔÕÒ • ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ.

òÅÛÅÎÉÅ: 1) ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ
1

z2 + 1
ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ËÒÕÇÅ |z−1| 6 1

2
,

ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ
∫

•

1

z2 + 1
dz = 0.

2) ÷ ËÒÕÇÅ |z − i| 6 1
2
ÆÕÎËÃÉÑ

1

z2 + 1
ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÅ z = i É

ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ×ÏÓÐÏÌØÚÕ-
ÅÍÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÏÛÉ

∫

•1

1

z2 + 1
dz =

∫

|z−i|= 12

1

z2 + 1
dz =

∫

|z−i|= 12

1

(z − i)(z + i)dz =

=

∫

|z−i|= 12

1
z+i

z − idz = 2πi
1

z0 + i

∣

∣

∣

∣

z0=i

= π.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ z0 = i, f(z) =
1

z + i
, ËÏÎÔÕÒ • = •1 : |z − i| = 1

2 ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ

ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.

3) ÷ ËÒÕÇÅ |z + i| 6
1

2
ÆÕÎËÃÉÑ

1

z2 + 1
ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÅ z =

−i É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ
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ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÏÛÉ

∫

•2

1

z2 + 1
dz =

∫

|z+i|= 12

1

z2 + 1
dz =

∫

|z+i|= 12

1

(z − i)(z + i)dz =

=

∫

|z+i|= 12

1
z−i

z + i
dz = 2πi

1

z0 − i

∣

∣

∣

∣

z0=−i

= −π.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ z0 = −i, f(z) =
1

z − i ËÏÎÔÕÒ • = •2 : |z+ i| =
1
2 ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ

ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.

4) ÷ ËÒÕÇÅ |z| 6 2 ÆÕÎËÃÉÑ 1

z2 + 1
ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÁÈ z =

i, z = −i. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÏÛÉ ÄÌÑ
ÍÎÏÇÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ G. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å G ×ÏÚØÍ�ÅÍ ÏÂÌÁÓÔØ, ÇÒÁÎÉÃÅÊ ËÏÔÏÒÏÊ
ÓÌÕÖÁÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

•0 : |z| = 2; •−1 : |z − i| =
1

2
; •−2 : |z + i| =

1

2
.

ëÏÎÔÕÒ •0 ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, Á ËÏÎÔÕÒÙ •1,•2 ÐÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ

ÓÔÒÅÌËÅ. æÕÎËÃÉÑ
1

z2 + 1
ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ

∫

•0

1

z2 + 1
dz +

∫

•−1

1

z2 + 1
dz +

∫

•−2

1

z2 + 1
dz = 0

É
∫

•0

1

z2 + 1
dz =

∫

•1

1

z2 + 1
dz +

∫

•2

1

z2 + 1
dz
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ÉÌÉ
∫

|z|=2

1

z2 + 1
dz = π − π = 0.

ðÒÉÍÅÒ 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫

•

ez

(1− z)3dz,

ÇÄÅ ËÒÉ×ÁÑ • : |z − 1| = 1
2
.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÏÌÏÖÉÍ n = 2, f(z) = −ez, z0 = 1.ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ
ÆÏÒÍÕÌÕ ëÏÛÉ.

∫

•

ez

(1− z)3dz =
2π

2!
i
d2

dz2
(−ez)|z=1 = −iπe.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ (×ÓÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÂÈÏÄÑÔÓÑ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ):

210)

∫

|z−2i|=2

1

z2 + 9
dz.

211)

∫

|z+i|=3

1

z2 + 9
dz.

212)

∫

|z|=4

1

z2 + 9
dz.

213)

∫

|z−2|=2

z

z4 − 1dz.

214)

∫

|z+1|=2

1

z2 + z + 1
dz.

215)

∫

|z|=1

sin z

z
dz.

216)

∫

|z−3|=2

cos z

z2 − 4dz.
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217)

∫

|z|=2

sin2 z

z − π
4

dz.

218)

∫

|z−3|= 52

sin
1

z
z − 2dz.

219)

∫

|z|=3

cosπz + 3 sinπz

(z2 − 4)(z + i) dz.

220)

∫

|z−1|=1

z2ez

z2 − 1dz.

221)

∫

|z−i|=1

ch z2

i− zdz.

222)

∫

|z−2i|=2

sh z

z2 + 1
dz.

223)

∫

|z−2i|=2

tg z

z2 + π2
dz.

224)

∫

|z+1|=1

1

(1 + z)(z − 1)3dz.

225)

∫

|z−2|=1

ez

(2− z)2dz.

226)

∫

|z−1|=1

sin πz

(z2 − 1)2dz.

227)

∫

|z−1−i|=2

cos z

(z − i)3dz.

228)

∫

|z+i|=3

sin z

z + i
dz.

229)

∫

|z|=2

ez

z2 − 1dz.

230)

∫

|z|=4

cos z

z2 − π2dz.
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231)

∫

|z|= 12

ez

z(1− z)3dz.

232)

∫

|z|= 32

ez

z(1− z)3dz.

233)

∫

|z−1|= 12

ez

z(1− z)3dz.

§7. óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÅÐÅÎ-
ÎÏÊ ÒÑÄ

7.1. óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ

óÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄ ×ÉÄÁ

∞
∑

n=0

cn(z − z0)n = c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)2 + . . .+ cn(z − z0)n + . . . ,

ÇÄÅ cn É z0 ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á z ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÅ.
åÓÌÉ z0 = 0, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÑÄ ×ÉÄÁ

∞
∑

n=0

cnz
n = c0 + c1z + c2z

2 + . . .+ cnz
n + . . .

ïÂÌÁÓÔØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z0 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ R Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ
ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ. òÁÄÉÕÓ ËÒÕÇÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

1

R
= lim

n→∞
n
√

|cn|
É

R = lim
n→∞

|cn|
|cn+1|

,

ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ
∞
∑

n=0
cn(z − z0)n ÐÒÉ |z − z0| < R ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ,

Á ÐÒÉ |z−z0| > R ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÎÁ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ |z − z0| = R ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÙÍ, ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ÎÅÊ,
ÍÏÖÅÔ × ÏÄÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ, Á × ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ.
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åÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ
∞
∑

n=0
cn(z−z0)n ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ R > 0,

ÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ |z − z0| < R ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÒÕÇÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ.
åÓÌÉ R = ∞ ËÒÕÇÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.
åÓÌÉ R = 0, ÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÞËÅ z = z0.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ

S(z) =
∞
∑

n=0

cn(z − z0)n

ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ |z − z0| < R, É,
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÌÉ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ
|z − z0| = R. æÕÎËÃÉÑ S(z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ËÒÕÇÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

∞
∑

n=0

(z − i)n
3nn3

.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÍÅÅÍ |cn| =
1

3nn3
. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ

ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

R = lim
n→∞

|cn|
|cn+1|

,

ÐÏÌÕÞÉÍ

R = lim
n→∞

3n+1(n+ 1)3

3nn3
= lim

n→∞
3

(

1 +
1

n

)3

= 3.

ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ ÒÑÄ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z − i| = 3. äÌÑ ÞÅÇÏ
ÎÁÊÄ�ÅÍ ÍÏÄÕÌØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÓÕÍÍÙ ÐÒÉ |z − i| = 3, Á
ÉÍÅÎÎÏ

∣

∣

∣

∣

(z − i)n
3nn3

∣

∣

∣

∣

=
3n

3nn3
=
1

n3
.

éÚ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ
∞
∑

n=0

1

n3
ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ

ÒÑÄÁ
∞
∑

n=0

(z − i)n
3nn3

×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z − i| = 3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ z , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ
|z − i| 6 3.
ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

∞
∑

n=0

zn

5n
.
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òÅÛÅÎÉÅ: ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÍÅÅÍ |cn| =
1

5n
. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ

ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

1

R
= lim

n→∞
n
√

|cn|,

ÐÏÌÕÞÉÍ

1

R
= lim

n→∞
n

√

1

5n
=
1

5

É R = 5. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ
∞
∑

n=1

zn

5n
ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z| = 5. äÌÑ

ÞÅÇÏ ÎÁÊÄ�ÅÍ ÍÏÄÕÌØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ , ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÓÕÍÍÙ ÐÒÉ |z| = 5, Á
ÉÍÅÎÎÏ

∣

∣

∣

∣

zn

5n

∣

∣

∣

∣

=
5n

5n
= 1.

ôÁË ËÁË ÐÒÉ |z| = 5 ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ×

lim
n→∞

zn

5n
6= 0,

ÔÏ ÐÒÉ |z| = 5 ÒÑÄ
∞
∑

n=0

zn

5n
ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ ÒÑÄ

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ z, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ |z| < 5.
ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

∞
∑

n=0

zn

n!
.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÉÍÅÅÍ |cn| =
1

n!
. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ

ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

R = lim
n→∞

|cn|
|cn+1|

,

ÐÏÌÕÞÉÍ

R = lim
n→∞

(n+ 1)!

n!
=∞.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ
∞
∑

n=0

zn

n!
ÓÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
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7.2. òÑÄÙ ôÅÊÌÏÒÁ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÔÏÞËÅ z0 (Ô.Å. ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ×
ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ). òÑÄ

∞
∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÔÏÞËÅ z0.
ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÐÉÓÁÔØ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) = ez × ÔÏÞËÅ z = 0.
òÅÛÅÎÉÅ: æÕÎËÃÉÑ f(z) = ez ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÔÏÞËÅ z = 0 É

f (n)(0) = ez|z=0 = e0 = 1.
ðÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) = ez × ÔÏÞËÅ z = 0 ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ

∞
∑

n=0

zn

n!
.

7.3. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ

÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ÷ÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏ-
ÓÔÁ×ÉÔØ ×ÏÐÒÏÓ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

1) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ËÒÕÇÅ |z−z0| < R,

ÔÏÇÄÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÏÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ

f(z) =
∞
∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n.

2) ëÁÖÄÙÊ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ Ó×ÏÅÊ
ÓÕÍÍÙ.

ðÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ

f(z) =

∞
∑

n=0

cn(z − z0)n

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ cn ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

cn =
f (n)(z0)

n!
. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÒÑÄ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÒÉÅÍÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÐÒÉÅÍÁÍ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÙÍ
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× ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ
ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÁÂÌÉÞÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ez =
∞
∑

n=0

zn

n! = 1 + z +
z2

2! +
z3

3! + . . .+
xn

n! + . . . , |z| <∞,

sin z =
∞
∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n+1)!
= z − z3

3!
+ z5

5!
− . . .+ (−1)n z2n+1

(2n+1)!
+ . . . ,

|z| <∞,
cos z =

∞
∑

n=0
(−1)n z2n

(2n)! = 1− z2

2! +
z4

4! − . . .+ (−1)n z2n

(2n)! + . . . , |z| <∞,

sh z =
∞
∑

n=0

z2n+1

(2n+1)! = z +
z3

3! +
z5

5! + . . .+
z2n+1

(2n+1)! + . . . , |z| <∞,

ch z =
∞
∑

n=0

z2n

(2n)! = 1 +
z2

2! +
z4

4! + . . .+
z2n

(2n)! + . . . , |z| <∞,

(1 + z)m = 1 +
∞
∑

n=1

m(m−1)(m−2)...(m−n+1)
n! zn = 1 +mz + m(m−1)

2! z2+

+m(m−1)(m−2)
3!

z3 + . . .+ m(m−1)(m−2)...(m−n+1)
n!

zn + . . . ,
m ∈ Z, |z| < 1.

ðÒÉ×ÅÄ�ÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.

1
1+z = 1− z + z2 − z3 + . . .+ (−1)nzn + . . . , |z| < 1,
1
1−z = 1 + z + z

2 + z3 + . . .+ zn + . . . , |z| < 1.

ðÒÉÍÅÒ 5. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ f (n)(0) ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ
ÆÏÒÍÕÌÕ:

sin z =

∞
∑

n=1

(−1)n z2n+1

(2n+ 1)!
, |z| <∞.

òÅÛÅÎÉÅ: æÕÎËÃÉÑ sin z ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÉ |z| < ∞. îÁÐÉÛÅÍ ÒÑÄ
ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ sin z × ÔÏÞËÅ z = 0:

∞
∑

n=0

sin(n)(0)

n!
zn.

îÁÊÄ�ÅÍ sin(n)(0).

1) ðÕÓÔØ n = 2k+1, ÔÏÇÄÁ sin(2k+1)(0) = (−1)k cos(0) = (−1)k, k = 0, 1, . . .
2) ðÕÓÔØ n = 2k, ÔÏÇÄÁ sin(2k)(0) = (−1)k sin(0) = 0, k = 0, 1, . . .

ôÏÇÄÁ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ sin z × ÔÏÞËÅ z = 0 ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

∞
∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n+ 1)!
.
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ïÔÓÀÄÁ, × ÓÉÌÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ sin z, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

sin z =
∞
∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n+ 1)!
|z| <∞.

ðÒÉÍÅÒ 6. òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = 0 ÆÕÎË-
ÃÉÀ

f(z) =
1

3

(

ez + 2e−
z
2 cos

z
√
3

2

)

.

òÅÛÅÎÉÅ: úÁÐÉÛÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ cos z
√
3
2
ÞÅÒÅÚ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ

ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ

cos
z
√
3

2
=
ei z

√

3
2 + e−i z

√

3
2

2
.

ôÏÇÄÁ

2e−
z
2 cos

z
√
3

2
= e−

z
2 (1−i

√
3) + e−

z
2 (1+i

√
3).

ïÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ez =
∞
∑

n=0

zn

n!
, ÐÏÌÕÞÉÍ:

e−
z
2 (1−i

√
3) =

∞
∑

n=0

(−z
2)

n(1− i
√
3)n

n!

É

e−
z
2 (1+i

√
3) =

∞
∑

n=0

(−z
2)

n(1 + i
√
3)n

n!
.

úÁÐÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ 1 + i
√
3 É 1− i

√
3 × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ.

|1 + i
√
3| = |1− i

√
3| =

√

(1)2 + (
√
3)2 = 2

É

arg(1 + i
√
3) =

π

3
, arg(1− i

√
3) = −π

3
.

ðÏÜÔÏÍÕ

1 + i
√
3 = 2(cos(

π

3
+ 2πk) + i sin(

π

3
+ 2πk)), k ∈ Z

É

1− i
√
3 = 2(cos(−π

3
+ 2πk) + i sin(−π

3
+ 2πk)), k ∈ Z.

÷ÏÚ×ÅÄ�ÅÍ ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ × ÓÔÅÐÅÎØ n, ÐÏÌÕÞÉÍ

(1 + i
√
3)n = 2n(cos(

πn

3
+ 2πkn) + i sin(

πn

3
+ 2πkn)), k ∈ Z
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É
(1− i

√
3)n = 2(cos(

πn

3
+ 2πkn)− i sin(πn

3
+ 2πk)), k ∈ Z.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ:

e−
z
2 (1+i

√
3) =

∞
∑

n=0

(−z
2)

n2n cos πn
3

n!
+ i

∞
∑

n=0

(−z
2)

n2n sin πn
3

n!

É

e−
z
2 (1+i

√
3) =

∞
∑

n=0

(−z
2)

n2n cos πn
3

n!
+ i

∞
∑

n=0

(−z
2)

n2n sin πn
3

n!
.

éÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÉÍÅÅÍ:

ez + 2e−
z
2 cos

z
√
3

2
= 2

∞
∑

n=0

(−z)n cos πn
3

n!
+
∞
∑

n=0

zn

n!
.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ n = 1, 2, . . . , 6, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ

f(z) =
1

3

(

ez + 2e−
z
2 cos

z
√
3

2

)

=
∞
∑

n=0

z3n

(3n)!
.

ðÒÉÍÅÒ 7. òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÆÕÎËÃÉÀ

f(z) =
1

(1− z)2 .

òÅÛÅÎÉÅ: úÁÐÉÛÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(z) =
1

(1− z)2 × ×ÉÄÅ

1

(1− z)2 =
(

1

1− z

)′
.

ïÔÓÀÄÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 1
1−z =

∞
∑

n=0
zn, ÐÏÌÕÞÉÍ

1

(1− z)2 =
( ∞
∑

n=0

zn

)′

=
∞
∑

n=0

(zn)′ =
∞
∑

n=0

(n+ 1)zn, |z| < 1.

ðÒÉÍÅÒ 8. òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = 0 ÆÕÎË-
ÃÉÀ

f(z) =
1

(z + 1)(z − 2).

òÅÛÅÎÉÅ: úÁÐÉÛÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(z) =
1

(z + 1)(z − 2) × ×ÉÄÅ:

1

(z + 1)(z − 2) = −
1

3

(

1

z + 1
− 1

z − 2

)

.
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òÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ
1

z − 2 × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ.

1

z − 2 = −
1

2

1

1− z
2

= −1
2

∞
∑

n=0

zn

2n
= −

∞
∑

n=0

zn

2n+1
, |z| < 2.

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ

1

(z + 1)(z − 2) = −
1

3

(

(−1)nzn +

∞
∑

n=0

zn

2n+1

)

, |z| < 1.

ðÒÉÍÅÒ 9. òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = 1 ÆÕÎË-
ÃÉÀ

f(z) = ch z.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ch z × ×ÉÄÅ:

ch z = ch(z − 1 + 1) = ch 1 ch(z − 1) + sh 1 sh(z − 1).
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ z − 1 = u, ÔÏÇÄÁ ch(z − 1) = chu É sh(z − 1) = shu. ÷ÏÓÐÏÌØ-

ÚÕÅÍÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ chu É shu:

chu =

∞
∑

n=0

u2n

(2n)!
, shu =

∞
∑

n=0

u2n+1

(2n+ 1)!
.

ïÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ

ch z = ch1

∞
∑

n=0

(z − 1)2n
(2n)!

+ sh 1

∞
∑

n=0

(z − 1)2n+1
(2n+ 1)!

.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×:

234)
∞
∑

n=1

nn(z − i)n.

235)
∞
∑

n=1

(

z + i

in

)n

.

236)
∞
∑

n=1

zn

3nn3
.

237)
∞
∑

n=1
n

(

z + i

1− i

)n

.

îÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×:

238)
∞
∑

n=1

(2n)!

(n!)2
zn.
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239)
∞
∑

n=1

(in)n

n!
zn.

240)
∞
∑

n=1
(3 + in)nzn.

241)
∞
∑

n=1
n!e−n2zn.

242)
∞
∑

n=1

2nzn.

243)
∞
∑

n=1
(n+ 2n)zn.

244)
∞
∑

n=1

(3 + (−1)n)n(z − 1 + i)n.
÷ÙÑÓÎÉÔØ, × ËÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÅ ÒÑÄÙ:

245)
∞
∑

n=1

zn

n
√
n
.

246)
∞
∑

n=2

zn

n ln2 n
.

247)
∞
∑

n=1

(2n)!

(n!)2
zn.

248)
∞
∑

n=1

(3n)!

(2n)!n!
(−1)nz2n.

249)
∞
∑

n=2

(−1)n
n lnn

z3n.

250)
∞
∑

n=1

e
πin2

2

n
zn.

251)
∞
∑

n=1

e
πin2

2

√
n
zn.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ f (n)(z0) ÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÅ
ÄÌÑ ×ÓÅÈ z:

252) eaz =
∞
∑

n=0
eaz0

an

n!
(z − z0)n.

253) sh az =
∞
∑

n=0

a2n+1

(2n+ 1)!
z2n+1.

254) ch az =
∞
∑

n=0

a2n

(2n)!
z2n.

255) sin az =
∞
∑

n=0
(−1)n a2n+1

(2n+ 1)!
z2n+1.
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256) cos az =
∞
∑

n=0
(−1)n a2n

(2n)!
z2n.

ïÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ eaz =
∞
∑

n=0

an

n!
zn, ÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ:

257) cos
√
z =

∞
∑

n=0
(−1)n zn

(2n)!
.

258)
1

4
(ez + e−z + 2 cos z) =

∞
∑

n=0

z4n

(4n)!
.

259) ez ctg 1 =
∞
∑

n=0

cosn

sinn 1
· z

n

n!
.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÕÍÍÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÐÕÔ�ÅÍ
ÐÏÞÌÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ:

260)
2

(1 + z)3
=
∞
∑

n=0

(−1)n(n+ 1)(n+ 2)zn, |z| < 1.

261)
1

z2 + a2
=
∞
∑

n=0

(−1)na−2n−2z2n, |z| < |a|, a 6= 0.

262)
1

(1 + z2)2
=
∞
∑

n=0

(−1)n(n+ 1)z2n, |z| < 1.
òÁÚÌÏÖÉ× ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ, ÐÕÔ�ÅÍ ÐÏÞÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ
ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ:

263) ln(1 + z) =
∞
∑

n=1
(−1)n−1z

n

n
, |z| < 1.

264) arctg z =
∞
∑

n=0

(−1)n z
2n+1

2n+ 1
, |z| < 1.

õËÁÚÁÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ z É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ
ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ:

265) cos2
iz

2
.

266) ch2
z

2
.

267)
iz

z2 + i
.

268)
2z − 5

z2 − 5z + 6 .

269)
z

(z2 + 1)(z2 − 4).

270)
z

z2 + 2z + 2
.

òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ:
271) ez ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ (2z − 1).
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272) sin z ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ
(

z +
π

3

)

.

273) cos(3z − 1) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ (z + 1).
274)

1

7z + 3
ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ (z + 2).

275)
1

z2 + 1
ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ (z − 1).

§8. òÑÄÙ ìÏÒÁÎÁ. éÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ

8.1. ïÂÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ

óÒÅÄÉ ÒÑÄÏ×, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÉÍ Ë ÓÔÅÐÅÎÎÏÍÕ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÒÑÄ ×ÉÄÁ

∞
∑

n=0

cn

(z − z0)n
= c0 +

c1

(z − z0)
+

c2

(z − z0)2
+ . . .+

cn

(z − z0)n
+ . . . ,

ÇÄÅ cn É z0 ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á z ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÅ.
åÓÌÉ z0 = 0, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÑÄ ×ÉÄÁ

∞
∑

n=0

cn

zn
= c0 +

c1

z
+
c2

z2
+ . . .+

cn

zn
+ . . .

ïÂÌÁÓÔØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ×ÉÄÁ
∞
∑

n=0

cn

(z − z0)n
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ

Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z0 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ
ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ. òÁÄÉÕÓ ËÒÕÇÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

r = lim
n→∞

n
√

|cn|
É

r = lim
n→∞

|cn+1|
|cn|

,

ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ
∞
∑

n=0

cn

(z − z0)n
ÐÒÉ |z − z0| > r ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, Á

ÐÒÉ |z − z0| < r ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÎÁ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ |z − z0| = r ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÙÍ, ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ÎÅÊ,
ÍÏÖÅÔ × ÏÄÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ, Á × ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ.

åÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ
∞
∑

n=0

cn

(z − z0)n
ÞÉÓÌÏ r > 0 , ÔÏ ÏÂÌÁÓÔØÀ

ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ |z − z0| > r. åÓÌÉ r = ∞ , ÔÏ
ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ�ÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ. åÓÌÉ r =
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0, ÔÏ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ
×ÙÂÒÏÛÅÎÁ ÔÏÞËÁ z = z0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ
∞
∑

n=0

cn

(z − z0)n
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ

S(z) =
∞
∑

n=0

cn

(z − z0)n

ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ |z − z0| > R, É,
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÌÉ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ
|z − z0| = R. æÕÎËÃÉÑ S(z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ

|z − z0| > R. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ
∞
∑

n=0

cn

(z − z0)n
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ

S(z) =
∞
∑

n=0

cn

(z − z0)n

ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ |z − z0| > R, É,
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÌÉ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ
|z − z0| = R. æÕÎËÃÉÑ S(z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ
|z − z0| > R.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

∞
∑

n=0

en

(z − i)n .

òÅÛÅÎÉÅ: îÁÊÄ�ÅÍ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ.

r = lim
n→∞

n
√

|cn| = lim
n→∞

n
√
en = e.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ
∞
∑

n=0

en

(z − i)n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |z − i| > e. éÓÓÌÅ-

ÄÕÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ |z− i| = e. äÌÑ ÞÅÇÏ ÎÁÊÄ�ÅÍ ÍÏÄÕÌØ
×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÓÕÍÍÙ, ÐÒÉ |z − i| = e, Á ÉÍÅÎÎÏ

∣

∣

∣

∣

en

(z − i)n
∣

∣

∣

∣

= 1.

ôÁË ËÁË ÐÒÉ |z− i| = e ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ×

lim
n→∞

en

(z − i)n 6= 0,

ÔÏ ÐÒÉ |z − i| = e ÒÑÄ
∞
∑

n=0

en

(z − i)n ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÊ
ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ z, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ |z − i| > e.
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÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄ ×ÉÄÁ
∞
∑

n=−∞
cn(z − z0)n.

üÔÏÔ ÒÑÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÒÑÄÏ×

−1
∑

n=−∞
cn(z − z0)n É

∞
∑

n=0

cn(z − z0)n.

ïÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÒÑÄÁ. ëÁË ÂÙÌÏ
ÓËÁÚÁÎÏ ÒÁÎØÛÅ, ÏÂÌÁÓÔØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÑÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÏÓÔØ
ËÒÕÇÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z0 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r. ïÂÌÁÓÔØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÒÑÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z0 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ R.

ïÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ
∞
∑

n=−∞
cn(z − z0)n ÅÓÔØ:

1) ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÅÓÌÉ r > R,
2) ËÏÌØÃÏ VR,r := {z|r < |z − z0| < R} Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË,
ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÅÓÌÉ r < R.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ
∞
∑

n=−∞
cn(z − z0)n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ

S(z) =
∞
∑

n=−∞
cn(z − z0)n

ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ r < |z − z0| < R,

É, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÌÉ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ
|z − z0| = r, |z − z0| = R. æÕÎËÃÉÑ S(z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ
ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ r < |z − z0| < R.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ
∞
∑

n=1

2n

(z − 3i)n +
∞
∑

n=1

(z − 3i)n
5nn5

.

òÅÛÅÎÉÅ: îÁÊÄ�ÅÍ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÐÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅ-
ÎÑÍ (z − 3i), ×ÙÞÉÓÌÉ× ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ

r = lim
n→∞

n
√

|cn| = lim
n→∞

n
√
2n = 2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ
∞
∑

n=1

2n

(z − 3i)n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |z − 3i| > 2. îÁ
ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ |z − 3i| = 2 ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎ ÎÅÏÂ-
ÈÏÄÉÍÙÊ ÐÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

2n

(z − 3i)n
∣

∣

∣

∣

= 1 6= 0.
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éÓÓÌÅÄÕÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÒÑÄ
∞
∑

n=1

(z − 3i)n
5nn5

. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ

R = lim
n→∞

|cn|
|cn+1|

= lim
n→∞

5n+1(n+ 1)5

5nn5
= lim

n→∞
5

(

1 +
1

n

)5

= 5.

îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |z − 3i| = 5 ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÔÁË ËÁË
∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

(z − 3i)n
5nn5

∣

∣

∣

∣

=
∞
∑

n=1

5n

5nn5
=

∞
∑

n=1

1

n5
.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÑÄÁ |z − 3i| 6 5. òÑÄ
∞
∑

n=1

2n

(z − 3i)n +
∞
∑

n=1

(z − 3i)n
5nn5

ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ËÏÌØÃÅ 2 < |z − 3i| 6 5.
ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

∞
∑

n=1

n

(z + 2− 4i)n +
∞
∑

n=1

n(z + 2− 4i)n.

òÅÛÅÎÉÅ: îÁÊÄ�ÅÍ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÒÑÄÏ×

r = lim
n→∞

n
√

|cn| = lim
n→∞

n
√
n = 1

É

R = lim
n→∞

1
n
√

|cn|
= lim

n→∞
1

n
√
n
= 1.

ðÏÌÕÞÉÌÉ R = r. éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ
∞
∑

n=1

n

(z + 2− 4i)n ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ |z + 2 − 4i| = 1. ïÎ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë
ÎÕÌÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÁÎÎÙÊ ÒÑÄ ×ÓÀÄÕ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

8.2. òÑÄÙ ìÏÒÁÎÁ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ËÏÌØÃÅ VR,r := {z |r < |z − z0| < R}.
òÑÄ ×ÉÄÁ

∞
∑

n=−∞
cn(z − z0)n, cn =

1

2πi

∫

•

f(z)

(z − z0)n+1
dz, n ∈ Z,

ÇÄÅ •   ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z − z0| = ρ, r < ρ < R, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ìÏÒÁÎÁ
ÆÕÎËÃÉÉ f(z) × ËÏÌØÃÅ VR,r := {z |r < |z − z0| < R}.



124 çÌÁ×Á II. ôÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ

÷ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ Ï ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:
1. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ËÏÌØÃÅ VR,r := {z |r < |z−z0| < R} ÆÕÎË-

ÃÉÑ f(z) × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ËÏÌØÃÁ VR,r ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ ìÏÒÁÎÁ.

+∞
∑

n=−∞
cn(z − z0)n, cn =

1

2πi

∫

•

f(z)

(z − z0)n+1
dz, n ∈ Z.

òÑÄ
−1
∑

n=−∞
cn(z − z0)n

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ. òÑÄ

∞
∑

n=0

cn(z − z0)n

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ.
2. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ËÒÕÇÅ |z − z0| < R, ÔÏ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ

× ÜÔÏÍ ËÒÕÇÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

3. ìÀÂÏÊ ÒÑÄ
∞
∑

n=−∞
cn(z−z0)n × ËÏÌØÃÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ìÏÒÁÎÁ

Ó×ÏÅÊ ÓÕÍÍÙ

S(z) =
∞
∑

n=−∞
cn(z − z0)n.

HÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) × ËÏÌØÃÅ VR,r × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ,

ÆÏÒÍÕÌÁ cn =
1

2πi

∫

•

f(z)

(z − z0)n+1
dz, n ∈ Z ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×

ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÒÅÄËÏ. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ìÏÒÁÎÏ×ÓËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ
ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÀÂÙÍ ÚÁËÏÎÎÙÍ ÐÒÉÅÍÏÍ. þÁÓÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØ-
ÚÕÀÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ
× ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ.

ðÒÉÍÅÒ 4. æÕÎËÃÉÀ f(z) =
1

z2 + 4
ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ × ËÏÌØÃÅ

V4,0 := {z |0 < |z − 2i| < 4}.
òÅÛÅÎÉÅ: úÁÐÉÛÅÍ f(z) × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ

f(z) =
1

z2 + 4
= − i

4(z − 2i) +
i

4(z + 2i)
= − i

4(z − 2i) +
1

16(1 + (z−2i)4i )
.
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òÁÚÌÏÖÉÍ × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÀ
1

16
(

1 + z−2i
4i

) . ôÁË ËÁË
∣

∣

z−2i
4i

∣

∣ < 1 × ËÏÌØÃÅ

0 < |z − 2i| < 4, ÔÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ

1

1 + z
=

∞
∑

n=0

(−1)nzn, |z| < 1,

É ÐÏÌÕÞÉÍ

1

16(1 + (z−2i)4i )
= 16

∞
∑

n=0

(−1)n
(

(z − 2i)
4i

)n

=
∞
∑

n=0

in

4n+2
(z − 2i)n.

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ

f(z) =
1

z2 + 4
= − i

4(z − 2i) +
∞
∑

n=0

in

4n+2
(z − 2i)n.

ðÒÉÍÅÒ 5. æÕÎËÃÉÀ f(z) = ze
1

z−1 ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ × ËÏÌØÃÅ
V3,0 := {z |0 < |z − 1| < 3}.
òÅÛÅÎÉÅ: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ z − 1 = u, ÔÏÇÄÁ f(z) = (u+ 1)e

1
u . ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

ez =
∞
∑

n=0

zn

n!
.

ïÔËÕÄÁ

e
1
u =

∞
∑

n=0

1

n!

(

1

u

)n

, |u| 6= 0.

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ

f(z) = (u+ 1)e
1
u = (u+ 1)

∞
∑

n=0

1

n!

(

1

u

)n

=
∞
∑

n=0

1

n!

1

un−1 +
∞
∑

n=0

1

n!

1

un
=

= u+ 1 +

∞
∑

n=1

1

(n+ 1)!

1

un
+ 1 +

∞
∑

n=1

1

n!

1

un
= u+ 2 +

∞
∑

n=1

n+ 2

(n+ 1)!

1

un
=

= z + 1 +

∞
∑

n=1

n+ 2

(n+ 1)!

1

(z − 1)n , |z − 1| > 0.

ðÒÉÍÅÒ 6. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ

f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)
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× ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ 1) × ËÒÕÇÅ |z| < 1 , 2) × ËÏÌØÃÅ V2,1 := {z : 1 < |z| < 2}, 3) ×
ËÏÌØÃÅ V∞,1 := {z : 2 < |z| <∞}.
òÅÛÅÎÉÅ: úÁÐÉÛÅÍ f(z) × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ

f(z) =
1

(z − 1)(z − 2) = −
1

(z − 1) +
1

(z − 2).

1) ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ËÒÕÇÅ |z| < 1, ÔÏ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.
÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

1

1− z =
∞
∑

n=0

zn, |z| < 1.

ïÔËÕÄÁ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:

1

z − 2 = −
1

2

1

1− z
2

= −1
2

∞
∑

n=0

(z

2

)n

,
∣

∣

∣

z

2

∣

∣

∣
< 1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

f(z) =
1

(z − 1)(z − 2) =
∞
∑

n=0

(

1− 1

2n+1

)

zn, |z| < 1.

2) äÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ËÒÕÇÅ |z| < 2 ÆÕÎËÃÉÉ 1
z−2 × ËÏÌØÃÅ

V2,1 := {z |1 < |z| < 2}

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ

1

z − 2 = −
1

2

∞
∑

n=0

(z

2

)n

, |z| < 2,

ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ. á ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ
1

1− z ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

1

1− z = −
1

z

1

1− 1z
= −1

z

∞
∑

n=0

1

zn
= −

∞
∑

n=0

1

zn+1
= −

∞
∑

n=1

1

zn
, |z| > 1.

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ

f(z) =
1

(z − 1)(z − 2) = −
∞
∑

n=0

zn

2n+1
−
∞
∑

n=1

1

zn
, 1 < |z| < 2.
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3) ðÒÉ |z| > 2 ÄÒÏÂØ 1

1− z ÉÍÅÅÔ ÔÏ ÖÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ É × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ

ÐÕÎËÔÅ, Á ÄÒÏÂØ
1

z − 2 ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

1

z − 2 =
1

z

1

1− 2
z

=
1

z

∞
∑

n=0

2n

zn
=

∞
∑

n=0

2n

zn+1
=

∞
∑

n=1

2n−1

zn
.

éÔÁË,

f(z) =
1

(z − 1)(z − 2) =
∞
∑

n=1

(2n−1 − 1) 1
zn
, |z| > 2.

8.3. éÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÔÏÞËÅ z = a. ôÏÞËÁ z = a

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ
ÐÒÏËÏÌÏÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, Ô.Å. ËÏÌØÃÏ VR,0 := {z |0 < |z| < R}, ×
ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ.
ðÕÓÔØ z = a   ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚ-

ÌÏÖÅÎÉÅ × ËÏÌØÃÅ VR,0 ÆÕÎËÃÉÉ f × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ

f(z) =
∞
∑

n=−∞
cn(z − z0)n.

÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔ ÔÒÉ ÔÉÐÁ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÓÏÂÙÈ
ÔÏÞÅË.
1. åÓÌÉ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ, Ô.Å. ÞÌÅÎÙ

Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ

f(z) =
∞
∑

n=0

cn(z − z0)n,

ÔÏ ÔÏÞËÁ z = a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f .
ðÒÉ ÐÏÄÈÏÄÅ Ë ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ z = a ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ

ÐÒÅÄÅÌ, É ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÐÒÉÎÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ z = a, ÔÏ
f ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÔÏÞËÅ z = a.
2. åÓÌÉ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ×

f(z) =
−1
∑

n=−m

cn(z − z0)n +
∞
∑

n=0

cn(z − z0)n, m > 0, cm 6= 0,

ÔÏ ÔÏÞËÁ z = a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ m ÆÕÎËÃÉÉ f .
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éÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ z = a ÆÕÎËÃÉÉ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

lim
z→a

f(z) =∞.
ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ϕ(z) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÔÏÞËÅ z = a. ôÏÞËÁ z = a ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ k ÆÕÎËÃÉÉ ϕ(z), ÅÓÌÉ

ϕ(z0) = ϕ′(z0) = ... = ϕ
(k−1)(z0) = 0, ϕ

(k)(z0) 6= 0.
åÓÌÉ × ÔÏÞËÅ z0 ÆÕÎËÃÉÑ ϕ(z) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÔÏ × Å�Å ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ×
ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÂÕÄÕÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÅÒ×ÙÅ k ÞÌÅÎÏ×, Á ÉÍÅÎÎÏ:

ϕ(z) =
ϕ(k)(z0)

k!
(z − z0)k +

ϕ(k+1)(z0)

(k + 1)!
(z − z0)k+1 + ... =

= ck(z − z0)k + ck+1(z − z0)k+1 + ... =
∞
∑

n=k

cn(z − z0)n =

= (z − z0)k
∞
∑

n=k

cn(z − z0)n−k = (z − z0)kψ(z),

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ ψ(z) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÔÏÞËÅ z0 É ψ(z0) 6= 0.
ôÏÞËÁ z = a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ m ÆÕÎËÃÉÉ f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ ϕ(z) = 1
f(z) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÔÏÞËÅ z = a É ÔÏÞËÁ z = a

Å�Å ÎÕÌØ ÐÏÒÑÄËÁ m.
3. åÓÌÉ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ×

f(z) =
∞
∑

n=−∞
cn(z − z0)n,

ÔÏ ÔÏÞËÁ z = a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f .
äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ z = a ÂÙÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ

ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ f ÎÅ ÉÍÅÌÁ ÐÒÅ-
ÄÅÌÁ ÐÒÉ z → a.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(z), ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ×ÎÅ ËÒÕÇÁ |z| >

R, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ�ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ÷ÙÐÏÌÎÉÍ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ξ =
1

z
. ó×ÅÄ�ÅÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ

ψ(ξ) = f(1ξ ) = f(z) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ξ = 0. ôÏÞËÁ z = ∞ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(z), ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ ξ = 0 ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ
ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ψ(ξ). ôÏÞËÁ z =∞ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ m
ÆÕÎËÃÉÉ f(z), ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ ξ = 0 ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÀÓÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ m ÆÕÎËÃÉÉ ψ(ξ).
ôÏÞËÁ z = ∞ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(z), ÅÓÌÉ
ÔÏÞËÁ ξ = 0 ÂÕÄÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ψ(ξ).
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ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ

f(z) =
sin z(z2 + 4)

z
É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÔÉÐ.
òÅÛÅÎÉÅ: îÁÊÄ�ÅÍ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ôÁËÉÍÉ ÔÏÞ-

ËÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ z = 0 É z =∞.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = 0. ôÁË ËÁË

lim
z→0

f(z) = lim
z→0
sin z(z2 + 4)

z
= lim

z→0
sin z

z
(z2 + 4) = 4,

ÔÏ ÔÏÞËÁ z = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = ∞. ÷ÙÐÏÌÎÉ×

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z =
1

ξ
, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ:

ψ(ξ) = f

(

1

ξ

)

= ξ sin
1

ξ

(

(

1

ξ

)2

+ 4

)

=
1

ξ
sin
1

ξ
(1 + 4ξ2) =

1

ξ
sin
1

ξ
+ 4ξ sin

1

ξ
.

òÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ sin 1
ξ
× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ξ = 0 × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ

sin
1

ξ
=

∞
∑

n=0

(−1)n
1

ξ2n+1

(2n+ 1)!
=
1

ξ
−
(1ξ )
3

3!
+
( 1ξ5

5!
−. . .+(−1)n

1
ξ2n+1

(2n+ 1)!
+. . . , |ξ| > 0.

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ

ψ(ξ) =
∞
∑

n=0

(−1)n
1

ξ2n+2

(2n+ 1)!
+
∞
∑

n=0

(−1)n
1

ξ2n

(2n+ 1)!
.

÷ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ ψ(ξ) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ξ = 0 ÇÌÁ×ÎÁÑ
ÞÁÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ ξ = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ψ(ξ). á ÔÏÞËÁ z = ∞ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(z).
ðÒÉÍÅÒ 8. îÁÊÔÉ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ

f(z) =
1

(z + 2i)2(z − i)
É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÔÉÐ.
òÅÛÅÎÉÅ: îÁÊÄ�ÅÍ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ôÁËÉÍÉ ÔÏÞ-

ËÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ z = −2i É z = i .
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = −2i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÆÕÎËÃÉÀ

ϕ(z) =
1

f(z)
= (z + 2i)2(z − i) = (z + 2i)2ψ(z),
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ÇÄÅ ψ(z) = (z − i), ψ(−2i) = −3i 6= 0. ïÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ z = −2i ÎÕÌØ
×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ϕ(z), Á ÚÎÁÞÉÔ z = −2i ÐÏÌÀÓ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ
ÆÕÎËÃÉÉ f(z).
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÆÕÎËÃÉÀ

ϕ(z) =
1

f(z)
= (z + 2i)2(z − i) = (z − i)2ψ(z),

ÇÄÅ ψ(z) = (z+2i)2, ψ(i) = −9 6= 0. ïÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ z = i ÎÕÌØ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ϕ(z), Á ÚÎÁÞÉÔ z = i ÐÏÌÀÓ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(z).
ðÒÉÍÅÒ 9. îÁÊÔÉ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ

f(z) = ze
1

z−1

É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÔÉÐ.
òÅÛÅÎÉÅ: îÁÊÄ�ÅÍ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ôÁËÉÍÉ ÔÏÞ-

ËÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ z = 1 É z =∞ .
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = 1. òÁÚÌÏÖÉÍ

ÆÕÎËÃÉÀ ze
1

z−1 × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = 1 × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 5),
ÐÏÌÕÞÉÍ:

f(z) = z + 1 +
∞
∑

n=1

n+ 2

(n+ 1)!

1

(z − 1)n , |z − 1| > 0.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ z = 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞ-
ËÏÊ.
éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = ∞. ÷ÙÐÏÌÎÉ×

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z = 1
ξ , ÐÏÌÕÞÉÍ :

ν(ξ) = f

(

1

ξ

)

=
1

ξ
e
1
1
ξ
−1 =

1

ξ
e

ξ
1−ξ .

éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ν(ξ) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ξ = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÆÕÎËÃÉÀ

ϕ(ξ) =
1

ν(ξ)
= ξ

1

e
ξ
1−ξ

= ξψ(ξ),

ÇÄÅ ψ(ξ) = 1

e
ξ
1−ξ

, ψ(0) = 1 6= 0. ïÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ξ = 0 ÎÕÌØ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ϕ(ξ), Á ÚÎÁÞÉÔ ξ = 0 ÐÏÌÀÓ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ

ν(ξ). á ÔÏÞËÁ z =∞ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌ�ÅÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) = ze 1
z−1 .

ðÒÉÍÅÒ 10.ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÉÐ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ z = 0 ÆÕÎËÃÉÉ

f(z) =
sin 3z − 3 sin z
sin z(sin z − z) .
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òÅÛÅÎÉÅ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

ϕ(z) =
1

f(z)
=
sin z(sin z − z)
sin 3z − 3 sin z =

(z − 16z3 + ...)(−16z3 + ...)
3z − 9

2
z3 + ...− 3z + 1

2
z3 + ...

=

=
−16z4 + ...
−4z3 + ... =

z4(−16 + ...)
z3(−4 + ...) = z

−16 + ...
(−4 + ...) = zψ(z),

ÇÄÅ ψ(z) =
− 16+...

(−4+...), ψ(0) =
1
24 6= 0. ïÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ z = 0 ÎÕÌØ ÐÅÒ×ÏÇÏ

ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ϕ(z), Á ÚÎÁÞÉÔ z = 0 ÐÏÌÀÓ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(z).

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÑÄÏ×:

276)
∞
∑

n=1

(
√
2 + i

√
2)n

(z − i)n .

277)
∞
∑

n=1

3n + n3

(z + 2i)n
.

278)
∞
∑

n=1

1

3n2 + 1

(

4 + 3i

z + 1

)n

.

279)
∞
∑

n=0

(z

3

)n

+
∞
∑

n=1

(

2

z

)n

.

280)
∞
∑

n=0

(z

2

)n

+
∞
∑

n=1

(

3

z

)n

.

281)
∞
∑

n=1

2n − n2
(z + 2)n

+
∞
∑

n=0

(z + 2)n

(n+ i)n
.

282)
∞
∑

n=1

i shn

(z − i)n +
∞
∑

n=0

(z − i)n
n2

.

283)
∞
∑

n=1

(z − 2i)−n

n!
+
∞
∑

n=0

(z − 2i)n
n2 + 1

.

284)
∞
∑

n=−∞

(z + 3i)n

n4 + 3
.

285)
∞
∑

n=1
z−n ch

i

n
+
∞
∑

n=1

( z

ln in

)n

.

286)
∞
∑

n=1

shn(1 + iπn
2 )

(z − i)n +
∞
∑

n=1

sin in

7nn2
(z − i)n.

287)
∞
∑

n=1

(z − 2− i)−n

(2 + (−1)n)n .
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288)
∞
∑

n=1

(z + 1 + i)−n

5n(2 + (−1)n)n +
∞
∑

n=0

(z + 1 + i)n(2 + (−1)n)n
5n

.

òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = z0 ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

289) z4 sin2
1

z
, z0 = 0.

290) cos
i

z
+

z

z − 1 , z0 = 0.

291)
1

(z + 2)z
, z0 = −2.

292)
1

(z − 3)2z , z0 = 1.

293) z cos
1

2z + 1
, z0 = −

1

2
.

294) sin
z

z − 1, z0 = 1.
òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z =∞ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ:
295)

z

2z + 5
.

296)
3z

z2 − 1.
297) z2e

1
z .

298)
z

z2 + 2z + 2
.

òÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ z− z0 × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÆÕÎËÃÉÉ:

299)
1

z(z − 3)2 , (z0 = 1, 1 < |z − 1| < 2).

300)
1

z2(z2 − 9), (z0 = 1, 1 < |z − 1| < 2).

301)
z + i

z2
, (z0 = i, 0 < |z| < 2).

302)
z2 − 1
z2 + 1

, (z0 = 1, 0 < |z| < 3).

303)
1

z(z − 1)(z − 2) , (z0 = 0, 1 < |z| < 2).

304)
2z

z2 − 2i, (z0 = 1, 0 < |z| < 2).

305)
z3

(z + 1)(z − 2), (z0 = −1, 0 < |z + 1| < 3).

306)
1

(z2 − 1)(z2 + 4), (z0 = 0, 2 < |z| < 10).

307) z3e
1
z , (z0 = 0, 0 < |z| <∞).
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308) z2 sin π
z + 1

z
, (z0 = 0, 0 < |z| <∞).

309) z3 cos
1

z − 2, (z0 = 2, 0 < |z − 2| <∞).

310)
ez

z(1− z) , (z0 = 0, 0 < |z| <∞).

311)
e
1

z−1

z(1 + z)
, (z0 = 1, 1 < |z − 1| < 2).

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ z = z0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

312)
z2 − 1
z − 1 , (z0 = 1).

313)
sin z

z
, (z0 = 0).

314)
z

tg z
, (z0 = 0).

315)
1− cos z

z2
, (z0 = 0).

316) ctg z − 1
z
, (z0 = 0).

317)
1

ez − 1 −
1

sin z
, (z0 = 0).

318)
z2 − 1
z3 + 1

, (z0 =∞).
äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ z = z0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

319)
1

z
, (z0 = 0).

320)
1

(z2 + 1)2
, (z0 = i).

321)
z2 + 1

z + 1
, (z0 =∞).

322)
z

1− cos z , (z0 = 0).

323)
z

(ez − 1)2 , (z0 = 0).

324) ctg
π

z
, (z0 =∞).

325)
z

ez + 1
, (z0 = πi).

326) tg πz, (z0 =
1

2
).

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ z = z0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ:
327) ez, (z0 =∞).
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328) e−z2, (z0 =∞).
329) sin

π

z2
, (z0 = 0).

330) z2 cos
π

z
, (z0 = 0).

331) cos
z

z + 1
, (z0 = −1).

îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ É ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔØ ÉÈ ÔÉÐ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

332)
1

z3
eiz.

333) tg
1

z
.

334)
z2

cos z − 1.

335)
z4 + 1

z4 − 1.

336) z cos
1

z
− z.

§9. ÷ÙÞÅÔÙ É ÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ

9.1. ÷ÙÞÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ

÷ÙÞÅÔÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Å�Å ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ
ÔÏÞËÉ z = a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ c−1 ÐÒÉ ÐÅÒ×ÏÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ.
ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÞÅÔÁ:

c−1 = res
a
f(z).

ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÒÑÄÁ
ìÏÒÁÎÁ, ÉÍÅÅÍ

res
a
f(z) =

1

2πi

∫

•

f(z)dz,

ÇÄÅ • ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z = a , • ⊂ Oa (Oa - ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ,
ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÇÄÁ z = a ÕÓÔÒÁÎÉÍÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ, res

a
f(z) = 0.

åÓÌÉ z = a   ÐÏÌÀÓ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ res
a
f(z) 6= 0. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ

res
a
f(z) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍ, Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ.
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ðÕÓÔØ z = a ÐÏÌÀÓ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏÒÑÄËÁ m. ÷ÙÞÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÔÏÞËÅ
z = a ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:

res
a
f(z) =

1

(m− 1)! limz→a

dm−1

dzm−1 (f(z)(z − a)
m−1).

äÌÑ ÐÏÌÀÓÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏÌÕÞÉÍ

res
a
f(z) = lim

z→a
f(z)(z − a).

þÁÓÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÏÊ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.
ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÀÓÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ z = a ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
,

ÇÄÅ ϕ(z) É ψ(z) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ × ÔÏÞËÅ z = a ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞ�ÅÍ ϕ(a) 6=
0, ψ(a) = 0, ψ′(a) 6= 0, ÉÍÅÅÍ

res
a
f(z) =

ϕ(a)

ψ′(a)
.

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ res
1
ze

1
z−1 .

òÅÛÅÎÉÅ: ÷ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ
ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = 1 × ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ:

f(z) = z + 1 +
∞
∑

n=1

n+ 2

(n+ 1)!

1

(z − 1)n , |z − 1| > 0.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ c1 =
3
2 , Ô.Å. res1

ze
1

z−1 = 3
2.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ res
0

cos z − 1
z2 sin z

.

òÅÛÅÎÉÅ: ÷ ÔÏÞËÅ z = 0 ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ,
ÔÁË ËÁË

1

f(z)
=

z2 sin z

cos z − 1 = −
z2 cos z

2

sin z
2

= −zz cos
z
2

sin z
2

= zϕ(z),

ÇÄÅ

ϕ(z) = −z cos
z
2

sin z
2

É lim
z→0

ϕ(z) = −2.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

res
0
f(z) = lim

z→0
zf(z) = lim

z→0
1

ϕ(z)
= −1
2
.

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ res
πk
2

ctg 2z, k ∈ Z .
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òÅÛÅÎÉÅ: ÷ ÔÏÞËÅ z = πk
2
ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ,

ÔÁË ËÁË

ctg 2z =
cos 2z

sin 2z
, cos πk 6= 0, sin πk = 0, (sin 2z)′|z=πk

2
= 2 cos 2z|z=πk

2
6= 0.

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÞÅÔÁ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÀÓÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ:

res
πk
2

ctg 2z =

[

cos 2z

sin 2z

]

z=πk
2

=

[

cos 2z

2 cos 2z

]

z=πk
2

=
1

2
.

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
, ÆÕÎËÃÉÉ

ϕ(z) É ψ(z) ÉÍÅÅÀÔ × ÔÏÞËÅ z = a ÎÕÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÙÛÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÑ ×ÙÞÅÔÁ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ϕ(z) É ψ(z) ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ
ÞÌÅÎÏ× ÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = a.

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ res
0

sin 3z − 3 sin z
sin z(sin z − z) .

òÅÛÅÎÉÅ: ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÐÒÉÍÅÒÅ 10 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, × ÔÏÞËÅ
z = 0 ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 10)

f(z) =
sin 3z − 3 sin z
sin z(sin z − z) =

1

z

(−4 + ...)
−1
6
+ ...

.

ïÔËÕÄÁ

res
0
f(z) = lim

z→0
zf(z) = lim

z→0
z
1

z

(−4 + ...)
−16 + ...

= 24.

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ res
0

z2 + z − 1
z2(z − 1) .

òÅÛÅÎÉÅ: ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ z = 0 ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ
×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

ϕ(z) =
1

f(z)
=

z2(z − 1)
z2 + z − 1 = z2

z − 1
z2 + z − 1 = z

2ψ(z),

ÇÄÅ ψ(z) =
z − 1

z2 + z − 1 , ψ(0) = 1 6= 0. ïÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ z = 0 ÎÕÌØ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ϕ(z), Á ÚÎÁÞÉÔ z = 0 ÐÏÌÀÓ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(z).
îÁÊÄ�ÅÍ

res
0
f(z) = lim

z→0
d

dz
(z2f(z)) = lim

z→0
d

dz

(

z2 + z − 1
z2(z − 1)

)

= lim
z→0

z2 − 2z
(z − 1)2 = 0.
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9.2. ÷ÙÞÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ z =∞ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f .
÷ÙÞÅÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉ-

ÅÎÔ c−1 ÐÒÉ ÐÅÒ×ÏÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÒÑÄ
ìÏÒÁÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ −1.
ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÞÅÔÁ:

res
∞
f(z) = −c−1 =

1

2πi

∫

•−

f(z)dz

ÇÄÅ • ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z = 0 , • ⊂ O∞ (ÆÕÎËÃÉÑ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-
ÓËÁÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ O∞ = {z |r < |z| <∞}).
ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ res

∞
1

1− z .

òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ
1

1− z ÐÒÉ |z| > 1 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ:

1

1− z = −
1

z

1

1− 1z
= −1

z

∞
∑

n=0

1

zn
= −

∞
∑

n=0

1

zn+1
= −

∞
∑

n=1

1

zn
, |z| > 1.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ res
∞

1
1−z
= −c−1 = 1.

óÕÍÍÁ ×ÙÞÅÔÏ× ÆÕÎËÃÉÉ f ×Ï ×ÓÅÈ Å�Å ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ ak, k =
1, 2, ..., n É ×ÙÞÅÔÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ:

n
∑

k=1

res
ak

f(z) + res
∞
f(z) = 0.

ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ res
∞
15z3 − 11z2 + 4z + 6

2z2(z2 − 1) .

òÅÛÅÎÉÅ: ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ:

f(z) =
2

z
− 3
z2
+
4

z + 1
+

3

2(z − 1).

ïÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ

z1 = 0, z2 = −1, z3 = 1, z4 =∞.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ z1, z2, z3 ÐÏÌÀÓÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ

res
0
f(z) = 2, res

−1
f(z) = 4, res

1
f(z) =

3

2
.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

res
0
f(z) + res

−1
f(z) + res

1
f(z) + res

∞
f(z) = 0
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ÐÏÌÕÞÉÍ

res
∞
f(z) = − res

0
f(z)− res

−1
f(z)− res

1
f(z) = −7, 5.

9.3. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× Ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÙÞÅÔÏ×

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ D, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÓÏ-
ÂÙÈ ÔÏÞÅË ak, k = 1, 2, . . . , n É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ • ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÔÏÇÄÁ

∫

•

f(z)dz = 2πi
n
∑

k=1

res
ak

f(z).

ðÒÉÍÅÒ 8. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫

•

1
z2+1dz, ÇÄÅ ËÒÉ×ÁÑ •   ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ G : |z| < 2.
òÅÛÅÎÉÅ: æÕÎËÃÉÑ f(z) = 1

z2+1 ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ
z1 = i, z2 = −i ÐÏÌÀÓÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ïÂÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ
ËÒÕÇÁ |z| 6 2. ðÏÓËÏÌØËÕ

res
i
f(z) = lim

z→i
(z − i)f(z) = lim

z→i
(z − i) 1

(z − i)(z + i) = limz→i

1

z + i
=
1

2i

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

res
−i
f(z) = lim

z→−i
(z + i)f(z) = lim

z→−i
(z + i)

1

(z − i)(z + i) = limz→−i

1

z − i = −
1

2i
,

ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ
∫

•

f(z)dz = 2πi(res
i
f(z) + res

−i
f(z))

ÐÏÌÕÞÉÍ
∫

•

1
z2+1

dz = 1
2i
− 1
2i
= 0.

ðÒÉÍÅÒ 9. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫

•

ze
1

z−1dz, ÇÄÅ ËÒÉ×ÁÑ •   ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ G : |z − 1| < 3.
òÅÛÅÎÉÅ: æÕÎËÃÉÑ f(z) = ze

1
z−1 ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÏÓÏÂÕÀ

ÔÏÞËÕ z = 1 ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ G. ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÐÒÉÍÅÒÅ 5 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁ-

ÒÁÇÒÁÆÁ, ÆÕÎËÃÉÑ ze
1

z−1 × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z = 1 ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÒÑÄ
ìÏÒÁÎÁ

ze
1

z−1 = z + 1 +

∞
∑

n=1

n+ 2

(n+ 1)!

1

(z − 1)n , |z − 1| > 0.
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ðÏÜÔÏÍÕ c−1 = res
1
ze

1
z−1 = 3

2
. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ

∫

•

ze
1

z−1dz = 2πi
3

2
= 3πi.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ:

337) res
0

sin z

z2
.

338) res
∞
e
1
z .

339) res
1

ez

(z − 1)2 .

340) res
∞
z2 sin

π

z
.

341) res
π
4

cos z

z − π
4

.

342) res
0
sin z sin

1

z
.

343) res
−1
sin

z

z + 1
.

îÁÊÔÉ ×ÙÞÅÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ:

344)
1

(z2 + 1)(z − 1)2 .

345)
z2

(z + 1)3
.

346)
cos z

(z − 2)2 .

347)
sinπz

(z − 3)3 .
348) tg z.
349) cth z.

350) cth2 πz.

351)
1

ez + 1
.

352)
ch z

(z2 + 1)(z − 3).
îÁÊÔÉ ×ÙÞÅÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ:

353)
z4 + 1

z6 − 1.
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354) cos
π(z + 2)

2z
.

355)
sin 1z
z − 1.

356)
cos2 π

z

z + 1
.

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÅÔÏ×:
357) ÚÁÄÁÞÉ 210)   233).

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫

•

f(z)dz, ÇÄÅ •   ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÇÒÁ-

ÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G:

358)

∫

•

z2

sin3 z cos z
dz, G : |z| > 1.

359)

∫

•

ez

(z − πi)2dz, G : |z| > 4.

360)

∫

•

cos z

z3
dz, G : |z| < 1.

361)

∫

•

(

sin
1

z2
+ ez2 cos z

)

dz, G : |z| < 1.

362)

∫

•

z3e
1
z

1 + z
dz, G : |z| < 2.

363)

∫

•

z

ez2 − 1dz, G : |z| > 4.

364)

∫

•

z3

ez2 − 1dz, G : |z| < 4.

365)

∫

•

z2 sin
1

z
dz, G : |z| > 1.

366)

∫

•

cos z
2

z2 − 4dz, G : |z − 3|+ |z + 3| < 10.



çìá÷á III

ïÐÅÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ

§1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ìÁÐÌÁÓÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ F (p) ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ p = s+ iσ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

(1) F (p) =

+∞
∫

0

f(t)e−ptdt,

f(t) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌÏÍ, F (p)   ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÒÉÇÉÎÁÌÏÍ
É ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅ-
ÓËÉ

f(t)→F (p).

ðÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÚÁÐÉÓÉ

f(t) : F (p),
f(t)

.←. F (p).

÷ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (1) ÏÒÉÇÉÎÁÌÏÍ f(t) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ t, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

1) f(t) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ.
2) f(t) = 0 ÐÒÉ t < 0.
3) ÐÒÉ t→ +∞ ÆÕÎËÃÉÑ f(t) ÌÉÂÏ ÏÓÔÁ�ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÌÉÂÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÔ�ÅÔ
ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ, ÔÏ ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ M > 0, É s0 > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |f(t)| 6 Mes0t ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t.

éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F (p) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Re p = s > s0 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×
ÜÔÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

f(t) =

{

e2t sin 3t ÐÒÉ t > 0,
0 ÐÒÉ t < 0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌÏÍ.
òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÏÒÉÇÉÎÁÌÏÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1), 2), 3).
141
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õÓÌÏ×ÉÅ 1) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

t2
∫

t1

e2t sin 3t dt

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ t1 É t2.
õÓÌÏ×ÉÅ 2) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÑ × ÓÉÌÕ ÚÁÄÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ (f(t) = 0 ÐÒÉ t < 0).
õÓÌÏ×ÉÅ 3) ÔÏÖÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ t ×ÅÒÎÁ

ÏÃÅÎËÁ |e2t sin 3t| 6 e2t, ÐÏÜÔÏÍÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å M × ÕÓÌÏ×ÉÉ 3) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ
ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅÅ 1, Á s0 = 2.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÅÄÉÎÉÞ-

ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ èÅ×ÉÓÁÊÄÁ

η(t) =

{

1 ÐÒÉ t > 0,
0 ÐÒÉ t < 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) ÒÁ×ÎÙÍÉ
ÎÕÌÀ ÐÒÉ t < 0.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÎÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

f(t) = e3t.

òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) = e3t ÉÍÅÅÍ s0 = 3. úÎÁÞÉÔ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
F (p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ
Re p > 3. îÁÊÄ�ÅÍ F (p) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1)

F (p) =

+∞
∫

0

e3te−ptdt =

+∞
∫

0

e−(p−3)tdt =
1

−(p− 3)e
−(p−3)t

∣

∣

∣

∣

+∞

0

(Re p = s > 3).

éÔÁË, F (p) = 1
p−3.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁÍÉ:
1) f(t) = bt, b > 0, b 6= 1.
2) f(t) = e(2+3i)t.

3) f(t) =
1

t− 3.
4) f(t) = t2.
5) f(t) = ch(3− i).
6) f(t) = tg t.
7) f(t) = tt.
8) f(t) = e−t cos t.
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9) f(t) = et2.

10) f(t) = e−t2.

11) f(t) =
1

t2 + 2
.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÎÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

12) f(t) = t.
13) f(t) = sin 3t.

14) f(t) = tet.

15) íÏÖÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ϕ(p) =
1

cos p
ÓÌÕÖÉÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ?

§2. ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ

2.1. ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÙÈ α É β

αf(t) + βg(t)→αF (p) + βG(p),

ÇÄÅ

f(t)→F (p), g(t)→G(p).

2.2. ôÅÏÒÅÍÁ ÐÏÄÏÂÉÑ

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ α > 0

f(αt)→ 1
α
F
( p

α

)

.

2.3. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(t), f ′(t), f ′′(t), . . . , f (n)(t) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁÍÉ, ÐÒÉÞ�ÅÍ
f(t)→F (p), ÔÏ

f ′(t) → pF (p)− f(0),
f ′′(t) → p2F (p)− pf(0)− f ′(0),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f (n)(t) → pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− . . .− pf (n−2)(0)− f (n−1)(0),

ÇÄÅ ÐÏÄ f (k)(0), (k = 1, 2, . . . , n− 1) ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ lim
t→0+

f (k)(t).
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ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ, ÎÁÊÔÉ
ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

f(t) = sin2 t.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÕÓÔØ

f(t)→F (p).

ôÏÇÄÁ

f ′(t)→ pF (p)− f(0).
õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ f(0) = 0 É f ′(t) = 2 sin t cos t = sin 2t ÎÁÈÏÄÉÍ

sin 2t→ 2

p2 + 4
,

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

2

p2 + 4
= pF (p) ⇒ F (p) =

2

p(p2 + 4)
.

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

sin2 t→ 2

p(p2 + 4)
.

2.4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ (−t) ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ
−tf(t)→F ′(p)

É

(−t)nf(t)→F n(p), n ∈ N.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

f(t) = t2et.

òÅÛÅÎÉÅ: ôÁË ËÁË et→ 1
p−1, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÚÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
(

1

p− 1

)′
= − 1

(p− 1)2 , tet→ 1

(p− 1)2 .

äÁÌÅÅ
[

− 1

(p− 1)2
]′
= − 2!

(p− 1)3 ,
ÏÔËÕÄÁ

t2et→ 2

(p− 1)3 .
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2.5. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ

éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÅÌÅÎÉÀ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ p, ÔÏ ÅÓÔØ
ÅÓÌÉ

f(t)→F (p),

ÔÏ
t
∫

0

f(τ) dτ→ F (p)

p
.

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ
t
∫

0

eτdτ.

òÅÛÅÎÉÅ: ôÁË ËÁË et→ 1
p−1, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ

ÐÏÌÕÞÁÅÍ
t
∫

0

eτdτ→
1

p−1
p
,

t
∫

0

eτdτ→ 1

p(p− 1).

2.6. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

åÓÌÉ
+∞
∫

p

F (p) dp ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÏÎ ÓÌÕÖÉÔ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(t)
t :

f(t)

t
→

+∞
∫

p

F (p) dp.

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ sin t
t
.

òÅÛÅÎÉÅ: ôÁË ËÁË sin t→ 1
p2+1

, ÔÏ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ-
×ÁÎÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ

sin t

t
→

+∞
∫

p

dτ

τ 2 + 1
= arctg τ |+∞p =

π

2
− arctg p = arctg p.

2.7. ôÅÏÒÅÍÁ ÓÍÅÝÅÎÉÑ

åÓÌÉ f(t)→F (p), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ p0

ep0tf(t)→F (p− p0).
ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) = e−t cos 2t.
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òÅÛÅÎÉÅ: ôÁË ËÁË cos 2t→ p
p2+4

, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÍÅÝÅÎÉÑ (p0 = −1)
ÉÍÅÅÍ

e−t cos 2t→ p+ 1

(p+ 1)2 + 4
.

2.8. ôÅÏÒÅÍÁ ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÑ

åÓÌÉ f(t)→F (p), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ τ

f(t− τ)→ e−pτF (p).

ôÅÏÒÅÍÕ ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÑ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÉ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÉÚÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÁÎÁÌÉ-
ÔÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.
ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

f(t− 1) = (t− 1)2.
òÅÛÅÎÉÅ: äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) = t2 ÉÍÅÅÍ

f(t)→ 2
p2
.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ (t− 1)2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(t− 1)2→ e−p 2

p2
.

úÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÉÝÅÔÓÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(t−1), ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ
ÐÒÉ t < 1 (t− 1 < 0 ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÍ. Ó. 142.)

2.9. ôÅÏÒÅÍÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ âÏÒÅÌÑ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï Ó×�ÅÒÔËÅ)

ðÕÓÔØ
f(t)→F (p), ϕ(t)→�(p).

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ F (p) É �(p) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ,
ÐÒÉÞ�ÅÍ

t
∫

0

f(τ)ϕ(t− τ) dτ→F (p) · �(p).

éÎÔÅÇÒÁÌ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×�ÅÒÔËÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ f(t) É ϕ(t) É ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ f(t) ∗ ϕ(t) :

f(t) ∗ ϕ(t) =
t
∫

0

f(τ)ϕ(t− τ) dτ =
t
∫

0

f(t− τ)ϕ(τ) dτ = ϕ(t) ∗ f(t).
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ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ψ(t) =

t
∫

0

(t− τ)eτdτ.

òÅÛÅÎÉÅ: æÕÎËÃÉÑ ψ(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×�ÅÒÔËÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ

f(t) = t É ϕ(t) = et.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

ψ(t)→	(p),
	(p) = F (p) · �(p) = 1

p2 · 1p−1 = 1
p2(p−1) ,

t
∫

0

(t− τ)eτdτ→ 1
p2(p−1).

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:
16) f(t) = 1 + t.
17) f(t) = 2 sin t− cos t.
18) f(t) = t+

1

2
e−t.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÐÏÄÏÂÉÑ, ÎÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:
19) f(t) = eαt.

20) f(t) = sin 4t.
21) f(t) = cosωt.
22) f(t) = sh 3t.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ÎÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:
23) f(t) = sin2 t.
24) f(t) = sinmt · cosnt.
25) f(t) = cos3 t.
26) f(t) = sinmt · sinnt.
27) f(t) = sin4 t.
28) f(t) = cosmt · cosnt.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ, ÎÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:
29) f(t) = cos3 t.
30) f(t) = sin3 t.
31) f(t) = t sinωt.
32) f(t) = cos4 t.
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33) f(t) = t cosωt.
34) f(t) = tet.

35) f(t) = t2 cos t.
36) f(t) = t(et ch t).
37) f(t) = (t+ 1) sin 2t.
38) f(t) = t sh 3t.

îÁÊÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

39) f(t) =
t
∫

0

sin τ dτ.

40) f(t) =
t
∫

0

(τ + 1) cosωτ dτ.

41) f(t) =
t
∫

0

τ sh 2τ dτ.

42) f(t) =
t
∫

0

cos2 ωτ dτ.

43) f(t) =
t
∫

0

chωτ dτ.

44) f(t) =
t
∫

0

τ 2e−τdτ.

45) f(t) =
et − 1
t

.

46) f(t) =
1− e−t

t
.

47) f(t) =
sin2 t

t
.

48) f(t) =
1− cos t

t
.

49) f(t) =
cos t− cos 2t

t
.

50) f(t) =
et − 1− t

t
.

51) f(t) =
et − e−t

t
.

52) f(t) = e2t sin t.
53) f(t) = et cosnt.
54) f(t) = e−tt3.

55) f(t) = e−t sh t.
56) f(t) = tet cos t.
57) f(t) = e3t sin2 t.



§3. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ ÐÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÀ 149

58) f(t) = e−αt cos2 βt.

59) f(t) = sin(t− b).
60) f(t) = cos2(t− b).
61) f(t) = et−2.

62) f(t) =
t
∫

0

et−τ sin τ dτ.

63) f(t) =
t
∫

0

cos(t− τ)e2τdτ.

64) f(t) =
t
∫

0

(t− τ)2 ch τ dτ.

65) f(t) =
t
∫

0

(t− τ)nf(τ) dτ.

66) f(t) =
t
∫

0

e2(τ−t)τ 2dτ.

§3. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ ÐÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÀ

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ f(t) ÐÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÀ F (p) ÐÒÉÍÅÎÑ-

ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. åÓÌÉ F (p) = Q(p)
R(p) ÅÓÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ

1 ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-

ÎÁÑ2 ÄÒÏÂØ, ÔÏ ÜÔÕ ÄÒÏÂØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ
É ÎÁÊÔÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÒÏÂÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÕÎË-
ÔÏ× 2.1   2.9 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ

F (p) =
1

p(p− 1)(p2 + 4).

òÅÛÅÎÉÅ: òÁÚÌÏÖÉÍ F (p) × ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ.

1

p(p− 1)(p2 + 4) =
A

p
+

B

p− 1 +
Cp+D

p2 + 4
.

1ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÚÎÁÍÅ-
ÎÁÔÅÌÑ.
2ÄÒÏÂØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.
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íÅÔÏÄÏÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÙ A,B,C,D.

1 = A(p− 1)(p2 + 4) + Bp(p2 + 4) + (Cp+D)p(p− 1).
1 = A(p3 − p2 = 4p− 4) + B(p3 + 4p) + C(p3 − p2) +D(p2 − p).














A+B + C = 0,
A+ C −D = 0,

4A+ 4B −D = 0,
4A = −1.

=⇒ A = −1
4
, B = 1

5
,

C = 1
20
, D = −1

5
.

ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ F (p) :

F (p) = − 1
4p
+
1

5
· 1
p− 1 +

1

20
· p

p2 + 4
− 1
5
· 1

p2 + 4
.

äÁÌÅÅ ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ:

1 → 1
p
,

et → 1
p−1,

cos 2t → p
p2+4,

sin 2t → 2
p2+4

É, ÐÏÌØÚÕÑÓØ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ

f(t) = −1
4
+
1

5
et +

1

20
cos 2t− 1

10
sin 2t.

ðÒÉÍÅÒ 2. äÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F (p) = e−p

p+1 ÎÁÊÔÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌ f(t).

òÅÛÅÎÉÅ: F (p) = e−p 1
p+1

, e−t→ 1
p+1

. íÎÏÖÉÔÅÌØ e−p ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÎÅÏÂ-
ÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁÐÁÚÄÙ×ÁÎÉÑ ÐÒÉ τ = 1. ðÏÜÔÏÍÕ

e−(t−1)→ e−p

p+ 1
.

éÔÁË,

f(t) = e1−t.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÎÁÊÔÉ ÏÒÉÇÉÎÁÌÙ:

67) F (p) =
2e−p

p3
.

68) F (p) =
e−2p

p2
.
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69) F (p) =
e−2p

p− 1.

70) F (p) =
e−3p

p+ 3
.

71) F (p) =
1

p2 + 4p+ 5
.

72) F (p) =
1

p2 + 4p+ 3
.

73) F (p) =
1

(p2 + 1)2
.

74) F (p) =
p

(p2 + 1)2
.

75) F (p) =
1

p+ 2p2 + p3
.

76) F (p) =
1

7− p+ p2 .

77) F (p) =
2p3 + p2 + 2p+ 2

p5 + 2p4 + 2p3
.

78) F (p) =
1

p2(p2 + 1)
.

79) F (p) =
p+ 2

(p+ 1)(p− 2)(p2 + 4).

80) F (p) =
1

p4 + 2p3 + 3p2 + 2p+ 1
.

81) F (p) =
p2 + 2p− 1

p3 + 3p2 + 3p+ 1
.

82) F (p) =
p

p3 + 1
.

83) F (p) =
2p+ 3

p3 + 4p2 + 5p
.

84) F (p) =
e−3p

(p+ 1)2
.

85) F (p) =
e−p

p(p− 1).

86) F (p) =
1

p2 + 1

(

e−2p + 2e−3p + 3e−4p
)

.

87) F (p) =
e−p

p2 − 1 +
pe−2p

p2 − 4.

88) F (p) =
e−

p
2

p(p+ 1)(p2 + 4)
.
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89) F (p) =
e−p

p2
+
2e−2p

p3
+
6e−3p

p4
.

90) F (p) =
e−3p

p(p2 + 1)
.

§4. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊ-
ÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ n   ÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

(1) a0
dnx(t)

dtn
+ a1

dn−1x(t)

dtn−1
+ . . .+ an−1

dx(t)

dt
+ anx(t) = f(t).

ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ x(t) ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁ-
ÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

(2) x(0) = x0, x
′(0) = x′0, . . . , x

(n−1)(0) = x(n−1)0 .

ðÕÓÔØ x(t)→X(p), f(t)→F (p), ÔÏÇÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ (1) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÉ
ÏÒÉÇÉÎÁÌÁ É Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÍÅÓÔÏ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (2) ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(3) (a0p
n + a1p

n−1 + . . .+ an−1p+ an)X(p)−
− a0(pn−1x0 + p

n−2x′0 . . .+ x
(n−1)
0 )−

− a1(pn−2x0 + p
n−3x′0 . . .+ x

(n−2)
0 )−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− an−2(px0 + x
′
0 − an−1x0 = F (p).

éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) ÎÁÈÏÄÉÍ

(4) X(p) =
F (p) + ψn−1(p)

ϕn(p)
,
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ÇÄÅ

ψn−1(p) = a0(p
n−1x0 + p

n−2x′0 . . .+ x
(n−1)
0 )+

+ a1(p
n−2x0 + p

n−3x′0 . . .+ x
(n−2)
0 )+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ an−2(px0 + x
′
0 − an−1x0),

ϕn(p) = a0p
n + a1p

n−1 + . . .+ an−1p+ an.

÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ (4) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ x(t) ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ (1). îÁÈÏÄÑ ÐÏ X(p) ÏÒÉÇÉÎÁÌ x(t), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ
ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1).
åÓÌÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ

x0 = x
′
0 = . . . = x

(n−1)
0 = 0,

ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ

X(p) =
F (p)

a0pn + a1pn−1 + . . .+ an−1p+ an
.

îÁÊÄÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ (1) ÐÒÉ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ n = 2   ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

a0
d2x(t)

dt2
+ a1

dx(t)

dt
+ a2x(t) = f(t)

Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ x(0) = x0, x
′(0) = x′0.

ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ x(t)→X(p), f(t)→F (p), ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(a0p
2 + a1p+ a2)X(p)− (a0px0 + a0x′0 + a1x0) = F (p),

ÏÔËÕÄÁ

X(p) =
F (p) + a0px0 + a0x

′
0 + a1x0

a0p2 + a1p+ a2
.

îÁÈÏÄÑ ÐÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÀ X(p) ÏÒÉÇÉÎÁÌ x(t), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÓÔÁ-
×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

d2x

dt2
+ 3

dx

dt
+ 2x = t,

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÒÉ t = 0 : x0 = x
′
0 = 0.
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òÅÛÅÎÉÅ: ðÕÓÔØ x(t)→X(p). ôÁË ËÁË f(t) = t, ÔÏ t→ 1
p2
.

äÁÌÅÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
dx
dt → pX(p)− x(0) = pX(p),

d2x
dt2 → p2X(p)− px(0)− x′(0) = p2X(p).

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÅ)

X(p)(p2 + 3p+ 2) =
1

p2

É ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ

X(p) =
1

p2(p2 + 3p+ 2)
.

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌ, ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÄÒÏÂØ ÎÁ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÒÏÂÉ

1

p2(p2 + 3p+ 2)
=
A

p
+
B

p2
+

C

p+ 1
+

D

p+ 2
,

ÇÄÅ A,B,C,D   ÎÅÏÐÒÅÄÅÌ�ÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.
äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÊ














A+ C +D = 0,
3A+B + 2C +D = 0,

A+ 3B = 0,
2B = 1.

=⇒ A = −32, B = 1
2 ,

C = 5
2 , D = −1.

ôÏÇÄÁ

X(p) = −3
2
· 1
p
+
1

2
· 1
p2
+
5

2
· 1
p+ 1

− 1

p+ 2
É ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ 1, 9 É 4 ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ Ó. 161 ÎÁÈÏÄÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ

x(t) = −3
2
+
1

2
t+
5

2
e−t − e−2t.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ

x′′ + x = 2 cos t, x(0) = 0, x′(0) = −1.
òÅÛÅÎÉÅ:

x(t) → X(p),
x′(t) → pX(p)− x(0) = pX(p),
x′′(t) → p2X(p)− px(0)− x′(0) = p2X(p) + 1,

cos t→ p

p2 + 1
, p2X(p) + 1 +X(p) =

2p

p2 + 1
.
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ïÔÓÀÄÁ

X(p) =
2p

(p2 + 1)2
− 1

p2 + 1
.

îÁÈÏÄÉÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌ ÄÌÑ X(p) :
1

p2+1 ← sin t,
2p

(p2+1)2 ← t sin t.

úÎÁÞÉÔ X(p)→ t sin t − sin t = (t − 1) sin t É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x(t) = (t− 1) sin t.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

òÅÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ
ÕÓÌÏ×ÉÑÈ:
91) x′′ + 3x′ = et, x(0) = 0, x′(0) = −1.
92) x′′ − 2x′ = e2t, x(0) = x′(0) = 0.
93) x′′ + 2x′ − 3x = e−t, x(0) = 0, x′(0) = 1.
94) x′′′ + x′ = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.
95) x′′ + 2x′ = t sin t, x(0) = x′(0) = 0.
96) x′′ + 2x′ + x = sin t, x(0) = 0, x′(0) = −1.
97) x′′′ − x′′ = sin t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.
98) x′′ − 2x′ + x = et, x(0) = 0, x′(0) = 1.
99) x′′′ + 2x′′ + 5x′ = 0, x(0) = −1, x′(0) = 2.
100) x′′ − 2x′ + 2x = 1, x(0) = x′(0) = 0.
101) x′′ + x′ = cos t, x(0) = 2, x′(0) = 0.
102) x′′ + 2x′ + x = t2, x(0) = 1, x′(0) = 0.
103) x′′′ + x′′ = sin t, x(0) = x′(0) = 1, x′′(0) = 0.
104) x′′ + x = cos t, x(0) = −1, x′(0) = 1.
105) x′′′ + x′′ = t, x(0) = −3, x′(0) = 1, x′′(0) = 0.
106) x′′ + 2x′ + 5x = 3, x(0) = 1, x′(0) = 0.
107) xIV − x′′ = cos t, x(0) = 0, x′(0) = −1, x′′(0) = x′′′(0) = 0.
108) x′′ + x = 1, x(0) = −1, x′(0) = 0.
109) x′′ + 2x′ + 2x = 1, x(0) = x′(0) = 0.
110) x′′ + 4x = t, x(0) = 1, x′(0) = 0.
111) x′′ − 2x′ + 5x = 1− t, x(0) = x′(0) = 0.
112) x′′′ + x = 0, x(0) = 0, x′(0) = −1, x′′(0) = 2.
113) x′′′ + x′′ = cos t, x(0) = −2, x′(0) = x′′(0) = 0.
114) x′′′ + x′ = et, x(0) = 0, x′(0) = 2, x′′(0) = 0.
115) xIV − x′′ = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = x′′′(0) = 0.
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116) x′′ + x′ = cos t, x(0) = 2, x′(0) = 0.

117) x′′ − x′ = tet, x(0) = x′(0) = 0.

118) x′′′ + x′ = cos t, x(0) = 0, x′(0) = −2, x′′(0) = 0.

119) x′′ + 2x′ + x = t, x(0) = x′(0) = 0.

120) x′′ − x′ + x = e−t, x(0) = 0, x′(0) = 1.

121) x′′ − x = sin t, x(0) = −1, x′(0) = 0.

122) x′′′ + x = et, x(0) = 0, x′(0) = 2, x′′(0) = 0.

123) x′′ + x = 2 sin t, x(0) = 1, x′(0) = −1.
124) x′′ − 2x′ + x = t− sin t, x(0) = x′(0) = 0.

125) x′′ + 2x′ + x = 2 cos2 t, x(0) = x′(0) = 0.

126) x′′ + 4x = 2 cos t · cos 3t, x(0) = x′(0) = 0.

127) x′′ + x = tet + 4 sin t, x(0) = x′(0) = 0.

128) x′′ − x′ = tet, x(0) = 1, x′(0) = 0.

129) x′′ + x′ = 4 sin2 t, x(0) = 0, x′(0) = −1.
130) x′′′ − 2x′′ + x′ = 4, x(0) = 1, x′(0) = 2, x′′(0) = −2.
131) x′′ − 3x′ + 2x = et, x(0) = x′(0) = 0.

132) x′′ − x′ = t2, x(0) = 0, x′(0) = 1.

133) x′′′ + x =
1

2
t2et, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

134) x′′ + x = t cos 2t, x(0) = x′(0) = 0.

135) x′′ + n2x = a sin(nt+ α), x(0) = x′(0) = 0.

136) x′′′ + 6x′′ + 11x′ + 6x = 1 + t+ t2, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

137) xIV + 2x′′ + x = t sin t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = x′′′(0) = 0.

138) x′′ − 2αx′ + (α2 + β2)x = 0, x(0) = 0, x′(0) = 1.

139) x′′ + 4x = sin t, x(0) = x′(0) = 0.

140) x′′′ + x′ = e2t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

141) xIV + x′′′ = cos t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0, x′′′(0) = γ.

142) x′′ − 4x = sin 3
2
t · sin 1

2
t, x(0) = 1, x′(0) = 0.

143) xIV − 5x′′+10x′− 6x = 0, x(0) = 1, x′(0) = 0, x′′(0) = 6, x′′′(0) = −14.
144) x′′ + x′ + x = tet, x(0) = x′(0) = 0.

145) x′′ + x = t cos t, x(0) = x′(0) = 0.

146) x′′′ + 3x′′ − 4x = 0, x(0) = x′(0) = 0, x′′(0) = 2.

147) x′′′ + 3x′′ + 3x′ + x = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

148) x′′′ + x = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.
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§5. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ

òÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË
ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ

ÐÏÒÑÄËÁ
n
∑

k=1

(

aik
d2xk

dt2
+ bik

dxk

dt
+ cikxk

)

= fi(t) (i = 1, 2, . . . , n),

ÇÄÅ aik, bik, cik = const, ÐÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ

xk(0) = αk, x′k(0) = βk.

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ Xk(p) É Fi(p) ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ xk(t) É fi(t) ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÅÒÅÊÄ�ÅÍ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÉÚÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÊ

n
∑

k=1

(

aikp
2 + bikp+ cik

)

= Fi(p)+

+
n
∑

k=1

[(aikp+ bik)αk + aikβk] (i = 1, 2, . . . , n).

òÅÛÁÑ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ Xk(p), ÎÁÊÄ�ÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Xk(p), Á ÚÁÔÅÍ ÉÈ ÏÒÉÇÉÎÁÌÙ xk(t) ÄÌÑ
k = 1, 2, . . . , n. üÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.
ðÒÉÍÅÒ 1. òÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ







x′′ = 3(y − x+ z),
y′′ = x− y,
z′′ = −z

ÐÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ

x(0) = 0, x′(0) = 0,
y(0) = 0, y′(0) = −1,
z(0) = 1, z′(0) = 0.

òÅÛÅÎÉÅ: ðÕÓÔØ

x(t)→X(p), y(t)→Y (p), z(t)→Z(p).
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ôÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁ-
ÐÉÛÅÔÓÑ × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ







p2X(p) = 3(Y (p)−X(p) + Z(p)),
p2Y (p) + 1 = X(p)− Y (p),
p2Z(p)− p = −Z(p).

üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÉ-
ÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. òÅÛÁÑ Å�Å ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÊ X(p), Y (p), Z(p), ÐÏÌÕÞÉÍ

X(p) = 3(p−1)
p2(p2+4),

Y (p) = 3(p−1)
p2(p2+1)(p2+4) − 1

p2+1,

Z(p) = p
p2+1

.

îÁÊÄ�ÅÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌÙ ÜÔÉÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

X(p) =
3(p− 1)
p2(p2 + 4)

.

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ X(p) × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ É ÎÁÊÄ�ÅÍ ÎÅÏÐÒÅ-
ÄÅÌ�ÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.

X(p) = A
p +

B
p2 +

C
p2+4.

3(p− 1) = Ap(p2 + 4) + B(p2 + 4) + (Cp+D)p2.

p3 0 = A+ C,
p2 0 = B +D,
p 3 = 4A,
p0 −3 = 4B.

=⇒ A = 3
4
, B = −3

4
,

D = 3
4
, C = −3

4
.

X(p) =
3

4
· 1
p
− 3
4
· 1
p2
− 3
4
· p

p2 + 4
+
3

4
· 1

p2 + 4
.

îÁÈÏÄÑ ÏÒÉÇÉÎÁÌ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ

x(t) =
3

4
− 3
4
t− 3
4
cos 2t+

3

8
sin 2t.

äÁÌÅÅ ÎÁÊÄ�ÅÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌ ÄÌÑ Y (p).

Y (p) =
3(p− 1)

p2(p2 + 1)(p2 + 4)
− 1

p2 + 1
,

1

p2 + 1
→ sin t.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

Y1(p) =
3(p− 1)

p2(p2 + 1)(p2 + 4)
.
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ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ Y1(p) × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ É ÎÁÊÄ�ÅÍ ÎÅÏÐÒÅ-
ÄÅÌ�ÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.

Y1(p) =
A

p
+
B

p2
+
Cp+D

p2 + 1
+
Lp+M

p2 + 4
.

3(p− 1) = Ap(p2 + 1)(p2 + 4) + B(p2 + 1)(p2 + 4)+
+ (Cp+D)p2(p2 + 4) + (Lp+M)p2(p2 + 1).

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ p, ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×.































A+ C + L = 0,
B +D +M = 0,
5A+ 4C + L = 0,
5B + 4D +M = 0,

4A = 3,
4B = −3.

=⇒
A = 3

4 , B = −34 ,
C = −1, D = 1,
L = 1

4 , M = −14 .

Y (p) = Y1(p)−
1

p2 + 1
=

=
3

4
· 1
p
− 3
4
· 1
p2
− p

p2 + 1
+

1

p2 + 1
+
1

4
· p

p2 + 4
− 1
4
· 1

p2 + 4
− 1

p2 + 1
=

=
3

4
· 1
p
− 3
4
· 1
p2
− p

p2 + 1
+ +
1

4
· p

p2 + 4
− 1
4
· 1

p2 + 4
.

y(t) =
3

4
− 3
4
t− cos t+ 1

4
cos 2t− 1

8
sin 2t.

îÁÊÄ�ÅÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌ ÄÌÑ Z(p).

Z(p) =
p

p2 + 1
,

p

p2 + 1
→ cos t, z(t) = cos t.

éÔÁË, ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ:

x(t) = 3
4 − 34t− 34 cos 2t+ 38 sin 2t,

y(t) = 3
4 − 34t− cos t+ 14 cos 2t− 18 sin 2t,

z(t) = cos t.
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úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

òÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ:
149)

{

x′ + y = 0,
y′ + x = 0,

x(0) = 1, y(0) = −1.

150)
{

x′ + x = y + et,

y′ + y = x+ et,
x(0) = y(0) = 1.

151)
{

x′ − y′ − 2x+ 2y = 1− 2t,
x′′ + 2y′ + x = 0,

x(0) = y(0) = x′(0) = 0.

152)
{

x′′ − 3x′ + 2x+ y′ − y = 0,
y′′ − 5y′ + 4y − x′ + x = 0,

x(0) = x′(0) = y′(0) = 0,
y(0) = 1.

153)
{

x′ = −y,
y′ = 2x+ 2y,

x(0) = y(0) = 1.

154)
{

2x′′ − x′ + 9x− y′′ − y′ − 3y = 0,
2x′′ + x′ + 7x− y′′ + y′ − 5y = 0,

x(0) = x′(0) = 1,
y(0) = y′(0) = 0.

155)
{

x′ + y′ − y = et,

2x′ + y′ + 2y = cos t,
x(0) = y(0) = 0.

156)






x′ = −y − z,
y′ = −x− z,
z′ = −x− y,

x(0) = −1, y(0) = 0, z(0) = 1.

157)






x′ = y + z,
y′ = 3x+ z,
z′ = 3x+ y,

x(0) = 0, y(0) = 1, z(0) = 1.

158)






x′ = 2x− y + z,
y′ = x+ z,
z′ = −3x+ y − 2z,

x(0) = 1, y(0) = 1, z(0) = 0.
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ôÁÂÌÉÃÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÉÈ ÏÒÉÇÉÎÁÌÏ×
éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F (p) ïÒÉÇÉÎÁÌ f(t)

1 1
p

1

2 a
p2+a2

sin at

3 p
p2+a2 cos at

4 1
p+α e−αt

5 α
p2−α2 shαt

6 p
p2−α2 chαt

7 a
(p+α)2+a2 e−at sinαt

8 p+α
(p+α)2+a2 e−at cosαt

9 n!
pn+1 tn

10 2pa
(p2+a2)2 t sin at

11 p2−a2

(p2+a2)2
t cos at

12 1
(p+α)2

te−αt

13 1
(p2+a2)2

1
2a3 (sin at− at cos at)

14 n!
(p−α)n+1 tneαt

15 π
2 − arctg

p
a

sin at
t

16 e−α
√

p
√

p
1√
πt
e−

a2

4t

17 1√
pe
−√p sin

√
p 1√

πt
sin 12t

18 1√
pe
−√p cos

√
p 1√

πt
cos 12t

19 (−1)n dn

dpnF (p) tnf(t)

20 F1(p) · F2(p)
t
∫

0

f1(τ)f2(t− τ) dτ

÷ÅÚÄÅ × ÔÁÂÌÉÃÅ n ∈ N, a ∈ R, α ∈ R.



ïÔ×ÅÔÙ

çÌÁ×Á I
1) an = n3. 2) an =

1
n(n+3) . 3) an =

2n−1

2n−1. 4) an =
2n
2n+1.

5) a1 = 1
2, a2 =

4
5 , a3 =

7
10, a4 =

10
17. 6) a1 = 1

2 , a2 =
1
42 , a3 =

1
23 , a4 =

1
44 .

7) a1 = −3, a2 = 1, a3 = −16, a4 = 1
12
. 8) a1 = −12 , a2 = 1

4
, a3 = −16 , a4 = 1

8
.

9) a1 = 1, a2 = 3
4 , a3 =

1
9, a4 =

3
16. 10)

3
2 . 11)

3
4. 12) 2+

3
√
2+ 3
√
4. 13) 1.

14) 11
18
. 15) 1

4
. 16) 7

36
. 17) 9

64
. 18) 1

(1−a)2
. 19) 1−

√
2. 29) óÈÏÄÉÔÓÑ.

30) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 31) óÈÏÄÉÔÓÑ. 32) óÈÏÄÉÔÓÑ. 33) óÈÏÄÉÔÓÑ.
34) óÈÏÄÉÔÓÑ. 35) óÈÏÄÉÔÓÑ. 36) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 37) óÈÏÄÉÔÓÑ.
õËÁÚÁÎÉÅ: 1

(lnn)lnn =
1

nln lnn <
1
n2
. 38) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 39) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

40) óÈÏÄÉÔÓÑ. 41) óÈÏÄÉÔÓÑ. 42) óÈÏÄÉÔÓÑ. 43) óÈÏÄÉÔÓÑ.
44) óÈÏÄÉÔÓÑ. 45) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 46) óÈÏÄÉÔÓÑ. 47) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
48) óÈÏÄÉÔÓÑ. 49) óÈÏÄÉÔÓÑ. 50) óÈÏÄÉÔÓÑ. 51) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
52) óÈÏÄÉÔÓÑ. 53) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 54) óÈÏÄÉÔÓÑ. 55) óÈÏÄÉÔÓÑ.
56) óÈÏÄÉÔÓÑ. 57) óÈÏÄÉÔÓÑ. 58) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 59) óÈÏÄÉÔÓÑ.
60) óÈÏÄÉÔÓÑ. 61) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 62) óÈÏÄÉÔÓÑ. 63) óÈÏÄÉÔÓÑ.
64) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 65) óÈÏÄÉÔÓÑ. 66) óÈÏÄÉÔÓÑ. 67) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
68) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 69) óÈÏÄÉÔÓÑ. 70) óÈÏÄÉÔÓÑ. 71) óÈÏÄÉÔÓÑ.
72) óÈÏÄÉÔÓÑ. 73) óÈÏÄÉÔÓÑ. 74) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 75) óÈÏÄÉÔÓÑ.
76) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 77) óÈÏÄÉÔÓÑ. 78) óÈÏÄÉÔÓÑ. 79) óÈÏÄÉÔÓÑ.
80) óÈÏÄÉÔÓÑ. 81) óÈÏÄÉÔÓÑ. 82) óÈÏÄÉÔÓÑ. 83) óÈÏÄÉÔÓÑ
ÐÒÉ α > 0, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ α 6 0. 84) óÈÏÄÉÔÓÑ. 85) óÈÏÄÉÔÓÑ.
86) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 87) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 88) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 89) óÈÏÄÉÔÓÑ.
90) óÈÏÄÉÔÓÑ. 91) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 92) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 93) óÈÏÄÉÔÓÑ.
94) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 95) óÈÏÄÉÔÓÑ. 96) óÈÏÄÉÔÓÑ. 97) óÈÏÄÉÔÓÑ.
98) óÈÏÄÉÔÓÑ. 99) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 100) óÈÏÄÉÔÓÑ. 101) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
102) óÈÏÄÉÔÓÑ. 103) óÈÏÄÉÔÓÑ. 104) óÈÏÄÉÔÓÑ. 105) óÈÏÄÉÔÓÑ
ÐÒÉ α > 1

2 , ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ α 6
1
2. 106) óÈÏÄÉÔÓÑ. 107) óÈÏÄÉÔÓÑ

ÐÒÉ α > 1, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ α 6 1. 108) óÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ α > 1, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ
ÐÒÉ α 6 1. 109) óÈÏÄÉÔÓÑ. 110) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 111) óÈÏÄÉÔÓÑ.
112) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 113) óÈÏÄÉÔÓÑ. 119) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ
ÐÒÉ α > 1, ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉ 0 < α 6 1. 120) óÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ.
121) óÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ. 122) óÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ. 123) óÈÏÄÉÔÓÑ
ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. 124) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. 125) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 126) óÈÏÄÉÔÓÑ
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ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. 127) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 128) óÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ. 129) óÈÏÄÉÔÓÑ
ÕÓÌÏ×ÎÏ. 130) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. 131) óÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ.
132) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 133) óÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ. 134) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.
135) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| > 1. 136) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ
|x| > 1. 137) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ x > 0. 138) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ
ÐÒÉ |x| < 1. 139) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| 6= 1. 140) óÈÏÄÉÔÓÑ
ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ −∞ < x < −25, 0 < x < +∞; ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉ x = −25.
141) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ −53 6 x 6 3. 142) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ
−∞ < x < 1

4,
1
2 < x < +∞; ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉ x = 1

2 . 143) óÈÏÄÉÔÓÑ
ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ −54 < x < 1

2; ÐÒÉ x = −54 É x = 1
2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÅÓÌÉ

p > 1; ÐÒÉ x = 1
2
ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ, ÅÓÌÉ 0 < p 6 1. 144) óÈÏÄÉÔÓÑ

ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ −∞ < x < −2, −43 < x < +∞; ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉ x = −2.
145) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ 0 < x < +∞. 146) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ
ÐÒÉ |x| < 1. 147) óÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ 0 < x < 1

e . 148) óÈÏÄÉÔÓÑ
ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < +∞. 149) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < +∞.
150) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < a. 151) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ
x > 0. 152) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ −∞ < x < −4; ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ
ÐÒÉ x = −4. 153) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ −11

4
< x < +∞. 154) óÈÏ-

ÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < 1. 155) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < 1
5 .

156) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < 1
|a| . 157) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ

|x| < 1. 158) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < 1; ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉ
x = −1. 159) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < 1; ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉ
x = −1. 160) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ 0 < x < 2; ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉ
x = 0. 161) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < 1. 162) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ
ÐÒÉ |x| < +∞. 163) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < 1. 164) óÈÏÄÉÔÓÑ
ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < +∞. 165) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < 1

2 .

166) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ |x| < +∞. 167) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ
4 < x < 6; ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉ x = 4. 168) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ
|x| < 10; ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉ x = −10. 169) óÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÒÉ
|x| < e. 170) − ln(1 − x), −1 6 x < 1. 171) ln(1 + x), −1 < x 6 1.
172) 12 ln

1+x
1−x, |x| < 1. 173) −12 ln(1−x2), |x| < 1. 174) 12 ln(1+x2), |x| 6 1.

175) arctgx, |x| 6 1. 176) 1
(1−x)2 , |x| < 1. 177) 1−x2

(1+x2)2 , |x| < 1.

178) 1
(1+x)2 , |x| < 1. 179)

∞
∑

n=0

x2n+1

(2n+1)!, |x| < +∞. 180)
∞
∑

n=0

x2n

(2n)! , |x| <

+∞. 181)
∞
∑

n=0

lnn a
n! x

n, |x| < +∞. 182)
∞
∑

n=0
(−1)n 2nxn+2

n! , |x| < +∞.

183)
∞
∑

n=0
(−1)nx2(2n+1)

(2n+1)! , |x| < +∞. 184)
∞
∑

n=1
(−1)n+122n−1x2n(2n)! , |x| < +∞.
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185) 1+
∞
∑

n=1
(−1)n22n−1x2n(2n)! , |x| < +∞. 186) 34

∞
∑

n=1
(−1)n+1 32n−1(2n+1)!x

2n+1, |x| < +∞.

187)
∞
∑

n=0
x2n, |x| < 1. 188)

∞
∑

n=0
(−1)nx4n, |x| < 1. 189)

∞
∑

n=0
(−1)n2nxn, |x| <

1
2. 190) 3

∞
∑

n=0

xn

4n+1 , |x| < 4. 191)
∞
∑

n=0
(−1)n 2nxn

3n+1 , |x| < 3
2 .

192)
∞
∑

n=0
(−1)n 3nx2n

2n+1 , |x| <
√

2
3. 193)

∞
∑

n=0

(

9
2n+1 − 14

3n+1

)

xn, |x| < 2.

194) 12
∞
∑

n=0
(5− 31−n)xn, |x| < 1. 195)

∞
∑

n=0

(

(−1)n+1 23n+1 − 1
2n+1

)

xn, |x| < 2.

196) −
∞
∑

n=1

x2n

n , |x| < 1. 197) 25
∞
∑

n=0

x2n+1

2n+1 , |x| < 1. 198) 2
∞
∑

n=0

32n+1

2n+1x
2n+1, |x| < 1

3 .

199)
∞
∑

n=1

(−1)n+15nxn

n , −15 < x 6
1
5. 200) ln 5+

∞
∑

n=1

(−1)n+1
(

2
5

)n xn

n , −52 < x 6
5
2 .

201)
∞
∑

n=1

(−1)n+12nx2n

n
, |x| 6

1√
2
. 202)

∞
∑

n=1

(−1)n 3n−2n
n

xn, −1
3
< x 6

1
3
.

203) ln 4−
∞
∑

n=1

(1+4−n)x
n

n
, −1 6 x < 1. 204) ln 9−

∞
∑

n=1

(1+9−n)x
n

n
, −1 6 x < 1.

205) ln 6 +
∞
∑

n=1

(

(−1)n+1
2n
− 1
3n

)

xn

n
, −2 < x 6 2. 206) −x + x2

2
+ 2
3
x3 +

x4

4 − x5

5 − 2
6x
6 − . . . + (−1)nx3n−2

3n−2 + (−1)n+1x3n−1
3n−1 + (−1)

n+12x3n

3n + . . . , −1 < x 6 1.

207) x+ x2

2 − 23x3 + x4

4 +
x5

5 − 26x6+ . . .+ x3n−2

3n−2 +
x3n−1

3n−1 − x3n

3n + . . . , −1 < x 6 1.

208) 1 + x2

2 +
∞
∑

n=2
(−1)n+11·3·5·...·(2n−3)(2n)!! x2n, |x| 6 1. 209) 1 + x

5 +

∞
∑

n=2
(−1)n+14·9·14·...·(5n−6)5nn! xn, |x| 6 1. 210) 3+ x

27+
∞
∑

n=2
(−1)n+12·5·8·...·(3n−4)34n−1n! xn, |x| 6

27. 211) 1
2
+
∞
∑

n=1

(2n−1)!!
22n+1(2n)!!

x2n, |x| < 2. 212) 1
3
+
∞
∑

n=1

(−1)n (2n−1)!!
32n+1(2n)!!

x2n, |x| 6 3.

213) x2 +
∞
∑

n=1

(2n−1)!!
(2n+1)(2n)!!

x2(n+1), |x| 6 1. 214)
∞
∑

n=0

(−1)nx2n+3

2n+1
, |x| 6 1.

215)
∞
∑

n=0

(−1)n x2n+1

22n+1(2n+1)
, |x| 6 2. 216) 3x+

∞
∑

n=0

(−1)n32n+1(2n−1)!!
(2n+1)(2n)!!

x2n+1, |x| 6 1
3
.

217) 3x +
∞
∑

n=0

32n+1(2n−1)!!
(2n+1)(2n)!! x

2n+1, |x| 6 1
3. 218)

∞
∑

n=0
(−1)n x2n+1

(2n+1)(2n+1)!, |x| <

+∞. 219)
∞
∑

n=0
(−1)n x2n+1

(2n+1)2 , |x| 6 1. 220)
∞
∑

n=1

xn

n·n! , |x| < +∞.

221) 2(x+1)−3(x+1)2+(x+1)3, |x| < +∞. 222) e−2
∞
∑

n=0

(x+2)n

n! , |x| < +∞.
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223)−
∞
∑

n=0

(x+3)n

3n+1 , −6 < x < 0. 224) 2+x−4
4 +

∞
∑

n=2
(−1)n+11·3·5·...·(2n−3)23n−1n! (x−4)n, 0 6

x 6 8. 225) −1 + x+1
3 +

∞
∑

n=1

2·5·8·...·(3n−1)
3n+1(n+1)! (x + 1)

n+1, −2 6 x 6 0.

226) 13
∞
∑

n=0

(

1
4n+1 − 1

)

· (x+ 3)n, −4 < x < −2. 227)
∞
∑

n=0

(

1
2n+1 − 1

3n+1

)

· (x+

4)n, −6 < x < −2. 228)
∞
∑

n=1
(−1)n+1(x−1)nn , 0 < x 6 2. 229)

∞
∑

n=0
(−1)n+1 32n+1(2n+1)! ·

(

x+ π
3

)2n+1
, |x| < +∞. 230)

∞
∑

n=0
(−1)n π2n

42n(2n)! · (x − 2)2n, |x| < +∞.

231)
∞
∑

n=0

(

π
3

)n · (x−1)nn! · sin
(

π
3 + n

π
2

)

, |x| < +∞. 232) 2, 154. 233) 1, 649.

234) 3, 107. 235) 0, 309. 236) 0, 340. 237) 0, 493.
238) 0, 747. 239) 1, 572. 240) 0, 385. 241) 0, 026.
242) 1, 0486. 243) 1, 7918. 244) 1, 41421 247) |Rn| 6 n−1

2n2 · b2

a2n−1 .

248) y = 1+x+12x
2+23x

3+ 712x
4+. . . 249) y = 1−x+x2−23x3+56x4−. . . 250) y =

1+x+x2+x3+ 5
4
x4+. . . 251) y = 1+x+ 1

3
x3− 1

3
x4. 252) y = x+x2− 1

6
x3− 1

4
x4.

253) y = 2 + 52x +
13
4 x
2 + 8924x

3 + . . . 254) y = 1 +
∞
∑

n=1
(−1)n x2n

22·42·...·(2n)2 .

255) y = 1+
∞
∑

n=1

x2n

22·42·...·(2n)2 . 256) y = x+x2+ x3

2! +
x4

3! + . . .+
xn+1

n! + . . . = xex.

257) y =
∞
∑

n=0

(−1)n
(n!)2

·
(

x
2

)2n
. 258) 1 − 1

2
cosx − 2

∞
∑

n=2

(−1)n
n2−1 cosnx.

259) −12 sinx+ 2
∞
∑

n=2

(−1)n·n
n2−1 sinnx. 260) π

4 (a− b)− 2
π(a− b)

∞
∑

n=0

cos(2n+1)x
(2n+1)2 +

(a+ b)
∞
∑

n=1

(−1)n−1 sinnx
n . 261) π

4 − 2π
∞
∑

n=1

cos(4n+2)x
(2n+1)2 . 262) 4−π

4 +
2
π

∞
∑

n=0

cos(2n+1)x
(2n+1)2 −

∞
∑

n=1

(−1)n−1 sinnx
n . 263) 12+

1
π

∞
∑

n=1

1+3(−1)n+1
n sin πnx. 264) π2

3 −4
∞
∑

n=1
(−1)n−1 cosnx

n2 .

265) 4π
2

3 + 4
∞
∑

n=1

(

cosnx
n2 − π sinnx

n

)

. 266) π2

3 +
∞
∑

n=1

(

cos 2nx
n2 − π sin 2nx

n

)

.

267) 2π
∞
∑

n=1

(−1)n+1 sinnx
n

− 8
π

∞
∑

n=0

sin(2n+1)x
(2n+1)3

. 268) π2

6
− 2

∞
∑

n=1

(−1)n−1 cosnx
n2

+

π
∞
∑

n=1

(−1)n−1 sinnx
n − 4π

∞
∑

n=0

sin(2n+1)x
(2n+1)3 . 269) 2π +

∞
∑

n=1

2
πn sin 2n cosnx. 270) 1π +

∞
∑

n=1

1
πn [(1− cos 2n) sinnx+ sin 2n cosnx] . 271) 4π

∞
∑

n=1

sin(2n−1)x
2n−1 . 272) 1π +

1
2 sinx−

∞
∑

n=1

2
π(4n2−1) cos 2nx. 273)

1
π+

1
2 cosx−

∞
∑

n=1

2
π(4n2−1) cos 2nx. 274)

5
8 sinx−
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5
16 sin 3x+

1
16 sin 5x. 275) 38 +

1
2 cos 2x+

1
8 cos 4x. 276)

∞
∑

n=0

4
π(2n+1)2 cos(2n+

1)x. 277)
∞
∑

n=0

4(−1)n
π(2n+1)2 sin(2n + 1)x. 278) shπ

π +
2 shπ

π

∞
∑

n=1

(−1)n
1+n2 cosnx.

279) 2 shπ
π

∞
∑

n=1
(−1)n−1 n

1+n2 sinnx. 280) 8π
∞
∑

n=1

(−1)n−1n
4n2−1 sin 2nx. 281) 2π −

4
π

∞
∑

n=1

(−1)n cos 2nx
4n2−1 . 282) 8

π

∞
∑

n=1

n sin 2nx
4n2−1 . 283) 4

π

∞
∑

n=0

1
2n+1
sin (2n+1)πx

c
.

284) 12 +
2
π

∞
∑

n=0

1
2n+1 sin

(2n+1)πx
c . 285) 2cπ

∞
∑

n=1

(−1)n+1
n sin nπx

c . 286) c
4 −

2c
π2

∞
∑

n=0

cos (2n+1)πx
c

(2n+1)2 +
c
π

∞
∑

n=1

sin πnx
c

n . 287) c
2 − 4cπ2

∞
∑

n=0

1
(2n+1)2 cos

(2n+1)πx
c . 288) 13 +

∞
∑

n=1

4(−1)n
(πn)2 cosπnx. 289) 43 +2

∞
∑

n=1

[

cosπnx
π2n2 −

(

2
πn − 1

π3n3

)

sin πnx
]

. 290) 23c
2+

4c2

π2

∞
∑

n=1

(−1)n−1
n2 cos πnx

c . 291) 2π sh aπ
(

1
2a +

∞
∑

n=1

(−1)n
a2+n2 [a cosnx+ n sinnx]

)

.

292) 2π − 4π
∞
∑

n=1

cos 2nx
4n2−1 . 293) − 1π + π

2 cosx− 2π
∞
∑

n=1

4n2+1
(4n2−1)2 cos 2nx. 294)

e2π−1
2π +

4
π

∞
∑

n=1

(−1)ne2π−1
4+n2 cosnx. 295) 8π

∞
∑

n=1

cos(2n−1)x
4−(2n−1)2 . 296) 8π

∞
∑

n=1

n
4n2−1 sin 2nx.

297) −π
2 sinx − 8

π

∞
∑

n=1

n
(4n2−1)2 sin 2nx. 298) 2π

∞
∑

n=1
[1− (−1)neπa] n

a2+n2 sinnx.

299) 2 sinaπ
π

∞
∑

n=1

(−1)nn sinnx
a2−n2

. 300) 2 shaπ
π

∞
∑

n=1

(−1)n−1 n
a2+n2

sinnx.

çÌÁ×Á II
2) 4 − i, 2 − 3i, 5 + i, 12 − i52. 3) 19 − 2i, 15, 33 − 19i, 7 + 3i.
4) 12− i, −2− 5i, 41− 11i, 2953 − i3153. 5) 5− 8i, 3− 2i, −11− 17i, 1910 + i 710.
6) 24. 7) 21 − 20i. 8) 8i. 9) 18 + 26i. 10) 13

61
+ i21

61
.

11) 7
41 − i1941. 12) 75 + i45. 13) i145 . 14) 44

318 − i 5318.

15) Re z = 1
2
, Im z = 1

2
. 16) Re z = 0, Im z = 1. 17) Re z = −1, Im z = 0.

18) Re z = −2, Im z = 3
2 . 19) |z| = 1, arg z = π

2 . 20) |z| = 3, arg z = π.
21) |z| =

√
2, arg z = −π

4 . 22) |z| = 3, arg z = π
2 . 23) |z| =

√
2, arg z = π

4 .

24) |z| = 2, arg z = −π
6
. 25) |z| = 2, arg z = −2π

3
. 26) |z| = 2, arg z = −π

3
.

27) |z| =
√
2, arg z = −π

2 . 28) |z| = 5, arg z = arctg 43 . 29) |z| =
5, arg z = arctg 43 − π. 30) |z| = 1, arg z = 2π

3 . 31) |z| = 1, arg z = −π
2 .

32) |z| = 1, arg z = 6π
7 . 33) |z| = 125, arg z = −π

2 . 34) |z| = 1
4 , arg z = 0.

35) |z| =
√
2 cos π

14, arg z =
π
14. 47) ðÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÁÑ

ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ (ÔÏÞËÉ ÏÓÉ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ). 48) ðÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ,
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ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÁÑ ÎÉÖÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ z = i

(ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ). 49) ðÏÌÏÓÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÞÅË,
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. 50) ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË
Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ−i, 1− i, 1+ i, i(ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ). 51) ëÒÕÇ
ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z = 0 (×ËÌÀÞÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ). 52) ÷ÓÑ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÁÌ�ÅÎ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z = i, ×ÍÅÓÔÅ
Ó ÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ. 53) ëÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z = −i,
ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÁÌÅÎÁ (ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ). 54) ëÏÌØÃÏ ÍÅÖÄÕ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÒÁÄÉÕÓÏ× 1 É 3 Ó ÏÂÝÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z = 1 (ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ). 55) õÇÏÌ ÒÁÓÔ×ÏÒÁ π

4
Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ z = 0,

ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ
(ÓÔÏÒÏÎÙ ÕÇÌÁ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ). 56) õÇÏÌ ÒÁÓÔ×ÏÒÁ π

2 Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ z =
0, ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ
(ÓÔÏÒÏÎÙ ÕÇÌÁ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ). 57) çÉÐÅÒÂÏÌÁ xy = 1. 58) çÉÐÅÒÂÏÌÁ
x2 − y2 = 1. 59) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ x2 + (y + 1)2 = 1. 60) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ
(x− 12)2+y2 = 1

4 . 61) çÉÐÅÒÂÏÌÁ 2(x
2−y2) = 1. 62) ðÁÒÁÂÏÌÁ y2 = 2x+1.

63) z1 = 1, z2 = −12 + i
√
3
2
, z3 = −12 − i

√
3
2
. 64) z1 = −i, z2 =

√
3
2
+ i1
2
, z3 =

−
√
3
2 +i

1
2. 65) z1 = cos

π
8−i sin π

8 , z2 = − cos π
8+i sin

π
8 , z3 = sin

π
8+i cos

π
8 , z4 =

− sin π
8− i cos π

8 . 66) z1 = 1+ i, z2 = 1− i, z3 = −1− i, z4 = −1+ i. 67) z1 =
i
√
3, z2 = −i

√
3, z3 =

3
2 + i

√
3
2 , z4 = −32 − i

√
3
2 , z5 =

3
2 − i

√
3
2 , z6 = −32 + i

√
3
2 .

68) z1 = −1−i, z2 =
√
2(cos π

12−i sin π
12), z3 =

√
2(− sin π

12+i cos
π
12). 69) z1 =

4
√
2(cos π

8 + i sin
π
8 ), z2 =

4
√
2(− cos π

8 − i sin π
8 ). 70) z1 = 2− i, z2 = −2 + i.

71) z1 = 1− 2i, z2 = −1− 2i. 72) z1 =
√
3 + i, z2 = −

√
3− i. 73) 210.

74) −26(1 + i). 75) 1. 76) 29(1 + i
√
3). 77) z1 = 1+i√

2
, z2 = −1+i√

2
.

78) z1 = 2 − i, z2 = −2 + i. 79) z1 = 1, z2 = −12 + i
√
3
2 , z3 = −12 − i

√
3
2 .

80) zk = 2
(√
3+i
2

)k

, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5. 81) zk = e
2k+1
7 πi, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

82) zk =
16
√
2e

πi
4 (k+

1
8 ), k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 83) z1 = 1+i, z2 = 1−i. 84) z1 =

−1 + i, z2 = −2 +
√
2
(

− cos π
12 + i sin

π
12

)

, z3 = −2 +
√
2
(

sin π
12 − i cos π

12

)

.

85) z1 = 2, z2 = 3i. 86) z1 = 4i, z2 = −3. 87) z1 = 1 + i, z2 =
1−i, z3 = −2+

√
2
(

− cos π
12 + i sin

π
12

)

, z4 = −2+
√
2
(

− cos π
12 − i sin π

12

)

, z5 =

−2 +
√
2
(

sin π
12 + i cos

π
12

)

, z5 = −2 +
√
2
(

sin π
12 − i cos π

12

)

. 91) 12 + i.

92) − i
2. 93) 1+i

√
3

2 . 94) 0. 95) 0. 96) ðÒÉ |z| < 1, ÐÒÉ |z| > 1, ÐÒÉ
z = 1. 97) ðÒÉ ×ÓÅÈ. 98) ðÒÉ ×ÓÅÈ. 99) ðÒÉ |z| < 1, ÐÒÉ |z| > 1,
ÐÒÉ z = 1. 102) CÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. 103) CÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.
104) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 105) óÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ. 106) CÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.
107) CÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. 108) CÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. 109) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
110) óÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ. 111) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 112) CÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.
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113) CÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. 114) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 115) CÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ.
116) CÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. 117) CÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ. 118) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
119) òÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 124) 1)eiπ, 2)e

iπ
2 , 3)

√
2e−

iπ
4 , 4)2e−

iπ
6 . 125) 1)|z| =

e3, arg z = 2, 2)|z| = e, arg z = −3, 3)|z| = e2, arg z = 5−2π, 4)|z| = e3, arg z =
−7 + 2π, 5)|z| = 1, arg z = ϕ, 6)|z| = 1, arg z = −ϕ. 126) 1)1, 2) −
1, 3)i, 4)− i, 5)1+i√

2
. 142) 1)Re z = cos 2 ch 1, Im z = − sin 2 sh 1, 2)Re z =

0, Im z = sh 2, 3)Re z = − cos 1 sh 2, Im z = sin 1 ch 2, 4)Re z = cos 1, Im z =
0, 5)Re z = − sin 4

2(cos2 2+sh2 1)
, Im z = − sh 2

2(cos2 2+sh2 1)
. 143) 1) Im z = kπ, k ∈

Z, 2)Re z = kπ, k ∈ Z, ÉÌÉ Im z = 0, 3)Re z = (2k+1)π
2
, k ∈ Z, ÉÌÉ Im z =

0. 144) 1) Im z = (2k+1)π
2
, k ∈ Z, 2)Re z = kπ, k ∈ Z, É Im z 6= 0, 3) Im z =

(2k + 1)π2 , k ∈ Z, ÉÌÉ Re z 6= 0. 145) 1)1 + i2kπ, k ∈ Z, 2)i(2k +

1)π, k ∈ Z, 3)i(4k + 1)π2 , k ∈ Z, 4) ln 5 + i(− arctg 43 + 2πk), k ∈ Z, 5) ln 5 +

i(− arctg 34 + π(2k + 1)), k ∈ Z, 6)i(π3 + 2πk), k ∈ Z, 7)i(−π
3 + 2πk), k ∈ Z.

146) 1) cos 2
√
2kπ + i sin 2

√
2kπ, k ∈ Z, 2)e−

π
2+2πk, k ∈ Z, 3)1−i√

2
e

π
4 (8k+1), k ∈

Z, 4)
√
3+i
2 e

π
6 (12k−1), k ∈ Z, 5)5(cos(ln 5 − arctg 43) + i sin(ln 5 − arctg 43)), k ∈

Z, 6)e
π
3+2πk(cos ln 2 + i sin ln 2), k ∈ Z. 147) 1)(−1)k π

6
+ πk, k ∈

Z, 2)π3 +2πk, −π
3 +2πk, k ∈ Z, 3)2πk+ i ln(2+

√
3), 2πk− i ln(2+

√
3), k ∈

Z, 4)πk + i(−1)k ln(1 +
√
2), k ∈ Z, 5) − 12 arctg 12 + (2k + 1)π2 + i ln 54 , k ∈ Z.

148) z = 1 − i. 149) z = −e + i. 150) z = (2k + 1)πi, k ∈ Z.

151) z = π
2
(4k − 1)i, k ∈ Z. 152) z = i(−1)k ln 3 + kπ, k ∈ Z. 153) z =

i ln 3+ π
2 +2kπ, z = −i ln 3+ π

2 +2kπ, k ∈ Z. 154) z = −i ln 2+ π
2 +2kπ, z =

i ln 2− π
2+2kπ, k ∈ Z. 155) z = − i

2 ln 2+
π
4+2kπ, z =

i
2 ln 2− π

4+2kπ, k ∈ Z.

156) z = i ln 2 + π
2
+ kπ, k ∈ Z. 157) z = i ln 2 + π

2
+ kπ, k ∈ Z. 158) 1)

çÉÐÅÒÂÏÌÁ x2 − y2 = 3. 2) çÉÐÅÒÂÏÌÁ xy = 5
2 . 159) 1) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ

u2+v2 = u
3
. 2) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ u2+v2 = −v

5
. 3) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ |w| = 1

R
. 4) ðÒÑÍÁÑ

u+ v = 0. 5) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ 3(u2 + v2)− 4u+ 1 = 0. 6) argw = −α. 7) ðÒÑÍÁÑ
u = 1

2 . 160) 1) îÉÇÄÅ. 2) îÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ. 3) ÷ ÔÏÞËÅ
z = 0. 4) îÁ ÐÒÑÍÏÊ Re z = Im z. 5) ÷ ÔÏÞËÅ z = 0. 6) ÷ÅÚÄÅ. 166) sh zech z.

167) 2ez cos(2ez). 168) (1− i) cos z ch z+(1+ i) sin z sh z. 169) (1− z)e−z.

170) ez

z − ez

z2 , z 6= 0. 171)
(1+z2)(cos z−z sin z)−2z2 cos z

(1+z2)2 , z 6= i, z 6= −i. 172) 1
cos2 z .

173) − 1
sin2 z

. 174) 2ez

(ez−1)2 . 175) cos 2z. 176) −2 ez+e−z

(ez−e−z)3 . 177)
1

(cos z−sin z)2 .

179) 1)|z − 1| = 1
2. 2)|z| = 1. 3)|z| = 1√

3
. 4)|z + i| =

√
2. 180) 1) arg z =

−π
2 . 2) Im((1 − i)(z + i)) = 0. 3)Re z = 0. 4)1 < z < ∞. 5) Im((1 + i)z) =

0. 181) 1) ïÂÌÁÓÔØ, ÌÅÖÁÝÁÑ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ |z| < 1
2, ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ, Á

×ÎÅ ÒÁÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ. 2) ðÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Re z < 0 ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ, Á ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ
Re z > 0 ÒÁÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ. 3) ïÂÌÁÓÔØ, ÌÅÖÁÝÁÑ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ |z − 1| < 1,
ÒÁÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ, Á ×ÎÅ ÓÖÉÍÁÅÔÓÑ. 182) 1)R(ϕ) = 2, α(ϕ) = 0. 2)R(ϕ) =
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2, α(ϕ) = −2ϕ − π
2 . 3)R(ϕ) = 2, α(ϕ) =

π
2 . 4)R(ϕ) =

√
5 + 4 sin 2ϕ, α(ϕ) =

arctg 1−tg2 ϕ
2+2 tg2 ϕ+2 tgϕ

. 5)R(ϕ) = 1
2, α(ϕ) = −π

2 . 183) 1z . 184) ln z.

185) z2(3+ 2i). 186) 5z2− 6z. 187) sh(z+1). 188) z−1
z+1. 189) 1) îÅ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. 2) îÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. 190) 23 + i. 191) π
4 − i ln 2

2 . 192) π
2 − 1+ i ln 2.

193) −2i. 194) 0. 195) J1 = 2+ i, J2 = 1+ 12i. 196) J1 = iπ
2
, J2 = −π

2
.

197) J1 = 9πi, J2 = −9π. 198)
√
5(1− i

2). 199) 0. 200) −2i. 201) πi.
202) e sin 1+ i(e cos 1−1). 203) ln 2+πi. 204) i

4(2+sh2). 206) −23− 103 i.
207) (1 − cos 1) + i(−1 + sin 1). 208) −π2

8
. 209) 1

4
(1 − cos(2 + 2i)).

210) π
3 . 211) −π

3 . 212) 0. 213) πi
2 . 214) 0. 215) 0.

216) cos 2πi
2 . 217) πi

8 . 218) 2πi sin 12 . 219) −2π5 (3 shπ + i(chπ − 1)).
220) eπi. 221) −2πi ch 1. 222) πi sin 1. 223) i th π. 224) −πi

4 .

225) 2e2πi. 226) −π2i
2
. 227) −πi ch 1. 228) 2π sh 1. 229) 2πi sh 1.

230) 0. 231) 2πi. 232) πi(2− e). 233) −πie. 234) óÈÏÄÉÔÓÑ ×
ÔÏÞËÅ z = i. 235) óÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ |z| <∞. 236) óÈÏÄÉÔÓÑ
× ËÒÕÇÅ |z| 6 3. 237) óÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ |z + i| <

√
2. 238) R = 1

4 .

239) R = 1
e . 240) R = 1

4. 241) R =∞. 242) R = 1
2. 243) R = 1

2 .

244) R = 1
4. 245) ÷Ï ×ÓÅÈ. 246) ÷Ï ×ÓÅÈ. 247) ðÒÉ z 6= 1

4 .

248) ðÒÉ z 6= 4i
27
, z 6= − 4i

27
. 249) ðÒÉ z 6= −1, z 6= 1

2
+ i

√
3
2
, z 6= 1

2
− i

√
3
2
.

250) ðÒÉ z 6= 1, z 6= i, z 6= −i. 251) ðÒÉ z 6= 1, z 6= i, z 6= −i.
265) 1+ 12

∞
∑

n=1

z2n

(2n)! , R =∞. 266) 12
∞
∑

n=1

z2n

(2n)!+
1
2 , R =∞. 267)

∞
∑

n=0
inz2n+1, R =

1. 268) −
∞
∑

n=0

(3−n−1 + 2−n−1)zn, R = 2. 269) 1
5

∞
∑

n=0

((−1)n+1 −

2−2(n+1))z2n+1, R = 1. 270) 12i
∞
∑

n=1
((−1 − i)−n − (i − 1)−n)zn, R =

√
2.

271) e
1
2

∞
∑

n=0

(2z−1)n
2nn! , R =∞. 272) 12

∞
∑

n=0

(−1)n (z+
π
3 )
2n+1

(2n+1)! −
√
3
2

∞
∑

n=0

(−1)n (z+
π
3 )
2n

(2n)! , R =

∞. 273) sin 4
∞
∑

n=0

(−1)n 32n+1(z+1)2n+1
(2n+1)!

+ cos 4
∞
∑

n=0

(−1)n32n(z+1)2n
(2n)!

, R = ∞.

274)−
∞
∑

n=0

7n(z+2)n

11n+1 , R = 11
7 . 275)

1
2i

∞
∑

n=1
((−1−i)−n−(i−1)−n)(z−1)n−1, R =

√
2.

276) |z − i| > 2. 277) |z+2i| > 3. 278) |z+2i| > 3. 279) 2 < |z| < 3.
280) îÉÇÄÅ ÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. 281) 2 < |z + 2| < ∞. 282) îÉÇÄÅ ÎÅ
ÓÈÏÄÉÔÓÑ. 283) 0 < |z − 2i| 6 1. 284) |z + 3i| = 1. 285) 1 < |z| <∞.
286) e2+1

2e < |z−i| < 7
e . 287) |z−2−i| > 1. 288) 15 < |z+1+i| < 5

3 . 289) z
2−

1
3 +

∞
∑

n=1

(−1)n+122n+3
z2n(2n+4)! , 0 < |z| <∞. 290) −

∞
∑

n=1

1
z2n(2n)! + 1−

∞
∑

n=1
zn, 0 < |z| < 1.
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291) − 1
2(z+2)−

∞
∑

n=0

(z+2)n

2n+2 , 0 < |z+2| < 2. 292)
∞
∑

n=0

(z−1)n
9 ((−1)n+ 3n+52n+2 ), |z−1| <

1. 293) z +
∞
∑

n=1

a−n

(z+ 12 )
n , a−2k+1 =

(−1)k
22k(2k)! , a−2k = −12a−2k+1, 0 < |z + 12 | <∞.

294) sin 1
∞
∑

n=0

(−1)n 1
(z−1)2n(2n)! + cos 1

∞
∑

n=0

(−1)n 1
(z−1)2n+1(2n+1)!, 0 < |z − 1| < ∞.

295)
∞
∑

n=0

(−1)n5n
2n+1zn , |z| > 5

2. 296)
∞
∑

n=0

3
z2n+1 , |z| > 1. 297)

∞
∑

n=0

1
n!zn−2 , 0 < |z| <∞.

298)
∞
∑

n=0
(−1)n (1−i)n−(1+i)n

2i
1
zn , |z| >

√
2. 299)

−1
∑

n=−∞

(−1)n−1
9 (z − 1)n +

∞
∑

n=0

3n+5
9(2n+2)(z − 1)n. 300)

−2
∑

n=−∞

(−1)n(n+1)
9 (z − 1)n +

∞
∑

n=0

(−1)n+1−2n+1
27(22n+3) (z − 1)n.

301)
−1
∑

n=−∞
(n + 1)in+2(z − i)n. 302)

0
∑

n=−∞
(−1)n+12−n

2+1 sin πn
4 (z − 1)n−1.

303) −
−2
∑

n=−∞
zn− 12z−

∞
∑

n=0
2−n−2zn. 304)

−1
∑

n=−∞
i−n−1(z−1)n+

∞
∑

n=0

(−1)n
(2+i)n+1(z−1)n.

305) 1
3(z+1) − 8

9 +
19(z+1)
27 −

∞
∑

n=2

8
3n+2 (z + 1)

n. 306)
−1
∑

n=−∞

1+(−1)n4−n−1

5 z2n.

307) z3 + z2 + 1
2z +

1
6 +

∞
∑

n=1

z−n

(n+3)!. 308) −πz +
∞
∑

n=1

(−1)n+1π2n+1
(2n+1)! z−2n+1.

309) (z − 2)3 + 6(z − 2)2 + 232 (z − 2) + 5 +
∞
∑

n=1
(−1)n48n2+72n+23(2n+2)! (z − 2)−2n+1 +

∞
∑

n=1

2(−1)n16n2+24n+5
(2n+2)!

(z−2)2n. 310) −
−2
∑

n=−∞
ezn+(1−e)z−1−

∞
∑

n=0

(

∞
∑

p=n+2

1
p!

)

zn.

311)
−1
∑

n=−∞
(−1)n−1 (z−1)ne +

∞
∑

n=0

(

n
∑

p=0

(−1)p+1
2p+1(n−p)! +

∞
∑

p=n+1

(−1)p+1
(p)!

)

(z−1)n. 332) z =

0   ÐÏÌÀÓ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, z =∞   ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ. 333) z = 0
  ÎÅ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ, z =∞   ÎÕÌØ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. 334) z = 0
  ÕÓÔÒÁÎÉÍÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ, zk = 2πk, k ∈ Z   ÐÏÌÀÓ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, z =∞
  ÎÅ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏÌÀÓÏ×
zk. 335) z1 = 1, z2 = −1, z3 = i, z4 = −i   ÐÏÌÀÓÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ,
z =∞-ÕÓÔÒÁÎÉÍÁÑ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ. 336) z = 0-ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ,
z =∞-ÎÕÌØ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. 337) 1. 338) −1. 339) e. 340) π3

6 . 341)
√
2
2 .

342) 0. 343) cos 1. 344) res
i
f(z) = 1

4 , res−i
f(z) = 1

4 , res1
f(z) = −12.

345) res
−1
f(z) = 1. 346) res

2
f(z) = − sin 2. 347) res

3
f(z) = 0.

348) res
zk

f(z) = −1, zk =
π
2 +πk, k ∈ Z. 349) res

zk

f(z) = 1, zk = iπk, k ∈ Z.



ïÔ×ÅÔÙ Ë ÇÌÁ×Å III 171

350) res
zk

f(z) = 0, zk = ik, k ∈ Z. 351) res
zk

f(z) = −1, zk = i(2k+1)π, k ∈ Z.
352) res

3
f(z) = ch 3

10 , resi
f(z) = −cos 120 (1−3i), res−i

f(z) = −cos 120 (1+3i). 353) 0.
354) π. 355) 0. 356) −1. 358) −2πi. 359) 2πi. 360) −πi.
361) 0. 362) −2πi

3 . 363) −6πi. 364) 0. 365) πi
3 . 366) 0.

çÌÁ×Á III
1) äÁ. 2) äÁ. 3) îÅÔ. 4) äÁ. 5) äÁ. 6) îÅÔ. 7) îÅÔ.
8) äÁ. 9) îÅÔ. 10) äÁ. 11) äÁ. 12) 1

p2
. 13) 3

p2+9
. 14) 1

(p−1)2 .

15) îÅÔ. 16) p+1
p2 . 17) 2−p

p2+1. 18) p2+2p+2
2p2(p+1). 19) 1

p−a. 20) 4
p2+16.

21) p
p2+ω2 . 22) 3

p2−9. 23) 2
p(p2+4). 24) m(p2+m2−n2)

(p2+m2+n2)2−4m2n2 . 25) p2+7p
(p2+9)(p2+1).

26) 2mnp
(p2+m2+n2)2−4m2n2 . 27) 18

(

3
p +

p
p2+16 −

4p
p2+1

)

. 28) p(p2+m2−n2)
(p2+m2+n2)2−4m2n2 .

29) p2+2
p(p2+4)

. 30) 6
(p2+1)(p2+9)

. 31) 2ωp
(p2+ω2)2

. 32) p4+16p2+24
p(p2+4)(p2+16)

. 33) p2−ω2

(p2+ω2)2
.

34) 1
(p−1)2 . 35) 2p

3−6p
(p2+1)3

. 36) 2(p
2+p+1)
(p2−1)2 . 37) 2p

2+4p+8
(p2+4)2

. 38) 6p
(p2−1)2 .

39) 1
p(p2+1). 40) p3+p2+pω2−ω2

p(p2+ω2)2 . 41) 4
(p2−1)4 . 42) p2+2ω2

p2(p2+4ω2) . 43) 1
p2−ω2 .

44) 2
p(p+1)3 . 45) ln p

p−1. 46) ln p+1
p . 47) 12 ln

√
p2+4

p . 48) ln
√

p2+1

p .

49) 12 ln
p2+4
p2+1. 50) ln

p
p−1. 51) ln

p+1
p−1. 52)

1
(p−2)2+1. 53)

p−m
(p−2)2+1. 54)

3!
(p+1)4 .

55) 1
(p−1)2+1. 56)

p2−2p
(p2−2p+2)2 . 57)

1
2(p−3)− 12

p−3
(p−3)2+4). 58)

1
2(p+α)+

p+α
2[(p+α)2+4β2] .

59) e−bp

p2+1
. 60) e−bp

2p
+ pe−bp

2(p2+4)
. 61) e−2p

p−1 . 62) 1
(p−1)(p2+1) . 63) p

(p−2)(p2+1).

64) 2
p2(p2−1) . 65) n!F (p)

pn+1 . 66) 2
p3(p+2) . 67) (t− 1)2. 68) t− 2. 69) et−2.

70) e−3(t−3). 71) e−2t sin t. 72) 1
2

(

e−t − e−3t
)

. 73) 1
2
(sin t − t cos t).

74) 1
2
t sin t. 75) 1− e−t − te−t. 76) 2

√
3
9
e

t
2 sin 3

√
3
2
t. 77) t2

2
+ 2e−t sin t.

78) t−sin t. 79) 16e2t− 115e−t− 110 cos 2t−15 sin 2t. 80) 23e−
t
2

(

2√
3
sin

√
3
2 t− cos

√
3
2 t
)

.

81) e−t(1−t2). 82) 13e
t
2

(

cos
√
3
2 t+

√
3 sin

√
3
2 t
)

−13e−t. 83) 35+
e−2t

5 (4 sin t−3 cos t).
84) (t− 3)e−(t−3). 85) et−1− 1. 86) sin(t− 2) + 2 sin(t− 3) + 3 sin(t− 4).
87) sh(t− 1) + ch 2(t− 2). 88) 14 − 15e−(t−

1
2 )− 1

20 cos 2(t− 12)− 1
10 sin 2(t− 12).

89) (t− 1) + (t− 2)2 + (t− 3)3. 90) 1− cos(t− 13). 91) 14e
t + 5

12e
−3t − 23 .

92) 14(1 − e2t + 2te2t). 93) 18(3e
t − e−3t − 2e−t). 94) t − sin t.

95) 2
25
e−2t − 2

25
cos t + 14

25
sin t − 1

5
t sin t − 2

5
t cos t. 96) 1

2
(e−t − te−t − cos t).

97) 12e
t−t−1+ 12(cos t+sin t). 98) 12t2et+tet. 99) 35e

−t sin 2t− 45e−t cos 2t− 15 .
100) 12(1−et cos t+et sin t). 101) 2+ 12(e

−t−cos t+sin t). 102) t2−4t+6−
5e−t−te−t. 103) 2t+ 12(e

−t+cos t−sin t). 104) 12t sin t−cos t+sin t. 105) 16t3−
1
2t
2+2t−4+e−t. 106) 35+

2
5e
−t cos 2t+ 15e

−t sin 2t. 107) 12(cos t+ch t)− t−1.
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108) 1− 2 cos t. 109) 1
2
(1− e−t cos t− e−t sin t). 110) 1

4
t+cos 2t− 1

8
sin 2t.

111) 325 − t
5 − 3

25e
t cos 2t − 4

25e
t sin 2t. 112) e−t − e t

2 cos
√
3
2 t +

1√
3
e

t
2 sin

√
3
2 t.

113) −1− 12(sin t+cos t+e−t). 114) 12e
t+ 32 sin t+

1
2 cos t−1. 115) ch t− 12t2−1.

116) 2+ 12(e
t+sin t− cos t). 117) et(1− t+ 12t2)−1. 118) −32 sin t− 12t cos t.

119) 2e−t+ te−t+ t−2. 120) 13e−t− 13e
t
2 (cos

√
3
2 t−3

√
3 sin

√
3
2 t). 121) −14et−

3
4e
−t− 12 sin t. 122) 12et− 56e−t+ 13e

t
2 cos

√
3
2 t+

1√
3
e

t
2 sin

√
3
2 t. 123) cos t− t cos t.

124) 2+ t− 1
2
cos t+ 1

2
tet − 3

2
et. 125) 1− 22

25
e−t− 6

5
te−t− 3

25
cos 2t+ 4

25
sin 2t.

126) t
4 sin 2t +

1
12(cos 2t − cos 4t). 127) tet − et + cos t + 2 sin t − 2t cos t.

128) et( t
2

2 −t+1). 129) 2t−3+3e−t− 15(sin 2t−2 cos 2t+2e−t). 130) 4t+3−2et.

131) e2t − et − tet. 132) 3et − 3 − 2t − t2 − t3

3 . 133) 14e
t(t2 − 3t +

3
2) +

1
3e

t
2

(√
3 sin

√
3
2 t− cos

√
3
2 t
)

− 1
24e
−t. 134) 49 sin 2t − 59 sin t − 1

3t cos 2t.

135) a
2n2 [sinnt cosα−nt cos(nt+α)]. 136) 16t2− 49t+ 3554−e−t+ 12e

−2t− 4
27e
−3t.

137) − t
24[3t cos t+ (t

2 − 3) sin t]. 138) 1βe
αt sin βt. 139) 13 sin t− 16 sin 2t.

140) 110e
2t−12+25 cos t15 sin t. 141)

γ
2 t
2+(1−γ)t+(γ−1)+(12−γ)e−t+12(cos t−sin t).

142) 83
80
ch 2t − 1

10
cos t + 1

16
cos 2t. 143) et(cos t + sin t − 1

2
) + 1

2
e−3t.

144) 1
3
e−

t
2

(

cos
√
3
2
t+

√
3
3
sin

√
3
2
t
)

+ 1
3
(t− 1)et. 145) 1

4
(t2 sin t+ t cos t− sin t).

146) 29[e
t−e−2t(3t+1)]. 147) 1−e−t( t

2

2 + t+1). 148) 1− 13e−t− 23e
t
2 cos

√
3
2 t.

149) x(t) = et, y(t) = −et. 150) x(t) = et, y(t) = et. 151) x(t) =
2(1−e−t−te−t), y(t) = 2−t−2e−t−2te−t. 152) x(t) = 1

4(e
t−e3t+2te3t), y(t) =

1
4(5e

t − e3t − 2te3t). 153) x(t) = et(cos t − 2 sin t), y(t) = et(cos t + 3 sin t).

154) x(t) = 1
3(e

t+2 cos 2t+sin 2t), y(t) = 2
3(e

t−cos 2t− 12 sin 2t). 155) x(t) =
et− 11

34
e4t− 3

17
cos t+ 5

17
sin t− 1

2
, y(t) = −2

3
et+ 22

51
e4t+ 4

17
cos t− 1

17
sin t. 156) x(t) =

−et, y(t) = 0, z(t) = et. 157) x(t) = 2
5
(e3t−e−2t), y(t) = 1

5
(3e3t+2e−2t), z(t) =

1
5(3e

3t + 2e−2t). 158) x(t) = 2− e−t, y(t) = 2− e−t, z(t) = 2e−t − 2.


